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VORWORT 


ZUR ERSTEN ITALIENISCHEN AUFLAGE. 


Diese Vorlesungen erschienen zum erstenmal im Studienjahre 1898/99 
unter der Redaktion meines damaligen Assistenten Dr. G. Scorza in einigen 
lithographierten Exemplaren zum ausschlieBlichen Gebrauch meiner Horer. 

Wenn ich mich nun entschlossen habe, diese Vorlesungen in wesent- 
lich erweiterter Gestalt in Buchform herauszugeben, so lieB ich mich dabei 
von der Hoffnung tragen, da es fiir diejenigen, welche die groSen Fort- 
schritte der modernen Geometrie verfolgen wollen, insbesondere fiir die 
Studierenden von Nutzen sein diirfte, einen Abschnitt der Wissenschaft, 
dessen Theorien und Satze derzeit noch in einer groBen Anzahl von Ab- 
handlungen verstreut sind, in einem Band zusammengestellt und metho- 
disch auseinandergesetzt zu finden. Das ist bis jetzt nicht geschehen, 
wenn wir von dem Buch yon P. H. Scuourn (Mehrdimensionale Geometrie, 
Leipzig, Géschen, 1902/05). absehen, welehes mit dem vorliegenden zwar 
mancherlei Verwandtschaft zeigt, in doppelter Hinsicht jedoch wesentlich 
verschieden ist. Einmal wird die analytische Geometrie der mehrdimen- 
sionalen Riume dort auf synthetische Postulate und Begriffe gegriindet, 
wihrend sie hier als einfache Interpretation algebraischer Begriffe und 
Theoreme erscheint. Der zweite, wesentlichere Unterschied besteht jedoch 
in der Auswahl des Stoffes; bei Scuours steht die metrische Geometrie im 
Vordergrund der Behandlung. 

Die in vorliegendem Buch entwickelten Beziehungen gehéren jedoch 
durchwegs der projektiven Geometrie an; die ausgedehnten und wichtigen 
Anwendungen in der Geometrie der birationalen Transformationen sind 
dabei besonders hervorgehoben. Der Vorsatz, dem Leser die Bekanntschaft 
mit den wichtigsten Eigenschaften der letzteren zu vermitteln, ein Vorsatz, 
der bei den engen Beziehungen zwischen den beiden eben genannten 
Geometrien leicht ausfiihrbar ist, mag es rechtfertigen, daS in diesem 
Buch auch Begriffe und Sitze Aufnahme gefunden haben, die tiber den 
durch den Titel gegebenen Rahmen derselben hinausgehen. Der Wunsch, 
die Studierenden zu niherer Beschiftigung mit der Geometrie auf einer 
Kurve anzuregen, bestimmte mich schlieBlich noch dazu, einen Anhang 
beizufiigen, in welchem verschiedene hiehergehorige Beziehungen erortert 
sind; also insbesondere der Begriff des Zweiges einer algebraischen Kurve, 
die Auflésung der Singularitiéten u. s. w. 

Nicht verschweigen darf ich ferner eine Bemerkung hinsichtlich der 
Literaturangaben. Abgesehen vom Zweck dieser Veréffentlichung mubBte 
ich mir sagen, daS ich nicht leicht, wenigstens nicht so rasch als es meine 
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Absicht war, zu einem Ende gekommen wiire, hatte ich die Absicht gehabt, 
eine vollstiindige Zusammenstellung der zahlreichen einschligigen algebra- 
ischen und geometrischen Abhandlungen zu geben und ihre Bedeutung je- 
weils zu kennzeichnen; bedarf es doch hiezu umfangreicher und sorg- 
fiiltiger Untersuchungen. Der Leser mége also in den Literaturangaben, 
die er an manchen Stellen finden wird, nichts anderes erblicken als Notizen, 
die teils zur Orientierung bestimmt sind, teils die Mittel liefern sollen, 
die Kenntnisse zu erweitern und zu vertiefen. 


Der Begriff des mehrdimensionalen Raumes driingt sich dem Mathe- 
matiker ganz von selbst auf, sobald er in die Lage kommt, Probleme, in 
welchen mehr als drei unabhingige Verinderliche auftreten, in Ahnlicher 
Weise zu interpretieren, wie man es im Fall von einer, zwei oder drei 
Veriinderlichen in der gewohnlichen analytischen Geometrie zu tun 
gewohnt ist, und wenn er in dieser neuen Kinkleidung der Probleme ein 
Hilfsmittel zu ihrer Lisung sucht. Naturgemif liegen daher die ersten 
Spuren dieses Begriffes weit zuriick’). Eine wirkliche Verwendung begann 
erst um die Mitte des vergangenen Jahrhunderts in den Werken von 
Cavey, GrassMann, Riemann, Betrramt, Scuiiri, Berri, Kronecker, Lim, Kier, 
Norruer, Harenen, Jorpan, D’Ovinro, Cimrorp und anderen, und zwar 
in verschiedenen Gebieten, wie Grundlagen der Geometrie, Analysis 
situs, Differentialgeometrie, birationale Transformationen u. s. w. Wenn 
auch in den Arbeiten dieser Mathematiker zahlreiche Sitze aus der 
projektiven Geometrie mehrdimensionaler Ritume ausgesprochen sind und 
Beziehungen verwendet werden, die in mehr oder minder offenkundiger 
Weise zu unserer Disziplin gehéren, so haben wir doch die erste Arbeit 
von allgemeinem Charakter, die speziell diesen Gegenstand behandelt, 
Veronese zu verdanken”). Derselbe entwickelt nicht nur die Methode des 
Projizierens in mehrdimensionalen Riiumen, sondern zeigt auch den heu- 
ristischen Wert dieser Methode durch zahlreiche gliicklich gewihlte An- 
wendungen auf verschiedene Zweige der Geometrie, insbesondere auf die 
Theorie der algebraischen Kurven beliebigen Geschlechtes, Anwendungen, 
die in spateren Arbeiten von VERonesE weiter ausgebaut wurden. Dem- 


*) Vgl. die Anmerkung zu Nr. 1 des Kapitels XI in dem Buche von Lorta, JI 
passato ed i presente delle principali teorie geometriche (3. Aufl, Turin 1907). Eben- 
dort finden sich auch niihere Ausftiihrungen zu dem kurzen Uberblick, den wir oben 
geben. Vgl. auch SEGRE, Sw alewnt indirizzi nelle investigazioni geometriche (Rivista di 
Matematica, 1891; englische Ausgabe mit Zusiitzen im Bull. of the American math. 
soc. 10 (2), 1904, § VIII). 


*) Behandlung der projektivischen Verhiltnisse der Réume... (Math. Aun. 19, 1882). 
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selben Mathematiker verdanken wir ferner ein tiberaus ausfiihrliches und 
verdienstvolles Werk*), in welchem ein System von Postulaten aufgestellt 
wird, auf Grund derer jegliche metrische oder projektive Geometrie in 
Ri&umen von beliebig vielen Dimensionen entwickelt werden kann. 

Zwei Jahre nach der Publikation der oben genannten Abhandlung 
yon VrRONESE erschienen in rascher Folge zahlreiche Arbeiten von SEGRE, 
der damit unter stiindiger Verwendung mehrdimensionaler Uberlegungen 
und Methoden einen wesentlichen Beitrag zu den Fortschritten der Geo- 
metrie lieferte. In den Arbeiten, die der projektiven Geometrie mehr- 
dimensionaler Riume gewidmet sind — und nur yon diesen soll hier die 
Rede sein — nimmter die Untersuchung der grundlegenden Beziehungen 
wieder auf, von denen einige bis dahin kaum angedeutet waren. Indem 
er die synthetischen Begriffe mit den bedeutenden algebraischen Theoremen 
yon Wererstrass, Kronecker, Fropentus und anderen vereinigte, gab er 
eine weitliufige und systematische Entwicklung unseres Gegenstandes, 
den er durch neue Methoden und Resultate bereicherte. Zugleich mit 
diesen Arbeiten von Srere erschienen weitere von Det Prezzo, CasTELNUOYO, 
Prepe.tia, Enriques und anderen, die ebenfalls wertyolle Beitraige zur 
projektiven Geometrie mehrdimensionaler Riume enthalten*). 

Wie man aus den Zitaten erkennt, sind viele Beweise und Siatze 
dieses Buches Srere’schen Arbeiten entnommen; ich muB8 hier erwahnen, 
daB Srere mir die Aufzeichnungen, die er jihrlich fiir seine Vorlesungen 
zusammenstellt, in freundschaftlichem Entgegenkommen zur Verfiigung 
gestellt hat, wovon ich hier vielfach Gebrauch machen konnte; so sind 
einige Teile des Anhanges aus der Srcre’schen Vorlesung von 1898/99 
reproduziert. Dafiir und fiir die wertvollen Ratschliige hinsichtlich der 
Abfassung des Buches habe ich Srcre meinen lebhaftesten Dank aus- 
zusprechen. 

Zu danken habe ich noch Herrn Prof. F. Severr fiir die wertvolle 
Hilfe, die er mir in mancher Hinsicht angedeihen lieB, sowie meinem 
Assistenten, Herrn Dr. 8. Mepici fiir verschiedene Vorschliige, die sich auf 
deutlichere Fassung des Textes bezogen, und fiir seine Unterstiitzung bei 
der Durchsicht der Korrekturen. 


Pisa, im Dezember 1906. 
E. BERTINI. 


®) Zitiert in Anmerkung ” 


) zu Kapitel II. 

*) Wie bemerkt, sehen wir hier giinzlich von der Geometrie der birationalen 
Transformationen ein- oder zweistufiger algebraischer Gebilde ab, an deren Ausbau unter 
anderen SEGRE, CASTELNUOVO, ENRIQUES und SEVERI in hervorragender Weise be- 
teiligt sind. . 
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ZUR ZWEITEN ITALIENISCHEN AUFLAGE. 


Die Bestrebungen und Absichten, die ich bei der Abfassung dieses 
Buches verfolgte, leiteten mich auch bei der Revision fiir diese zweite 
Auflage. Mannigfache Anderungen wurden vorgenommen, sowohl was 
den Inhalt als auch was die Form betrifft, von gréBerer oder geringerer 
Bedeutung. Ihr Zweck war entweder Vervollstindigung oder strengere, 
einfachere oder verstiindlichere Fassung der auseinandergesetzten Be- 
ziehungen. Durch das ganze Buch verstreut sind ferner vielerlei Zusitze, 
deren genaue Aufziihlung hier wohl zu weit fiihren wiirde. Erwiihnt sei 
nur, daB ein neues Kapitel, nimlich das XU. aufgenommen wurde: iiber Mo- 
duln und iiber die Darstellung einer Form durch lineare Kombinationen 
anderer; ein Abschnitt von groBem Interesse und yon fundamentaler Be- 
deutung fiir die Geometrie. Im Kapitel V wurde ferner eine charakteristische 
Eigenschaft des allgemeinen Biischels linearer Komplexe hinzugefiigt. Die 
Kapitel VIIJ und X haben an mehreren Stellen gréfere Zusatze erhalten, 
insbesondere sind am Schlu8 von Kapitel X einige einfache Eigenschaften 
linearer Scharen auf einer Mannigfaltigkeit bewiesen. In Kapitel XIV 
(XIII der ersten Auflage) ist eine kurze Betrachtung der Srcreschen 
Mannigfaltigkeiten neu hinzugekommen. Ebenso wurden die Literatur- 
angaben vermehrt; ich habe zu diesem Zweck auch auf einige andere 
Publikationen verwiesen’). 

Auch bei dieser zweiten Auflage konnte ich mich der Unterstiitzung 
zahlreicher Kollegen erfreuen. Meinen herzlichsten Dank muf ich den 
Herren Prof. Stare, Berzovart, Rosati, Scorza, Terracrnt und Toeurati ab- 
statten, deren Bemerkungen mir bei Erginzungen und bei der Behebung 
einiger Unvollkommenheiten wertvolle Dienste leisteten. Den Herren Prof. 
Scorza und Rosati bin ich auBerdem fiir ihre Mithilfe bei den Korrekturen 
zu Dank verpflichtet. 


Pisa, im Mai 1923. 
E. BERTINI. 


*) Weitere Literaturangaben hitte ich dem reichhaltigen und wertvollen Referat 
von SEGRE: Mehrdimensionale Réume (Enzyklopidie der math. Wissensch. II, 2, Heft 7, 
Leipzig, Teubner, 1921) entnehmen kénnen. Aber abgesehen davon, da8 die Revision 
des Buches nahezu vollendet war, als dieses Werk eintraf, glaube ich, da8 es fiir den 
Leser niitzlicher sein wird, wenn er beim Studium des vorliegenden Buches immer 
die entsprechenden Abschnitte des SEGRE’schen Referates vergleicht. 


VORWORT 


ZUR DEUTSCHEN AUSGABE. 


Wenn ein Ubersetzer seine Arbeit mit einem Vorwort begleitet, so 
fiihlt er sich meist bemiifigt, darin dem geneigten Leser die Versicherung 
mi geben, sich méglichst genau an das Original gehalten zu haben. Ich 
habe aber nach Niederschrift der ersten Kapitel eingesehen, daf fiir den 
Wert der Ubersetzung eines mathematischen Buches diese mehr philolo- 
gische Fordefung wohl erst in letzter Linie mafSgebend ist, daf eine 
Ubersetzung dann gut ist, wenn Klarheit und Strenge nicht dabei gelitten 
haben und ich habe mich hauptsiichlich in dieser Hinsicht bemiiht; wegen 
des anderen sei nur bemerkt, daf die wenigen, iibrigens durchaus ge- 
ringfiigigen Abweichungen alle im Einyerstiindnis mit dem Verfasser vor- 
genommen wurden, der in tiberaus dankenswerter Weise den ganzen Text 
durchgesehen und tiberhaupt an der Arbeit den regsten Anteil genommen hat. 

Im Original finden sich mancherlei Verweise auf einschligige Lehr- 
biicher gréBtenteils italienischer Herkunft. Diese Verweise. habe ich dahin 
abgeiindert, daB ich deutsche Lehrbiicher, und zwar moéglichst bekannte 
anfiihre; es schien mir dies gerade bei solchen fiir Anfainger bestimmten 
Bemerkungen didaktischer Natur wichtig. Diese Anmerkungen sind ebenso 
wie alle iibrigen, von mir beigefiigten, durch ein [D.] gekennzeichnet. 

Formeln und Anmerkungen sind in jedem Kapitel durchnumeriert; 
Verweise beziehen sich, wenn nicht anders angegeben, immer auf das 
betreffende Kapitel. Durch die Beigabe eines ausfiihrlichen Registers hoffe 
ich mein méglichstes getan zu haben, um das Buch zu einem auch als 
Nachschlagewerk wirklich brauchbaren Behelf zu machen. 

Vielleicht ist hier noch eine Bemerkung am Platz tiber die Vorkennt- 
nisse, die dieses Buch verlangt. Sie sind recht gering; eine gewisse Ver- 
trautheit mit der gewéhnlichen Geometrie in synthetischer und analytischer 
Behandlung, die Grundtatsachen der Algebra, also die wichtigsten Si&tze 
tiber lineare Gleichungssysteme, quadratische Formen und dergleichen 
sowie die Anfangsgriinde der héheren Analysis. 

Fiir Mithilfe bei der Korrektur bin ich zu Dank verpflichtet den Herren 
Privatdozenten Dr. E. Heriy und Dr. J. Lense, Herrn Ing. W. Reicn und meiner 
Frau, die das ganze Manuskript durchgesehen hat, sowie nicht am wenigsten 
dem Verlag fiir die wiirdige Ausstattung des Buches und fiir die Bereitwillig- 
keit, mit welcher er auf meine diesbeziiglichen Vorschlige einging. 


Wien, im Mai 1924. 
A. DUSCHEK. 
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Einftihrung in die projektive Geometrie 
mehrdimensionaler Raéume. 


KARTE ale 
Der Raum S,.. 


1. Die gewohnliche projektive Geometrie enthilt iiberaus zahlreiche 
Beispiele von Gesamtheiten (linearen Gesamtheiten) irgend welcher Elemente 
yon der Art, daB sich zwischen den Elementen der Gesamtheit und den 
Werten der Verhiiltnisse einer gewissen Anzahl von Parametern %, “1, ..-, %, 
ohne Ausnahme eine ein-eindeutige algebraische Korrespondenz festsetzen 
laBt; dabei kénnen diese Parameter alle méglichen Werte annehmen, nur 
diirfen nicht alle gleichzeitig verschwinden und keiner unendlich werden. 
Solcherart ist die Gesamtheit der Punkte einer Geraden oder der Strahlen 
eines Biischels, der Punkte oder Geraden einer Ebene, der Strahlen oder 
Ebenen eines Biindels, der Punkte oder Ebenen des gewéhnlichen Raumes, 
der Kegelschnitte einer Ebene, der Flichen zweiten Grades des gewohn- 
lichen Raumes u. s. w. 

Nun lassen sich die Eigenschaften derartiger Gesamtheiten in zwei 
groBe Klassen teilen: die einen hangen von der besonderen Natur der 
Elemente ab, aus denen die Gesamtheit besteht, die anderen jedoch einzig 
und allein von dem erwihnten Umstand, daf die Elemente der Gesamt- 
heit ein-eindeutig und algebraisch, ohne Ausnahme, den geordneten 
Wertegruppen einer gewissen Anzahl von Parametern bis auf einen Pro- 
portionalitatsfaktor entsprechen. 

Wollen wir also die zweite Klasse von Eigenschaften studieren, so ist 
es gleichgiltig, ob wir an die besondere Natur der Elemente denken oder 
nicht. Demgemif sehen wir von jeder geometrischen oder anschaulichen 
Deutung ab und definieren den linearen Rawn oder kurz Raum von 
r Dimensionen als die Gesamtheit, die von allen Wertegruppen der Verhilt- 
nisse von r+-1 Parametern x, «1, .-.,%, gebildet wird; ausgeschlossen wird 
nur, da$ alle Parameter verschwinden oder einige unendlich werden. Wir 
bezeichnen den Raum von r Dimensionen mit S, oder auch mit [r]*). Jede 
solche Wertegruppe heifBt ein Punkt des S, und die x, %,...,%, seine 


*) Sehr hiiufig ist auch die Bezeichnung #,,. Zur Einfiihrung des Begriffes des Raumes 
von mehreren Dimensionen, wie sie hier vollzogen wird, vgl. auch F. KLErn, Héhere 
Geometrie (Autographierte Vorlesung, Gottingen, 1893), Bd. I, 8. 149 ff. und 231 ff. [D.] 
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homogenen Koordinaten oder kurz Koordinaten, wihrend man unter 7- 
homogenen Koordinaten des Punktes die Verhiltnisse von » der Zahlen 
x, @1,---,2, Zu der tibrigbleibenden versteht”). 

Geht man daran, diesen eben gegebenen numerischen Begriff des 
Raumes S, auf bestimmte geometrische co-Gesamtheiten anzuwenden, so 
pflegt man jedes Element einer solechen Gesamtheit Punkt zu nennen. In 
diesem Sinne spricht man von einem 5-dimensionalen Raum der Kegel- 
schnitte einer Ebene, von einem 9-dimensionalen Raum der F lichen zweiten 
Grades des gewohnlichen Raumes u. 8. w. 

Den Punkt mit den Koordinaten a, #,...,v, oder kurz mit den 
Koordinaten a; bezeichnen wir mit « und unterscheiden untereinander 
verschiedene Punkte durch obere Indizes. So ist # der Punkt mit den 
Koordinaten a”, d. h. mit den Koordinaten a”), a), ae o” 

Die x--1 Punkte, deren Koordinaten bis auf eine simtlich gleich 
Null sind, die also bzw. die Koordinaten 


iIpehtiUMemcinwte nal 00 
0, ibs d 0, 0, 
Ue ORE tak 
il eee ot heal 


haben, heiBen Graundpunkte und werden im folgenden baw. mit Ao, Ai, ..., A; 
bezeichnet. [hr Inbegriff ist das Koordinatengrundeck oder kurz Grundeck. 
Der Punkt mit lauter gleichen Koordinaten 


Bovlart.ce® Hbant 
heiBt Einheitspunkt und wird mit mit H# bezeichnet. 


2. Es seien 2) (j =0, 1,...,4) k+1 Punkte unseres Raumes S,. Wir 
betrachten die 7-+-1 linearen homogenen Gleichungen 


Vige ue ee hae on eee go EY 
(1) Ne, a ere Ce en 
ee ee eee . 
400) a 4) a) ge) 0, 


die sich ergeben, wenn wir aus den gleichnamigen Koordinaten der k+ 1 
Punkte mittels der Parameter \, 2, ...,2 jeweils dieselben linearen 
Kombinationen bilden und gleich Null setzen. Diese &+-1 Punkte heiSen 
dann (voneinander) abhdngig oder wnabhiingig, je nachdem es Werte der 
Parameter X, 1,...,A gibt, die den Gleichungen (1) gentigen und die 

*) Es sei ausdriicklich bemerkt, da8 die Koordinaten veell oder imagindr sein 


kénnen und da dasselbe, sofern nicht ausdriicklich anders angegeben, von den Ko- 
effizienten der weiterhin einzufiihrenden Formein und Gleichungen gilt. 
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nicht alle gleich Null sind oder nicht, so daS in letzterem Falle (1) nur 
durch lauter verschwindende Werte der Parameter befriedigt werden. 

Diese Definition la8t sich auch so ausdriicken: k+-1 Punkte sind ab- 
hingig oder unabhiingig, je nachdem der Rang der Matrix 


(0) @) (k) 
Wid eed | 
(0) (1) 
(2) : Cindy LRG 
(0) (4 (k 
eg 2. 
ag 7, ws. 


threr Koordinaten <k-+-1 oder =k-+-1 ist?) 
Es folgt, daB k+-1 Punkte notwendig abhingig sind, wenn 
k+1>r+1 
ist, da ja der Rang der Matrix (2) dann <r-+1 und daher <k+1 ist. 

Ist k+-1<r-—+1, so sind die k+ 1 Punkte abhingig oder unabhingig, 
je nachdem der Rang der Matrix (2) <k+1 oder =k-+1 ist, d.h. je 
nachdem alle Determinanten hichster Ordnung dieser Matrix verschwinden 
oder nicht, was wir auch damit zum Ausdruck bringen wollen, da8 wir 
sagen, die Matrix selbst sei =0 oder + 0%). 

Sind die &+ 1 Punkte abhiingig und ist c der Rang der Matrix (2) 
ihrer Koordinaten, so ist also e<k+1. Wir nehmen an, es stehe eine 
der yon Null yerschiedenen c-reihigen Determinanten in der linken oberen 
Ecke yon (2), was man ndtigenfalls stets durch geeignete Anderung der 
Bezeichnung erreichen kann. Um nun den Gleichungen (1) zu geniigen, 
koénnen wir 4%, @+,...,4 willkiirlich annehmen und dann aus den 
ersten c Gleichungen (1) die tibrigen Werte 4, A, ...,4°—, bestimmen”). 


3. Wir betrachten #+-1 unabhingige Punkte; dann ist, wie erwahnt, 
k-1<r-+1 und die Matrix (2) ihrer Koordinaten +0. Somit ist die 
etwa aus den ersten h+1 Kolonnen yon (2) gebildete Matrix eben- 
falls +0, denn wiren alle Determinanten héchster Ordnung dieser 
letzteren Matrix gleich Null, so wiren es auch alle Determinanten hichster 
Ordnung von (2)°). Sind also k+-1 Punkte unabhiingig, so sind es auch 
irgend welche h+-1 (<k-+1) von thnen. Ferner kénnen wir, wenn k<r 


8) Vgl. BOCHER, Finfiihrung in die héhere Algebra (Leipzig, Teubner 1910), 
Nr. 12, 13 und 17, Satz 3. [D.] 

4) Im Gegensatz zu der sonst in der Algebra gebriiuchlichen Auffassung der 
Matrix als hdhere komplexe GréSe, die nur dann Null ist, wenn alle ihre Elemente 
yerschwinden. Vgl. BOCHER, a. a. O., Nr. 21, Erklirung 1. [D.] 

*) Vgl. BOCHER, a. a. O., Nr. 18. [D.] 

6) Vgl. BOCHER, a. a. O., Nr. 12, Satz 2. [D.] 

: 1* 
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ist, 2u k+-1 unabhingigen Punkten auf unbegrenat viele Arten weitere r —k 
Punkte hinzufiigen, so dag wir r+-1 unabhingige Punkte erhalten (nach 
yorstehendem Satze kiénnen wir auch lauter unabhingige Punkte erhalten, 
wenn wir eine Anzahl <r —k hinzufiigen). Es gentigt ja, (2) durch r—k 
Kolonnen mit allgemein’) gewihlten Koordinaten zu erweitern. So gentigt 
es, wenn die Determinante der ersten &+-1 Zeilen +- 0 ist, den gegebenen 
k+-1Punkten die Grundpunkte Az41, Az+e,..-, A, hinzuzufiigen. 


4. Es seien 2) (7 =0,1,...,4) & +1 unabhingige Punkte. Wir bilden 
aus ihren gleichnamigen Koordinaten dieselben linearen Kombinationen, 
setzen also 


(3) gf HO) Ot ae toad On CO Msn 


Wir nehmen zuerst an, es sei K+1—r-+1. Da dann laut Voraussetzung 
die Determinante der Koordinaten a? von Null verschieden ist, kénnen 
wir mittels (3) die A linear und homogen durch die x; ausdrticken. Daraus 
folet, daB wir aus (3) durch Variation der ® alle Punkte unseres Raumes S, 
erhalten kénnen; jeder Punkt kann sowohl durch die * wie durch die 
KM bestimmt werden. Wir haben somit eine T'ransformation der Koordinaten 
(von den a; in die 4 oder umgekehrt) vor uns. Die Punkte des neuen 
Grundecks, deren Koordinaten ® also bis auf eine verschwinden, sind, 
wie man aus (3) erkennt, gerade die r-+-1 gegebenen Punkte, die auch 
im neuen Koordinatensystem unabhingig sind, denn die Abhingigkeit oder 
Unabhingigkeit der Punkte irgend einer Gruppe bleibt bei einer Koordinaten- 
transformation erhalten, hingt also von einer besonderen Wahl des Ko- 
ordinatensystems nicht ab. Zum Beweis geniigt es (Nr. 3), r+-1 Punkte zu 
nehmen und zu beachten, daB die Determinante ihrer Koordinaten a; das 
Produkt der Transformationsdeterminante und der Determinante ihrer 
Koordinaten 4 ist. 

Hiezu sei noch bemerkt, daB der La des neuen Koordinaten- 
systems im alten System die Koordinaten a ee i vata 0, 1 eee 
hat. Daf diese Koordinaten ganz willktirlich angenommen werden kénnen, 
ergibt sich sofort, wenn wir (3) in der Form 


(1) 


Gia) = KO 9 a 40 0, al mee G=0,1)..;7) 


schreiben, also die Koordinaten a des Grundecks bzw. mittels der 
Proportionalitatsfaktoren Q, abndern; geben wir die Koordinaten a; des 
Kinheitspunktes vor, so mu8 also 


(3””) Qt FAM be +00 =u  G=0, 1, -.,7) 


") Vgl. die Anmerkung *"). [D.] 
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sein und daraus bestimmen sich die Werte der SOS Salis eye One 07. 
Fallt das neue Grundeck mit dem alten zusammen, so ist Q, ao =o) undiy.did 
Transformationsformeln lauten a; — \”” a;, 80 daB in diesem Falle die Koordi- 
naten des einen Systems sich aus denen des anderen durch beziehungsweise 
Multiplikation mit willkiirlichen Konstanten ergeben. Diese Konstanten sind 
im ersten System die Koordinaten des Einheitspunktes des zweiten. 

Kine Koordinatentransformation kann reell oder imaginir sein. Ist sie 
reell, haben also die Formeln (3) oder (3’) reelle (oder solehen proportionale) 
Koeffizienten, so sind die neuen Grundpunkte und der neue Einheitspunkt 
reell. Ist umgekehrt letzteres der Fall, so sind die Koeffizienten in (3’) 
reell; denn da die a und @, reell sind, ergeben sich aus (3’’) die @, gleich- 
falls reell. Es folgt, da8 bei imaginiren Transformationen, wenn also (3) 
oder (3’) wesentlich imaginire Koeffizienten haben, Grundpunkte und 
Einheitspunkt simtlich oder zum Teil imaginér sind und umgekehrt. 


5. Es sei nun k+1<r-+1. Beachten wir die Unabhingigkeit der 
Punkte 2) (7 =0, 1, ...,k), so erkennen wir sofort, daB zwei Wertsysteme 
der 1, die mittels 3) zum selben Punkt x des S, fiihren, sich bloB um 
einen Proportionalititsfaktor unterscheiden. Sind in der Tat 10, ae de 
ee AE = a diese beiden Wertsysteme, so mub, wenn @Q ein ro: 
orien alititslaktor ist, 


©) 0) ®) (0) , 0) 
My ty ee +g 8; =0 (i, Tins 


EAP a) G20; Ayo) 
oder 
(2 — 92) 4.409 — 9) 0 G0, 1,-.4,7) 
sein; daraus folgt aber, da die Punkte unabhingig sind (Nr. 2) 
a i er” ps 0, oe on — 0, 
was zu beweisen war. 

Von den Punkten, die sich aus (3) durch Variation der Parameter 
A, AD, ...,4 ergeben, sagen wir daher, daB sie eine co’-Gesamtheit 
bilden; und da die Punkte dieser Gesamtheit sich bis auf einen Pro- 
portionalititsfaktor (ohne Ausnahme) in eine ein-eindeutige und algebraische 
Korrespendenz zu den geordneten Wertegruppen dieser Parameter setzen 
lassen, sagen wir, daB diese Gesamtheit selbst ein (linearer) Raum von 
k Dimensionen oder genauer ein Unterraum S, des 8, sei. Die Grund- 
punkte des S; in seiner Parameterdarstellung mittels der 1 sind offenbar 
die &+1 Punkte 7, x, ..., 2. 

Befinden sich diese &+1 Punkte unter den sicher unabhingigen 
Grundpunkten des S, und sind es zB. die Punkte Ao, Ai, ..., Az, 80 
nehmen (3) die Gestalt 
(4) to =A), ay = AY, ..., = AM, 41 =—0, ...,% = 0 
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an; wir erhalten daher alle Punkte des durch die 4+ 1 Grundpunkte 
bestimmten Unterraumes S;, wenn wir die &+-1 Koordinaten der Punkte 
des S,, die dieselben Indizes wie die Grundpunkte haben, auf alle méglichen 
Arten variieren lassen und allen tibrigen den Wert Null erteilen. Derartige 
Unterriume heiben Grundunterrdwme oder Grundrdume des S,; zwei solche 
Grundriiume S; und S,—;—1, die bezichungsweise aus &--1 und den iibrigen 
7 —k Grundpunkten konstruiert sind, heiBen gegeniiberliegende Grundrdume. 

Selbstverstiindlich gelten auch fiir einen Unterraum S; die oben fiir 
den S, durehgefiihrten Uberlegungen. 

Umgekehrt lift sich jeder beliebige, durch die Koordinaten 1, 
AO, ..., 2 seiner Punkte gegebene Raum S; als Unterraum eines S, von 
einer Dimension > betrachten, u. zw. kann man ihn mit einem 
beliebigen S, dieses S, zusammenfallen lassen*). Das folgt leicht aus (3), 
worin wir die a) willkiirlich, jedoch mit von Null verschiedener Matrix an- 
nehmen; oder noch einfacher aus (4), indem wir die A, 2@, ..., 4 mit 
den 2, 71, -.-, a, identifizieren und zu diesen die (fiir den S; versehwindenden) 
k+1, ---» % hinzuftigen. Diesen Vorgang nennt man mitunter kurz eine 
Vermehrung der Dimensionen des Operationsraumes S;. 


6. Von den Unterriiumen des S, (7 > 3) tragen die von 1, 2, 3 Dimen- 
sionen ganz naturgemif die Namen Grerade, Kbene, gewéhnlicher Raum 
des S, Die tibrigen Unterriiume haben keine besonderen Benennungen 
bis auf die von »—1 Dimensionen, die man Hyperebenen des S, nennt. 

Es sei noch bemerkt, da die Reihe der Unterritume durch Hinzu- 
fiigung derer von Null Dimensionen vervollstindigt wird, indem wir unter 
einem So einen beliebigen Punkt des S, verstehen. 


7. Der Definition abhiingiger Punkte kénnen wir nun eine ausdrucks- 
vollere Form geben. Es seien &+1 abhingige Punkte 7, 2, ..., 2 
gegeben und es sei h+-1 (<k-+1) die gréBte Anzahl unabhingiger Punkte, 
die wir aus ihnen auswiihlen kénnen, u. zw. seien das, um etwas Bestimmtes 
vor Augen zu haben, die ersten A+1 Punkte 2, 2®,...,%. Infolge- 
dessen sind etwa die h+2 Punkte a, 2, ..., 2, 2@+» abhiingig und 
die Gleichungen (Nr. 2) ° . 


ORRO) @) ,.@) OA) @+1) G+) . 
We a ee ee EA a gf ==) pt eck peers 


kénnen durch nicht lauter verschwindende Werte der 4” befriedigt werden. 
Der Rang der Matrix dieses Gleichungsystems ist <h+2, u. zw. genau 
=h--1, da ja die Matrix der Koordinaten der h + 1 Punkte «, x, ..., 2” 


*) Offenbar kann man das immer vom arithmetischen Standpunkt aus, den wir 


ja hier einnehmen, wiihrend die geometrische Anwendung verlangt, daf der S;, aus 
Elementen des S. besteht. 


Der Raum S,, (Nr. 6—8). 


~] 


gerade diesen Rang hat. Daraus folgt”), daB im vorstehenden Gleichungs- 
system A+ willktirlich und somit 4:0 angenommen werden kann. Das 
bedeutet, daBi der Punkt 2*+» dem Raume S, (Unterraum des §S, oder 
Seselbst) angehirt, der durch die ersten h-- 1 Punkte bestimmt ist. Analog 
schlieBt man fiir die Punkte 2+, ...,2, Aus k+-1 abhingigen Punkten 
lassen sich also stets h4+-1(<k-+-1) unabhingige Punkte auswihlen, so dap 
alle k4+-1 Punkte in dem durch die h4+-1 Punkte bestimmten Raum ent- 
halten sind. Fiigen wir umgekehrt zu i -+- 1 Punkten, die einen S; bestimmen, 
weitere Punkte desselben hinzu, so erhalten wir, wie aus obigen Formeln 
ohneweiters klar ist, eine Gruppe abhingiger Punkte des S,. 

Es sei noch bemerkt, daf die Gleichungen (3) in jedem Fall dazu dienen 
kénnen, durch Variation der 4 alle Punkte eines Unterraumes S;, (oder 
des S, selbst) zu erhalten. Denn wenn die Punkte 2, a, ...,2 abhingig 
sind, so geniigt es (indem wir die obigen Bezeichnungen in derselben 
Bedeutung beibehalten) fiir die z@+, #@+%,...,a® ihre linearen Aus- 
driicke in den 2®, 2®,...,2” zu substituieren, um sicher zu sein, dab 
man dureh Variation der 4 bloB Punkte des S, erhilt, u. zw. ist dies 
schon dann der Fall, wenn wir in (3) z. B. nur die A, A®,..., 1® vari- 
ieren und die tibrigen A® +, A@+, ...,4 gleich Null setzen. Da der 
durch (3) gegebene Raum dann von einer Dimension h<k ist, kénnen 
wir die A® nicht als Koordinaten in ihm nehmen, weil ja jedem Punkte 
co’ —* Werte der Verhiltnisse der 4 entsprechen. Man sieht das sofort 
ein, wenn man z. B. beachtet, da die Anzahl der Punkte des S, gerade 
co" ist, wiihrend es co” Werte der Verhiltnisse der 4 gibt. 


8. Sind die &+1 Punkte 2, 7,...,2 unabhingig im S,, so be- 
stimmen sie einen S;, der durch die Gleichungen 
Jp Ve a” Ne ee ii hd a G=O0,A,. 2,7) 
definiert ist, wobei wir wegen des bequemeren Ausdruckes die Koordinaten 
eines laufenden Punktes des S, mit y; bezeichnen. Im §S;, den wir fiir 


einen Augenblick als Grundraum ansehen wollen, indem wir uns auf die 
Koordinaten 1 beziehen, nehmen wir &+-1 unabhangige Punkte 


nie ao Re eat’ MOV ial (A Mesa Ag), 


so daB die Determinante 
1) yo 4H 
Hah cass 


(0) 4) ) 
Seba er 


(0) 4@) () 
Oe eek 


®) Vel. den Schlu8 der Nr. 2. 


8 Kapitel I. 


ist. Da a, a®, ..., 2 unabhingig im S, sind, ist die Matrix ihrer Ko- 
ordinaten +0. Es sei beispielsweise die Determinante 


(0) .@) () 
Ly U% +: XH 9 


@ a) 1) 


(0) a) (kh) 
q, Xv, At ews x, 


Multiplizieren wir die beiden Determinanten zeilenweise’’) und bezeichnen 


im S, die Koordinaten der obigen k +1 Punkte des S; mit yy, ie sgh so 


ergibt sich 


(0) (4) (h) 
Yo Yo 0 
(0) () (k) 
Yi, Y, Y, mat 0) . 
we eee. oe is. @ su ; 
(0) (4) (k) 
Y, Y,, z Y;, 


und daher ist auch die Matrix der Koordinaten der &-+-1 Punkte y, 
y, ...,y von Null verschieden. Diese Punkte sind also auch im S, un- 
abhiingig. Dieses Resultat labt sich offenbar umkehren, denn da die zweite 
und dritte Determinante von Null verschieden ist, kann auch die erste 
nicht verschwinden. Es ergibt sich der Satz, daB &-+-1 Punkte des S;, die 
in diesem Raum abhiingig sind, es auch im S, sind und umgekehrt. Wir 
kommen bald (Nr. 10) zu einer Erweiterung dieser Beziehungen. 

Wir bemerken noch, da irgendwelche &+1 unabhingige Punkte 
des S;, die, wie eben gezeigt, auch im S, unabhangig sind, denselben 
S, — oder einen mit dem S, zusammenfallenden S/ — bestimmen. In 
der Tat kann kein Punkt etwa des S; auBerhalb des S, liegen (d. h. 
dem §, nicht angehéren), da wir ja im S), sonst k+ 2 unabhingige Punkte 
hitten, was aber durchaus unméglich ist (vgl. Nr. 7). Betrachten wir im 
S;, zwei Gruppen von &-+-1 Punkten, so gibt es beziiglich dieser zwei ana- 
lytische Darstellungen des S;, eine etwa mit den Parametern A, 2, ...,A, 
die andere mit den Parametern », w, ..., w®. Wir kénnen dann leicht 
die 4 linear durch w ausdriicken und umgekehrt (Koordinatentrans- 
formation), indem wir mittels der einen Darstellung die Koordinaten der 
k-+-1 Grundpunkte der anderen Darstellung berechnen und die so er- 
haltenen Ausdriicke in letztere einsetzen. 


9. Der wohlbekannte Satz der Elementargeometrie: ,,Eine Gerade liegt 
in einer Ebene, wenn sie mit ihr zwei Punkte gemeinsam hat‘, ist ein ganz 
spezieller Fall eines allgemeinen Theorems, das wir jetzt beweisen wollen. 


*°) Vgl. BOCHER, a. a. 0., Nr. 9. [D.] 
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Wir betrachten den durch die Formeln 
(3) Se ae he a0, lear) 
definierten Unterraum §; des 8, und nehmen in ihm h--1 beliebige Punkte 
ee i ke reper le! OO eT 3O) 


an. Bezeichnen wir die Koordinaten dieser Punkte im S, mit y, y, een y., 
so ist also 
y® As 1 o x ne 2 aeons 1” ® 


1) (0) (0) any ad) (k) (hk) 
=A, a, Ay @ bo A a, 
hes Rae ne Py Pa eaee ne Eee Ren deen : 
(0) (0) @) a) () (hk) 
=), tA ap te tA a. 


Diese h+-1 Punkte bestimmen im S, einen Unterraum S (L=h), der bei 
variablen u® durch die cena 


h h é : 
e. as y! ae eg. © G=0, 15 ies G) 
oder, wenn wir fiir die y; ihre Ausdriicke einsetzen, durch 
(0) /y 0) (0) @) @) () nO 
Ta (2) a; +A, x; f.-- hy’ @ Nae ee —— 
A) (40) © Da ) 
$1092 4192 4 412) 
gegeben ist. Diese Gleichungen zeigen, da8 sich die Koordinaten x; der 


Punkte des S; aus (3) ergeben, wenn wir den A”, AM, ..., AM die 
folgenden Werte geben 


(0) 0) 4 (0 1 0 h) 4 (0 
x rg nea Oa ee Grek tu i, 
4 wet The Nee a pw? a? AG sae u” ni) 
fi Gee FeO Mer eee : 

hk) 0) 4 (&) (1) 4 @ (h) 4 (Ke) 
nr OS. ee eee, he 


Hine gewisse Anzahl von Punkten eines Unterraumes S;, bestimmt un S, einen 
Unterraum Si, der ganz im S;, enthalten ist oder mit diesem zusammenfillt. 


10. Hine beliebige Anzahl h-+-1 abhiingiger (unabhingiger) Punkte 
eines Raumes S;, ist auch im S&S, abhiingig (oder unabhingig) und umgekehrt. 
Der Satz ist fiir h=k bereits bewiesen (Nr. 8). Wir nehmen also 
h--k, u. aw. zuerst h <<k an. Unter dieser Voraussetzung verwenden wir die 
Bezeichnungen und Formeln der vorigen Nummer weiter, nehmen jedoch noch 
die Bedingung hinzu, daS die dort betrachteten bead pte ae 


im §S, seien. Dann ist die Matrix der Koordinaten ye ‘ Mati cater ‘ aon 
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Null verschieden, d. h. es ist '’) eine (d+ 1)-reihige Determinante dieser Matrix 
ungleich Null, also etwa 


(0) 0) (0) 
Yo V5 oes 


Diese Determinante ist aber, wenn wir fiir die y die Ausdriicke der vorigen 
Nummer einsetzen, das Produkt der beiden Matrizen 


4 (0) 4 (1) (k) (0) () (k) 
Ay Ay Ay ee lee on 
4 (0) 4) 4%) (0) .@) im (k) 
: ; und eae aah 
(0) 44) (t) (0) A) (k) 
he he aE: A, WW + By 


die somit gleichfalls von Null verschieden sein miissen’”). Unsere h-+-1 
Punkte sind also auch im S; unabhiingig, da die Matrix ihrer Koordinaten i 
nicht verschwindet. Haben wir umgekehrt h+-1 Punkte des S, die in 
diesem Raum unabhingig sind, so fiigen wir weitere k—h Punkte des 
S; hinzu, so daf$ wir im ganzen k+-1 unabhiingige Punkte des S; erhalten. 
Diese sind nun, entsprechend dem in Nr. 8 Gesagten, auch im S, unab- 
hingig und daher sind es auch unsere h+ 1 Punkte. 

Weiter ergibt sich fiir) <k die Aussage, die sich auf h-1 abhingige 
Punkte bezieht; daher ist in diesem Fall die Behauptung bewiesen. 

Im andern Falle > geniigt es, zu beachten, daf die h+-1 Punkte des 
S; in diesem Raum schon wegen ihrer Anzahl abhingig sind; sie sind dann 
auch im S, abhingig, da ansonsten k+-1 von ihnen den S; bestimmen wiirden 
(zweiter Absatz von Nr. 8) und jeder der tibrigen Punkte, da er von diesen 
k+-1 Punkten unabhingig wire, auBerhalb des S; liegen miiBte (Nr. 7). 

Als Anwendung weisen wir darauf hin, daf im Theorem der Nr. 7 
der Fall nicht eintreten kann, daf die dort betrachteten k+-1 Punkte in 
einem kleineren Raum (d.h. yon weniger Dimensionen) als dem S, ent- 
halten sind. Denn die i+ 1 Punkte, die den S, bestimmen, kénnen nicht 
alle in jenem kleineren Raum liegen, in welchem sie ja geradeso wie im 
S;, unabhingig sein miiBten. Zur gréSeren Klarheit wird es gut sein, das 
Resultat der Nr. 7, durch diese Bemerkung vervollstindigt, folgender- 
mafen zu formulieren: Wdahit man aus k beliebigen Punkten des S, die 


™) Mindestens. [D.] 


*) BOCHER, a. a. 0., Nr. 25, Satz 6. Da8 dort nur von quadratischen Matrizen 
gesprochen wird, ist belanglos. Vgl. iibrigens Nr. 22 desselben Buches [D.]. 


Der Raum S,, (Nr. 11—12). il 


gréptmogliche Anzahl h von unabhingigen aus, so ist der durch diese be- 
stimmte (und durch (3) dargestellte) Raum der kleinste, der diese Punkte 
alle enthilt, d.h. er ist Zugehérigkeits- oder Verbindungsraum™), 


11. Zwei Unterriwme des 8, haben entweder keinen Punkt gemeinsam 
oder alle Punkte eines dritten Unterraumes des S, Haben nimlich die 
beiden Unterriume einen S; und einen Punkt auferhalb des S; gemeinsam, 
so haben sie notwendigerweise einen S;41 gemeinsam, da 7+ 1 unab- 
haingige Punkte des S; und der Punkt auferhalb des S; sicher 74-2 un- 
abhingige Punkte (Nr. 7) bilden; diese Punkte, die sowohl in dem einen 
wie in dem anderen Unterraum liegen, bestimmen einen §,+;, der in 
beiden enthalten ist (vgl. Nr. 9). Haben diese nun auf erhalb des 9,4, 
noch einen Punkt gemeinsam, so wiederholen wir dieselbe Uberlegung 
und fahren so fort; es kann schlieBlich der Fall eintreten, da8 der eine 
der beiden Riiume zur Giinze im anderen entha!ten ist. 


12. Es seien S,; und S, zwei Unterriume des S,, die keinen Punkt 
gemeinsam haben und daher, wie man zu sagen pflegt, wnabhdngig (von- 
einander) sind. Wir suchen den Raum geringster Dimension, der sie beide 
enthilt, also ihren Verbindungsraum. 

Wir nehmen &£-+-1 unabhingige Punkte 2, 2®,...,72 im S, und 
k’ +1 unabhingige Punkte y, y®, ..., y¥ im Sy. Diese k+ k’ +2 Punkte 
des S, sind sicher unabhingig, da sonst die Relationen ; 


Oe, hee, Foy ayy 0, C=0, 1,-1.7) 


fiir nicht durchwegs verschwindende Werte der @ und o erfiillt sein 
miiBten; da aber die Q, bzw. o nicht fiir sich alle verschwinden kénnen 
— daraus wiirde ja die Abhingigkeit der Punkte y®, ..., y®, baw. 
2, ...,2 folgen — so miiBte 
0, a” fe i nr’ — ean a om ar Oy ys) G=0, 1, eA) fs) 

sein; somit hitten die beiden Riume S; und S, gegen die Voraussetzung 
mindestens einen Punkt gemeinsam. Diese k-+-k’+ 2 unabhiingigen 
Punkte bestimmen also einen den S,; und den Sy, verbindenden Unter- 
raum S,47+41; k+k’+2 unabhingige Punkte kénnen ja nicht in einem 
Raum von weniger Dimensionen enthalten sein (vgl. Nr. 10). 


) Zugehorigkeitsraum eines Gebildes oder eines Komplexes von Gebilden (Ritumen 
oder Mannigfaltigkeiten) ist der Raum geringster Dimension, der sie enthilt (wir sagen 
dann, da8 die Gebilde diesem sie enthaltenden Raum geringster Dimension zugehdren oder 
ihn bestimmen [D.]). Handelt es sich um einen Komplex von Raiumen, so spricht man auch 
von einem Verbindungsraum; in diesem Falle nennt man Schnittraum (sofern er existiert) 
den Raum gréSter Dimension, der den betrachteten Raumen gemeinsam ist (vgl. Nr. 11). 
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Hat umgekehrt der die beiden Riitume S; und S, enthaltende Raum 
geringster Dimension, also ihr Verbindungsraum, die Dimension k +k’ +1, 
so haben die Riume S, und S, keinen Punkt gemeinsam. Denn andern- 
falls kiénnten wir zu einem gemeinsamen Punkt & Punkte des S;, und 
k’ Punkte des S, hinzufiigen, so daB wir zwei Gruppen von &-+-1, baw. 
k’+-1 unabhiingigen Punkten erhielten; im ganzen hitten wir dann 
k+k’ +1 Punkte, die héchstens in einem S; + enthalten wiren. In diesem 
Raume miiBten dann auch, entgegen der Annahme, die beiden gegebenen 
Riiume liegen. 

Teilen wir also »-+-1 unabhiingige Punkte des S, in zwei Gruppen 
von h und r —h-+-1 Punkten, so ergeben sich zwei (bzw. durch die beiden 
Gruppen bestimmte) Riiume S,—; und S,—,, die unabhiingig sind. Zu jedem 
S,—1 des S, gibt es also unendlich viele yon ihm unabhingige S,—,. 


13. Fiir zwei beliebige Riume S; und S, gilt das allgemeine Theorem: 
Haben zwei Riume S, und Sy einen S; als Verbindungsraum und emen 
S:, als Sehnittraum, so besteht die Relation 

k+k =t+1t. 
Die in Nr. 12 bewiesene Beziehung kann als spezieller Fall dieses Satzes 
angesehen werden, wenn man tibereinkommt zu sagen, daB ewei Rawme &; 
und Sy einen S—; gemeinsam haben, wenn sie keinen Punkt gemeinsam 
haben. Der Satz ist ferner evident, wenn der S; giinzlich im S, liegt, da 
dann /=k und t=k’ ist. 

Diese beiden Fille schlieBen wir aus und nehmen im S; einen vom 
S; unabhiingigen S,—;—1 (Nr. 12) an. Dieser S,—:~-1 (So, wenn 1 =k —1) 
hat weder mit dem S;, noch mit dem S) einen Punkt gemeinsam, weil 
ja S; Schnittraum ist; die beiden Raiume S;—;—1 und Sy gehéren daher 
einem (Nr. 12) S:43;—, an, welcher auch den S; enthilt, da er sowohl 
durch den S;—;,-1 wie durch den S; hindurchgeht, die ja gerade den 
S, bestimmen. Der S;+;—; ist aber auBerdem der den S;, und den S, ent- 
haltende Raum kleinster Dimension, weil er ja der Raum _ kleinster 
Dimension ist, der die Raume S,—;—1 und S, enthilt. Wir erhalten also 
t—k-+hk’ —1, was zu beweisen war. 

Ganz allgemein gilt, daB jeder Raum, der in ewei oder mehr Riumen 
liegt, in threm Schnittraum enthalten sein muff. Denn wire ein mehreren 
Riiumen gemeinsamer Punkt nicht in ihrem Schnittraum enthalten, so 
kénnte dieser nicht gemeinsamer Raum gréfter Dimension sein (vgl. Nr. 11). 
Ebenso folgt, daB ei Rawm, der durch zwei oder mehrere gegebene Raume 
hindurchgeht, auch thren Verbindungsraum enthalten mu}. Sonst schnitte 
er ja diesen in einem Raum yon weniger Dimensionen, der aber wegen 
der yvorstehenden Bemerkung jeden der gegebenen Riume enthielte. 
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Es folgt daraus, daB wir den Schnittraum mehrerer Riume S, S®, 
S®, S®,... erhalten, wenn wir zuerst den Schnittraum S; von SY und 
S® bestimmen, dann den Schnittraum 3S, von S; und S®, weiter den 
Schnittraum S, von Sn, und S“ u.s.w.; es liegen ja die S®, S®@, S®@ 
gemeinsamen Riume auch in S; und S“ und umgekehrt, ebenso sind die 
S®, S®, S®, S® gemeinsamen Réiume auch S, und S*® gemeinsam und 
umgekehrt u.s.w. Analog erkennt man, daf sich der Verbindungsraum 
mehrerer Riume ergibt, wenn man zuerst den Verbindungsraum von zwei 
derselben bestimmt, diesen dann mit dem dritten verbindet uw. s. w. 


14. Wir wollen nun den Begriff unabhingiger Réume, der fiir zwei bereits 
gegeben wurde, auf mehrere Riiume ausdehnen. Die m Riume Sy, Sy”, ..., Su) 
nennen wir unabhingig, wenn sie einem Raum Sy4y74...42.4m—1 ZU- 
gehiren**); es muB also k’ +k +...4+k™14m—1-<r sein. Das heift, 
daf zwei beliebige der m Raume, etwa S, und S,”, keinen Punkt gemein- 
sam haben, also einem Sy42%741 zugehéren; daB dieser und ein dritter 
Raum S,” gleichfalls keinen Punkt gemeinsam haben, weshalb sie — und 
somit (vgl. den Schlu8 von Nr. 13) Sy, Sy, Sv — einem Raum Sy 4474442 
zugehéren u.s. w. Hatten etwa die beiden Raiume Syviy7i1 und Sy 
einen Punkt gemeinsam, so wire ihr Verbindungsraum (Nr. 13) statt des 
Syvaw4ee+e ein Syvsie4v’41 und weitergehend erhielte man fiir die 
Dimension des Verbindungsraumes der gegebenen Riiume sicher eine kleinere 
Peahhale dk! a6! 3... fam 1, 

Sind die Riume Sy, S.”,..., Sx nicht unabhingig, so hat ihr Ver- 
bindungsraum eine Dimension <h’ +k‘ +... +k%+m—1. 


15. Zwei Riume Sy, und S, des S, bestimmen, wenn k’ +k >r 
ist, im allgemeinen den S,, weil sie durch k’+k’’+-2 Punkte gegeben 
sind, die eben im allgemeinen den S, bestimmen. Sie schneiden sich daher 
(Nr. 13) in einem Raum S;+47”—,. In gleicher Weise schneiden sich dieser 
und ein dritter Raum Sy”, wenn k’ +k’ +k’ >2r ist (welche Relation 
die vorhergehende umfaft), im allgemeinen in einem Sy4i747”—2r3 d. h. 
dieser Raum ist im allgemeinen der Schnitt der drei Raéume S,, S,- und 
Sy. Weitergehend schlieBt man, daB m Rdwme Sy, Sp, ..., Sum, wenn 
kik’ +... 4+k™>(m—1)r ist, im allgemeinen einen Sy +x 4.--+2@) —(m—1)r 
als Schnittraum haben. 

Wie erwihnt, gilt das nur im allgemeinen; es ist ja klar, daB bei 
spezieller gegenseitiger Lage der m Raume die Dimension des Schnitt- 
raumes zunehmen kann. 


16. Wir betrachten eine beliebige Anzahl von Raumen S,, Su,, Sa,, -+ +5 
die den S, bestimmen und einen S; (a; =>/>0) gemeinsam haben. Ich 
behaupte, daB ein vom S, unabhdngiger Raum S,-1-1 die Rdwme Sa, 
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ay) Say ... in Réiumen schneidet, deren Zugehérigkeitsraum der S,—1—1 ist. 
Der S-—:—1 schneidet niimlich den Sa, in einem S.,—;—1, weil (der S,—;—1 
und der S; und daher) die Riume S,—;—1 und Sa, den S, bestimmen; 
ferner sind S; und S.,—;—1 unabhingige Riume des S., Nehmen wir an, 
daB die Riume S.,—:—1 statt des betrachteten S.—;—1 einen Unterraum 
desselben, etwa S,—;—2 bestimmen, so gehiérten dieser S,—;—2 und der 
S, die ja keinen Punkt gemeinsam haben, bereits einem S,—; an, der 
mit den Riumen S; und S.,—:-1 gegen unsere Voraussetzung auch jeden 
Raum S,, enthielte. 

Die Giltigkeit des Satzes ist nur an die Voraussetzung gebunden, 
daB der S; allen S., gemginsam, also entweder ihr Sehnittraum oder ein 
Unterraum desselben sei. Schneiden sich die Riume S,z, etwa in einem 
S,, so kénnen wir in unserem Satze statt des S; den S; oder irgend einen 
der in ihm enthaltenen Riume von 0, 1, ...,¢—1 Dimensionen nehmen. 

Bestimmen insbesondere h Riéume oa a shale pe von gleicher 
Dimension a den S, und schneiden sie sich in einem S,—1, so schneidet 
ein yom S,_, unabhingiger S._, die Raume Ss in h Punkten, die den 
S-—a bestimmen. Es mu8 also h>r—a-+-1 sein; isth=r—a-1, so sind 
die erwihnten / Punkte unabhingig. 


17. Wenn r+1 Réuwme Sie oe As von gleicher Dimension a 
sich in einem Sag—1 schneiden und den S, bestimmen, so lassen sich auf 
unendlich viele Arten r+t-1 Punkte auswihlen, je einen in jedem der 
Rédume fost so dai diese r+-1 Punkte den 8. bestimmen™). In der Tat, 
wenn wir annehmen, daS wir h(=1) unabhingige Punkte auBerhalb 
des S,—1 auswihlen kénnen, u. zw. beziehungsweise aus h Riéiumen, 
zum Beispiel aoe Seca Se jedoch so, daB jeder Punkt der tibrigen 
Riume S’*?, ..., S°*? yon diesen h Punkten abhiingig ist, so hiitte 
das ja die Bedeutung, daf diese letzteren Raiume alle in dem durch die 
erwiihnten # Punkte bestimmten S,—; enthalten sind (vgl. Nr. 7). Dieser 
S,_, enthielte also den S,_, und auch chee se Soke She somit alle ge- 
gebenen Raume; das kann aber laut Voraussetzung nur der Fall sein, 
wenn h=r-1 ist. 


(+4) 


18. Im gewéhnlichen Raum beweist man, da8 mehrere Gerade, die 
sich zu je zweien schneiden, entweder in einer Ebene liegen oder durch 
einen Punkt gehen. Derselbe Satz gilt auch im S,, ist aber hier ein 
spezieller Fall des folgenden allgemeineren Theorems: Mehrere’ Rdéume 
Se s®, Se ae ... von gleicher Dimension a, die sich zu je zweien 


*“) Jede Gruppe von r-+-1 dem S, zugehdrenden (also den S, bestimmenden) 
Punkten bildet ein Simplex oder (nach G. KOHN, Sitzungsber. Akad. Wien, math. naturw. 
Klasse, Ila, 125, 8. 1274) ein Grundeck des S, (vgl. Nr. 1). [D.] 


Der Raum 8S, (Nr. 17—19). 15 


in einem Sa—1 schneiden, gehiren entweder alle einem Sa+41 an oder gehen 
alle durch einen Sa—1 Wir nehmen an, da nicht alle Riume der 
gegebenen Reihe durch den Schnittraum Sc evon s” und s? hindureh- 
gehen, u. zw. sei Si ein soleher Raum. Dann sind die beiden S,_,, in 
welchen S” die beiden Riume S” und S® schneidet, yoneinander ver- 
schieden*®) und bestimmen den Ss, denn wenn sie einem Raum yon 
a—1 Dimensionen angehérten, miibten sie ja zusammenfallen. Es folgt, 
daB der S,.,, dem ‘Se und Che laut Voraussetzung angehéren, auch den 
OM enthalt; er mu aber dann gleichfalls jeden anderen Raum ae der 
Reihe enthalten, weil dieser nicht Nige chy und o im selben S,_, 
schneiden kann und also mindestens zwei derselben in zwei verschiedenen 
Sa—1 schneidet. Der Beweis ist, wie man erkennt, eine unmittelbare Ver- 
allgemeinerung jenes im gewoéhnlichen Raum. 


19. Im S; geht durch einen Punkt eine und nur eine Gerade, die 
zwei andere Gerade schneidet, die weder durch den Punkt gehen noch 
mit ihm in einer Ebene liegen. Dieser Satz findet seine Verallgemeinerung 
in folgendem Theorem, das wir bei der Betrachtung der Kollineationen 
noch verwenden werden: Sind S,@—1, S,@—1, ..-, S,@—1 m voneinander 
unabhiingige Riéume von den Dimensionen hX®—1, h®—1, ..., AM—1 
und ist M em Punkt ihres Verbindungsraumes, der aber auferhalb jedes 
der m Rdume liegt, welche die S,@-1 zu jem—1 verbinden, so geht durch 
M ein und nur ein Raum Sn—1, der mit jedem der gegebenen Réume 
einen Punkt gemeinsam hat. 

Laut Voraussetzung ist der Verbindungsraum der m gegebenen Riume 
ein Ss,@—1; der Verbindungsraum von m—1 derselben, etwa S,()—1, 
Srh@—1, ---, Spm—H—1 ein Ss,@—,@_1 (Nr. 14), welcher, mit dem auBer- 
halb liegenden Punkt M verbunden, einen Sy,@—,™ gibt. Wir erhalten 
so m Riume*®) 

Ss7,@—1™ == Sas] 4a S;,™—2)—4 Spim—N)—1, 
(5) Ss,@—,"—-D=MS,0_1 ... Splm—2)—4 Sr) —1, 

Ss, — 1) =MS,@—1 .-. Sam—D—1 Spo) 1, 
deren Schnittraum wir bestimmen wollen. Die beiden ersten enthalten alle 
m gegebenen Riume, bestimmen also den Sy,®—1 und schneiden sich in 
einem Raum von der Dimension 

THO —hMO 1 DRO hO-Y _ (Zh —1) = ThO—hO-Y _ 1-1. 


5) Man beachte, da8 verschiedene Riitume nicht voneinander unabhingig sein 


miissen! [D.] 
*) Die linke Seite jeder Identitit bezeichnet den Verbindungsraum der rechts 


angefiihrten Riiume. 


16 Kapitel I. 


Dieser Raum enthiilt S,@—1, ..., S,;@—2)—1; mit dem dritten Raum von (5), 
in dem S,(m—1)_, und §S,™)_1 liegen, verbunden gibt er wieder den 
Ss,@—1; also wird sein Schnitt mit dem dritten Raum yon (5) ein 
Raum yon der Dimension 
DA®—A@—-Y)_ 7M 114 2h9—he—-9)_ (Fh —1)— 
SOSA ae he eee. 

welcher noch die Riume S,@)—1, ..., S,@—8)—1 enthilt. Fahrt man in 
dieser Weise fort, so findet man, daf der Schnitt der ersten m— 1 Riiume 
(5) ein Si@4m—2 ist, der den S,@—1 enthiilt und den m‘™ Raum (5) in 
einem S,,—; schneidet. Dieser S,—1 und der S,@)—, haben also einen und 
nur einen Punkt gemeinsam (d.h. sie bestimmen den S),(@)4m—2), denn 
sonst hiitte der S,@—1 mit jenem m‘" Raum, in welchem der S,,—1 liegt, 
mehr als einen Punkt gemeinsam, was aber unméglich ist, da sie den 
S»,@—1 bestimmen. Andert man die Art der Herleitung des Schnittraumes 
Sn —i der Riiume (5) ab, so erkennt man, daB dieser durch WW geht und einen 
Punkt mit jedem der tibrigen Riiume S,@)—1, ..., S,@—1 gemeinsam hat. 

Zum Beweise, daf es unter den gegebenen Voraussetzungen nur 
einen einzigen S,,—1 gibt, der durch / geht und mit jedem der gegebenen 
Riiume einen Punkt gemeinsam hat, geniigt es zu zeigen, daf ein 
derartiger S,»—i in den Riéiumen (5) liegen und gomit ihr eben ge- 
fundener Schnittraum sein muf. Das ergibt sich daraus, dab m beliebige von 
den erwdhnten m-+-1 Punkten des Sn—1 unabhdngig sind. Vor allem sind es 
die m Schnittpunkte mit den gegebenen Riumen. Nehmen wir an, da 
diese Punkte bereits in einem S,,—2 liegen und verbinden wir diesen 
Raum mit hY —1, h® —1, ...,h™—1 allgemeinen*’) Punkten, bzw. des 
S,@—1, Sr@—1, -.-, Sh —1, so wiirde sich ergeben, daB diese Raiume 
entgegen der Voraussetzung bereits in einem Raum vyon_ hiéchstens 
Th —m+m—2= =Xh —2 Dimensionen enthalten wiiren. Da weiter W 
auBerhalb der Verbindungsriume von je m—1 der gegebenen Raume liegt, 
muS Mauch auferhalb des S,,—2 liegen, der durch die Schnittpunkte des 
Sm—1 etwa mit den Raumen S,@_1, ..., S,@—2)~1, S,@—1)_1 bestimmt 
ist; somit sind die m Punkte, niimlich diese m—1 Schnittpunkte und M 
gleichfalls unabhingig und der S,,—1 liegt, wie behauptet, in jedem der 
Riume (5). 


“) Ein Gebilde oder ein Komplex von Gebilden heift speziell beziiglich eines 
Problems, wenn es gewissen besonderen Bedingungen geniigt, die sich aus dem jeweils 
vorgelegten Problem ergeben; im entgegengesetzten Falle nennt man es allgemein. 
So bedeuten in unserem Falle eat allgemeine Punkte des S, (1)_,“ aes] Punkte, 
die untereinander und vom Schnittpunkt des S,,_, mit dem S,(1)_, unabhingig sind. 
Ferner heift beliebig oder willkiirlich ein irgendwie gewiihltes Gebilde, das also all- 
gemein oder speziell sein kann. 
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Liegt aber der Punkt / in 7 der m Riiume, welche yon den Sr) —4, 
Sr@—1, --., Sa@—1 zu je m—1 bestimmt werden, nicht aber in den 
m-—Jl iibrigen, so gibt es unendlich viele den Bedingungen unseres 
Satzes geniigende S,,—;. Sind die Réume, in welchen J enthalten ist, 
etwa Ss,@—;@™_41, ..., Syn@-p»™—1+1_, (die sich ergeben, wenn 
wir von den gegebenen m Réumen der Reihe nach S,@_1, ..., 
S,im—? +1), weglassen und jeweils die iibrigen verbinden), so liegt M/ 
in ihrem Sehnittraum, der gerade der Verbindungsraum von S,(m—%_4, ..., 
Sx2@—1, S,@—1 ist. Sind dann dementsprechend Sy, —,(—)_4, ..., 
Ss,® —,2)—1,° Sz, —.@)—1, die Raume, in welchen der Punkt WV nicht ent- 
halten ist, so liegt er auch nicht in den Raumen, die sich ergeben, wenn 
man je m—/—1 von den Raéumen S,™—» _4, ..., S,@~1, S,@—1 ver- 
bindet. Also geht durch / ein einziger Raum S,,—;—1, der die letzteren 
in je einem Punkte trifft; verbinden wir diesen mit / veriinderlichen Punkten, 
von denen je einer bzw. im S),()_1, ..., S,@m—?+1)_, liegt, so erhalten wir 
die gesuchten unendlich vielen S,,—1. 

Nehmen wir als Beispiel drei unabhingige Gerade, die also einem 
S; angehéren, so gibt es einen einzigen S,, der die Geraden trifft und 
durch einen Punkt JM hindurehgeht, der auSerhalb der drei S, liegt, die 
jene Geraden zu je zweien verbinden. Liegt aber M in einem der drei Ss, 
so gibt es eine Gerade durch MM, die die beiden den S, bestimmenden 
Geraden trifft; verbinden wir diese Gerade mit einem beliebigen Punkt 
der dritten gegebenen Geraden, so erhalten wir einen unseren Bedingungen 
gentigenden S,, deren es also co’ gibt. 


20. Wir gehen nun daran, den Satz der Nr. 13 fiir den Fall von 
mehr als zwei Riumen zu verallgemeinern; doch betrachten wir der besseren 
Verstandlichkeit halber zuerst noch die besonderen Falle von drei und 
vier Raéumen. 

Ks seien also Sz, Sa, und S., drei Raume; Sz, Sa,, und Sz, , (baw. von 
den Dimensionen a5, 4; und a,;) die Schnitte von Sz mit S.,, von Sa, mit Sa, 
und von Sa, mit S.,; ferner Su,, der Schnitt aller drei Raume. Dann 
ist (vgl. Nr. 13, letzter Absatz) S.,,, auch Schnitt je zweier der drei 
Raiume S,.,, Sa,,, und Sz, ,. Wir setzen a2; > 0 voraus und demgemaé8 auch 
M4: >0, a43>0 und a,>0. Zwei der drei gegebenen Riume, etwa Sz, 
und Sa, bestimmen, dem erwahnten Satze entsprechend, einen Sa, +a, —a,,- 
Welches ist nun der Schnitt dieses Raumes mit dem S,, ? Wir wisaecholen: dai 
der Sa, den Sa, im Sa, und den Sa, 1 im Sa, selineider: der Verbindunegs- 
raum von S,, und &,, ist nach obiger Bemerkung ein Sa, +0,,—«,,,3 der 
Schnittraum des S, +«,—a,, mit dem S,, enthalt aber diesen Sa, +a,,—4, 94) 
denn er enthalt den S., und den S.,, und kann mit ihm zusammen- 
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fallen oder nicht*®). Wir nehmen an, daB ersteres der Fall sei, d.h. das 
der Verbindungsraum der Schnitte des Sa, mit dem Se, und dem Sa, 2U- 
gleich der Schnitt des Sa, mit dem Verbindungsraum von Sa, und Sa, ist. Der 
Kiirze halber bringen wir das auch dadurch zum Ausdruck, da wir sagen, 
der Sa, befinde sich in reguldrer Lage beziiglich des Sa, und des Sa,. Dann 
bestimmen der Sz.+a,—a,, und der Sa, oder auch (Nr. 13, letzter Ab- 


12 
satz) die drei Riume Sa,, Sa, und Sa, einen Raum von der Dimension 


dy + A, — yz + (dys {+ Ags Ays3) = 
(6) =a = 
= A + Ag+ 3 -—-Ahe — M3 —Me3 + eg = 4. 


Trifft unsere letzte Annahme nicht zu, so ist diese Zahl a@ sicher gréBer 
als die gesuchte Dimension. Weiter ergibt sich, daf aus der reguléiren 
Lage des S., beztiglich des S,, und S., auch die des Sz, beztiglich Sz, 
und Sz, und ebenso die reguliire Lage des Su, beziiglich des S., und 
Sa, folgt. 

Wir gehen zum Fall von vier Réiumen Sz, Sc,, Sa,, Sa, tiber und 
bezeichnen wie friiher mit Su.,, Sa,,,--. ihre Schnitte zu je zweien, mit 
Sa,,,» Sa,,,»-*- ihre Schnitte zu je dreien und mit Su,,,, den Schnitt 
aller vier Riume. Ferner setzen wir d,.3,=>0 voraus; dann miissen 
alle anderen Dimensionszahlen ay, a3, ---; G13, Gioa, --- ebenfalls >0 | 
sein. Um das vorstehende Resultat auf drei der Raiume, etwa Sz, Sa, 
und Sz, anzuwenden, miissen wir voraussetzen, dafi etwa Sa, in reguldrer 
Lage beztiglich Sa, und Sa, set. Dann bestimmen diese drei Raume einen 
Sa von der Dimension (6). Wir suchen nun den Schnitt dieses S, mit 
dem S.,. Zu diesem Zwecke bemerken wir, da$ der S,, den Sz, Sa,, 
Su,» baw. im Su,,, Sa,,, Sa,, schneidet, und daS wir mittels (6) die 
Dimension des Verbindungsraumes der letzteren angeben kénnen, wenn 
wir voraussetzen, dafi sich emer von ihnen, etwa Sa,,, im regulirer Lage 
beziiglich der beiden anderen Sa, und Sua, befinde*), in welchem Falle 
die Dimension gleich 

As + Ogg + Ag4 — Ay24 — G34 — 34+ Ghose 
wird. Nun kann neuerdings der Verbindungsraum von Su,, Su, und 
Sa,, mit dem Schnittraum des S, mit dem S,, zusammenfallen oder in 


34 
ihm enthalten sein. Setzen wir voraus, dajfi sie zusammenfallen, daB also 


**) Haben wir z. B. im S, drei S,_, durch einen S,_,, so schneidet einer der 


S, _, die beiden anderen in diesem S, 5, aber ihren Verbindungsraum J, in sich selbst. 


*) Die Voraussetzung ist weder eine Folge der vorhergehenden, noch der nach- 
folgenden. So geniigen z. B. in S, vier S,_, durch einen S,_, von denen keine drei 
durch einen S._, gehen, den beiden Voraussetzungen; aber keiner der drei Schnitte 
S,_» eines S,_, mit den drei anderen S,_, ist in regulirer Lage beziiglich der 
beiden anderen S,_, (vgl. die vorhergehende Anmerkung). 
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der Sa, in reguldrer Lage beziiglich Si, Sa, und Sa, sei, so erhalten 
wir, wenn auch alle iibrigen Voraussetzungen erfiillt sind, fiir die Dimension 
des Verbindungsraumes des Sz und des S.,, also der vier gegebenen 
Réume Sz, Sa,, Sa, und Sz, den Ausdruck 


G+, +43; — My — 43 — Ag3 + Ahog+ Oy 
(ay, + Ag4 +-A34 — 24 — A434 — Ao34+ Ayo34) = 
= 4 +4 +4; +4 —Qy, —3 4 Ag3 — Ag4— Ag4- 


| 
€y23 + Ay24-+ Ayg4+ Geg4— Ayoga. 


| 
T 
Aus dem Beweis wie aus Beispielen”’) geht hervor, da8 wir hier, wenn 
eine der Voraussetzungen nicht erfiillt ist, nicht wie im Falle dreier 


Raume schlieBen kénnen; es mu diese Zahl durchaus nicht immer gréSer 
sein als die gesuchte Dimensionszahl. 


21. Die betrachteten Fille fiihren uns dazu, den Begriff der reguldren 
Lage eines Raumes S; beziiglich mehrerer anderer &, S,,... allgemein 
zu formulieren. Wir verstehen darunter, daf der Verbindungsraum der 
Schnitte des S;, mit S;,, S, ... zugleich der Schnitt des S, mit dem Ver- 
bindungsraum von S,, S;, ... ist. Es gilt dann der allgemeine Satz: 


Es seienh Rawme Sa,, Sa,» --- Su, gegeben und Ba; i? Sa; i, iggy 9 


ona thre Schnittriume zu je zweien, zu je dreien, ..., 2u Je 
1 ee A tok | 

h—lund S.,,__. 

daher die Dimension jedes der obigen Schnittrdume ebenfalls >0. Schlieflich 


-y 


, der Schnitt aller h Riwme; ferner set ayz...,=0 und 


seien die folgenden h—2 Voraussetzungen erfiillt: 
1. Der Raum Su, ist in regulirer Lage beziiglich Sa,, Sa,, +++, 
Sa, _,, wobei 4. >2 ist. 


2. Der Raum Sa; i, ist in regulirer Lage beziiglich Sa, i? Sas ipo 


Sa; _,;., Wobet ty > >2 ist. 
1 2 
3. Der Raum Su, , , ist im regulirer Lage beetiglich Sa,; ;, 
bra: &S 23 
ey y= Oa, 2; 7 71, W0beL 44> > > 2 ist. 
3 2°32 F 
= 3). Der Raum Sa, , ing (Ut me regulirer Lage beztiglch 
BA eS —=8 
ay af 
Sa, Hee bie Opa Sag Oye Moyen a Sa; atin Ap ig? 


UCP eee a es Se Eg Set. 


*©) Wir nehmen das der vorhergehenden Anmerkuag und setzen der Einfachheit 
baivery — 6. Dat ist 4,—=6,= <> = 2) 6,45 °° = 1), ¢y SH Oa = = 
Gyo34— 0. Setzen wir diese Werte ein, so ergibt unser Ausdruck 8 — 6 = 2 (statt 
mindestens 3). 

O* 
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(h—2). Der Raum 8 
und SS 


ist in regulirer Lage beziiglich §, 


ce ee MSs i ee 


IR AG. 
Dann hat der Verbindungsraum der h gegebenen Riume eine Dimensions- 
zahl, die durch die Formel 


‘al 
ve | a= var, + Mai, @y t Ma;, to ere 
(7) 2 toa. 

{WE PRS a gah ee we a 


gegeben ist, wobei die Summen ( beziiglich der Indizes?) tiber alle Kombinationen 
der Zahlen 1, 2, ...,h zur bzw. ersten, zweiten, dritten, ..., (h—1)*" Klasse 
eu erstrecken sind. 

Es sei noch bemerkt, dafi in unseren Voraussetzungen fiir die an- 
gegebenen Folgen von Indizes 7, 7, -.. alle nur den gegebenen Ein- 
schriinkungen unterworfenen Kombinationen der Zahlen 3, 4,...,4 zu 
setzen sind und daf sich ferner durch Anderung der Reihenfolge der 
Raiume S,,, Sa,,---, Sa, andere Gruppen von —2 Voraussetzungen er- 
geben; von diesen Gruppen ist aber jede zur Giltigkeit der Formel (7) 
gleichfalls hinreichend. 

Wir beweisen unseren Satz durch Induktion. Er ist bereits bewiesen fiir 
h—4; wir nehmen also seine Richtigkeit fiir /—1 an und beweisen ihn 
dann fiir h. Wir betrachten zuerst die h—1 Raume Sz, Sa,, ---, Sa,_,- Auf 
sie kénnen wir laut Annahme unseren Satz anwenden und erhalten wegen 
der ersten  —3 Voraussetzungen (wobei in jeder Kombination die Indizes 
i, 72... nur die Werte 3, 4, ...,4—1 annehmen) fiir die Dimension ihres 
aa ae 


| 
| — Yai, apace ee 
=. h-1 : 
(8) 
; h-3 h-2 
ies “1 ae eee pales Ie Oise hed 
S/F ite 
worin > andeuten soll, da8 die Kombinationen sich bloB iiber die Zahlen 
real 


1, 2, ..., h—1 erstrecken. Nun schneidet der S,, die h —1 ersten Riume 
bzw. in Sa,,, Say, Sa,_,, Auf diese kénnen wir wieder laut Annahme 
unseren Satz anwenden und erhalten wegen der letzten h—3 Voraus- 
setzungen (in welchen der letzte Index immer h sein soll) als Dimension 
ihres Verbindungsraumes die Zahl 


Ya: dae, 3, hae | + das. ist a 
1S 78 


(9) | fel h- 
| ci fe 1 Yaa, ty 7" - tR—ph a (= ire oe Wh 
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Dieser Raum ist nun aber wegen der letzten in der ersten Voraussetzung 
enthaltenen Bedingung (4,=/) zugleich der Schnitt des S,, mit dem 
Verbindungsraum von Sa,, Su,, ---, Sa,.,; also ergibt sich die Dimension 
des Verbindungsraumes aller h Riume Sa,, Sa, ---, Sa,, wenn wir zu 
dem Ausdruck (8) noch a, addieren und davon dann (9) subtrahieren; 
dadurech erhalten wir aber gerade die Formel (6). 

SehlieBlich merken wir noch an, daf sich die obigen h—2 Voraus- 


setzungen auch in die eine zusammenfassen lassen: 
A me oY . ee _ ; mae ek ee . Y 

Der Raum Sa, ‘tats ist in regulirer Lage beziiglich Sa, ri 

a ere wober fiir i, 2...% alle der Bedingung 


“i >ui>--->b>tu>2 geniigenden Kombinationen der Zahlen 3, 4, ..., h 


S 


EO Geo. 


zur l-ten Klasse (J=1, 2, .... h—2) eu setzen sind. 


22. Wir kénnen nun noch eine wichtige Erweiterung unseres Satzes 
angeben, indem wir die Einschrankung a2...,=>0 fallen lassen und damit 
gestatten, daf einzelne der Schnittriume fehlen. Es ist zu diesem Zwecke 
nitig, die Definition der reguldren Lage eines Raumes S; beztiglich mehrerer 
anderer S;, S;, ... entsprechend auszudehnen, da wir sie in Nr. 21 unter 
der selbstverstindlichen Voraussetzung gegeben haben, daf alle Schnitt- 
riume des S; mit dem S,, S,, ... wirklich existieren. Wir sagen also, 
ein Sy, ser in reguldrer Lage beziiglich Si, S:, ..., wenn der Verbindungs- 
raum der existierenden Schnittrdume des S, mit Sj), S:, ... zugleich 
der Schnitt des S, mit dem Verbindungsraum von Si, S;, ... ist. Diese 
Definition umfafSt auch den Fall, da einzelne oder alle Raume &, 
Si, S:, .-.- fehlen. Fehlt etwa der S; oder alle Raume S, S;, ... oder 
ist beides zugleich der Fall, so fehlt auch der Verbindungsraum der 
Sehnitte des S;, mit S,, S;, ..., aber der Schnitt des S, mit dem Verbindungs- 
raum von S), S;, ..- fehlt gleichfalls. Beide fraglichen Riume kinnen wir also 
mit S_; bezeichnen, so daf die gegebene Bedingung ohneweiters erfiillt 
ist. Existiert der S; und fehlen bloB einige der Riéiume S;, S;, ..., so kOnnen 
wir definitionsgemi yon diesen fehlenden Riumen iiberhaupt absehen und 
haben die regulire Lage des S, nur beziiglich der iibrigen zu verifizieren. 

Die h — 2 Voraussetzungen des Satzes der Nr. 21 behalten ihre genaue 
Bedeutung in jedem Falle. Fehlt z. B. der Sz, und damit alle Sareea 
so sind die Regularititsbedingungen dieser Riume beziiglich der anderen 
fiir beliebige Indizes 73 ... 7; ohneweiters erfiillt und das gleiche gilt fiir die 
(h — 2) Voraussetzung. Dasselbe ist der Fall, wenn z. B. der Sz,, und 
also alle Sa,,,,...,, mit beliebigen Indizes 7 ...% fehlen, weil eben ein 
Raum immer in regulirer Lage beziiglich eines anderen Rawmes ist. Fehlt 
ferner z. B. der Sz,, und also alle Su,,;__;, mit beliebigen Indizes 73 . . . %, 
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so gentigt es, die reguliire Lage des S beziiglich des 8, 


und Sa,;; i nachzuweisen, wu. S. W. 


G4 5% “25%, me ety 

Der Satz der Nr. 21 gilt auch ohne die einschrinkende Bedingung der 
Existenz der Schnittriiume; die Formel (7) gibt also in jedem Falle, sobald 
nur die dort angegebenen h—2 Voraussetzungen er fiillt sind, die Dimension 
des Verbindungsraumes der Raume Sa, Sa,) +++) Sa, wobet fiir die Dimension 
eines fehlenden Schnittraumes die Zahl —1 einzusetzen ist. Zum Beweis 
nehmen wir einen Punkt. O auBerhalb des Verbindungsraumes S, von 
Sai) Sagy +3 S., an und verbinden ihn mit diesen Riitumen und ihren 
Schnitten oder, wie man sagt*'), wir projizieren alle diese Riume aus O; 
ferner bezeichnen wir mit Say, den den Sa, _ Projizierenden Raum O8a, 
mit Say, i, den OSa; i, pau ts 8: w. Offenbar ist dann 

Wi, = 4, a iL Qi= Mi, i, +. il. di, i,i, = 4%, i, 4, -|- it. 


1 


u. zw. auch, wenn einer der Schnittriiume fehlt, da sich dann der pro- 
jizierende Raum auf den Punkt O allein reduziert und also von der Dimension 
Null ist, so da8 wir in der Tat fiir die Dimension jedes fehlenden Rawmes 
—1 2u setzen haben. Es sei noch bemerkt, da8 der Schnitt Sz, 


v oty 


. 1 2 
der s Raume Su, ? Sajy. +++» Sa; aus dem Punkt O, der ja auSerhalb des 
Sa liegt, durch dem Schnitt der projizierenden Riume Saf,» Sar, sree are PEO} 


a 
bo? 


ziert wird, denn jeder diesen letzteren Raumen gemeinsame Strahl durch O liegt 
im So+i=OS8, und trifft daher den S, in einem Punkt, der den Riumen 


Sa; Sa;,5 +--+» Sa, gemeinsam sein mu und umgekehrt. Das gilt auch 
dann, wenn der Sg, ,, fehlt, da sich dann sowohl der Schnitt von 
Sa 5 Su, ..., Saw wie auch der Raum Sai, aoe auf den Punkt O re- 


duzieren. Ferner wird jeder Verbindungsraum von Riumen, die in S, ent- 
halten sind, aus O durch den Verbindungsraum der Riume projiziert, die die 
ersteren aus O projizieren, auch wenn einige derselben fehlen. Fehlen 
zB. Sa,, und Sa,,, so ist der Verbindungsraum von Sa 1g? Steg? Say, 
und Su,, der von Sa,, und S.,,; die projizierenden Raume sind Sv, = 0, 
Su, = 0, Sar, =0O8,,, und ae =O8.,, und ihr Verbindungsraum ist 
dann der von OSz,, und OS,,, und somit die Projektion des Verbindungs- 
raumes von Sz,, und Su, , 

Es folgt also, da sich die h—2 Voraussetzungen, die wir tiber die 
Raume S,,, Sa,, ---, Sa, gemacht haben, auf die Raiume Sz, Sa, cage 
Sw, iibertragen, cca ae Higenschaft der reguliren Lage bleibt a der 
Projektion aus O (auBerhalb 8.) bestehen, die Schnitt- und Verbindungs- 
riume projizieren sich in Raume gleicher Beschaffenheit. Fiir die Riume 


**) Vgl. Kapitel II, Nr. 8. 
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den Punkt O gemeinsam haben, so dafi wir durch Anwendung des Satzes 
der Nr. 21 erhalten 


Ot ee + 1 lal) > 
2 (— Lie) (ai, ty-s ee ie 1) ie (— Laer (a12 ee os 1) 


Sa, Sa, -.-, Su gilt auch die Bedingung aj,...,>0, da sie mindestens 


oder 


ee =a, —Ya, iste + (—1)? San, fon ato 


Feo ass (5) 68) — 


Fiir den Inhalt der eckigen Klammer erhalten wir durch Entwicklung 
von (1—1)* den Wert 1, so daB8 sich also gerade die Formel (7) ergibt, 
in welcher wir fiir jeden fehlenden Schnittraum den Wert — 1 einzutragen 
haben. Unsere Behauptung ist damit bewiesen. 


KAPITEL If. 


Der Raum », und seine Beziehungen zum 5S,. 


1. Wir betrachten die durch + unabhiingige Punkte 2, x, 
xv’ des S, bestimmte Hyperebene. Ist x ein beliebiger Punkt derselben, 
so sind seine Koordinaten an die der 7 gegebenen Punkte durch Formeln 
von der Gestalt (Kapitel I, Nr. 4) 


(0) AO) 


Qu,—=A ae | eae a Be Ties Ute een) 


gebunden, wobei 0(-+- 0) ein Proportionalititsfaktor ist; wir kénnen dafiir 
auch 


4 (0) _ (0) (1 1 r-1) (r-L) : os 
4h A Liesey hea de ake Sey de 2 Aurea Ra er ag (re Oy gel weet) 
a 7 a a ~ 4 
schreiben. Es muB also 
Pe) @ (r-1) 
00 0% “0 
2 7 (r-1) 
cach | oar LT rar 1 = 0) 


sein. 

Gentigt umgekehrt ein Punkt mit seinen Koordinaten dieser Gleichung, 
so miissen die obigen r-+-1 Gleichungen fiir nicht durchwegs verschwindende 
Werte von 0 und A® erfiillt sein; auch 14Bt sich dann 0 willktirlich und 
also --O annehmen (vgl. Kapitel I, letzter Absatz der Nr. 2), da die 
Punkte 7, 2), ..., «@-) unabhingig sind. Es folgt also, da8 obige 
Gleichung, die wir auch in der Form 


Goto +Sia1+---+6.2,=0 


schreiben kénnen, die notwendige und hinreichende Bedingung ist, 
der die Koordinaten eines Punktes des S, zu geniigen haben, damit 
er in der betrachteten Hyperebene des S, liegt. Die Koeffizienten {, 
&,..., &, die algebraischen Komplemente der 2, a1, ..., % in obiger 
Determinante, sind endlich und kénnen nicht alle verschwinden, da sonst 
die Punkte 2, 2, ...,27-) nicht unabhingig wiren. 


Der Raum =, und seine Beziehungen zum Sh, (Nhe, hI) Q5 


Betrachten wir umgekehrt eine beliebige lineare homogene Gleichung 
in den laufenden Koordinaten x, 7, ..., x, 


Soto + S:ai+-.--+6.27,=0, 


so ist es klar, da die .”! Punkte, deren Koordinaten diese Gleichung 
befriedigen, eine Hyperebene bilden. Es geniigt ja, zu beachten, da alle 


diese Punkte — sofern z. B. & +0 ist — erhalten werden, indem wir 
“4, 2, ..., 2, Willkiirlich annehmen und dann 2 aus der Gleichung 
E e E 
Ly = =- = Uy a ws te =u Ly 
50 Eo S0 


bestimmen; die Gesamtheit dieser Punkte fillt also zusammen mit der 
Gesamtheit der Punkte der Hyperebene, die durch die 7 unabhingigen 
Punkte 


bestimmt ist. Gebrauchen wir die Ausdrucksweise der gewéhnlichen ana- 
lytischen Geometrie, so kénnen wir das Resultat unserer Uberlegungen 
folgendermafen formulieren: Jede Hyperebene des S, ist durch eine in den 
laufenden Koordinaten eines Punktes lineare und homogene Gleichung dar- 
gestellt und umgekehrt. 


2. Zugleich mit einer bestimmten Hyperebene sind also (wohlverstanden: 
bis auf einen Proportionalititsfaktor) die Koeffizienten ihrer Gleichung 


(1) Goa t+biai+~--+5.4,=0 


gegeben und umgekehrt, ohne Ausnahme; die Koeffizienten sind nicht 
alle =0 und keiner von ihnen ‘ist unendlich. Offenbar kénnen wir deshalb 
diese Koeffizienten £o, &, ...,£ als homogene Koordinaten der Hyperebene 
auffassen; die Gesamtheit der Hyperebenen des 3S, ist also unserer 
Definition entsprechend ein Raum yon r Dimensionen, den wir im folgenden 
durehwegs mit =, bezeichnen werden. Fiir diesen kiénnen wir alle unsere 
Betrachtungen itiber den S, wiederholen; wir halten uns also nicht damit 
auf, auseinanderzusetzen, was wir unter unabhiingigen Hyperebenen ver- 
stehen, was unter den Unterriumen », des =, (von denen der &o eine 
Hyperebene ist), u. s. w. 
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Gleichung (1) gibt die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, 
daB die Hyperebene mit den Koordinaten §, &,..., § durch den Punkt 
mit den Koordinaten x, 71, ..-., v7 hindurechgeht; sie ist also die sog. 
Inzidenzbedingung und kann daher entweder als Gleichung einer Hyper- 
ebene € angeschen werden, wobei die «; laufende Koordinaten eines 
Punktes derselben sind oder als Gleichung eines Punktes x, wobei dann 
die § laufende Koordinaten einer Hyperebene durch denselben sind. 

Die Abhingigkeit oder Unabhingigkeit von Punkten oder Hyperebenen 
kann auch mit Hilfe ihrer Gleichungen ausgedriickt werden. Es seien 
k+1 Punkte 2, 2, ...,7 gegeben; ihre Gleichungen in Hyperebenen- 
koordinaten sind dann 


S (0) c (0) I fc (0) — 
39%, 4 -§,%, =0, 
(1) son (OL) = (ab) 

c » | & —— 
0% Toy ie 7%, = 0, 

SIE Bt OA ORO oy TSE oleae atc 4 

ey), (x) (gS 

So% 71 5 xu + Sy ied Nl 0 


Wie sofort aus Kapitel I, (1) folgt, sind die Punkte abhiingig oder un- 
abhiingig, je nachdem es nicht durchwegs verschwindende Werte yon 
Parametern )®, 2, ..., gibt oder nicht, so daf durch beziehungsweise 
Multiplikation obiger Gleichungen mit denselben und darauffolgende Ad- 
dition sich eine Identitit in den & ergibt, d. h. also, je nachdem die 
obigen Gleichungen linear abhingig oder unabhingig sind. Eine analoge 
Betrachtung gilt fiir die Hyperebenen. 


3. Es ist fiir das folgende niétig, hier eine kleine Abschweifung zu 
machen und den Begriff und die fundamentalen Eigenschaften des Doppel- 
verhiltnisses zu erértern, u. zw. in Beziehung zu der Art und Weise, wie 
wir den Begriff des mehrdimensionalen Raumes formuliert haben. 

Unter dem Doppelverhiltnis oder Wurf (rapporto anarmonico) yon 
vier Zahlen in bestimmter Reihenfolge oder von vier Werten (1, As, Az und 
dy, die ein verinderlicher Parameter 4 nacheinander annimmt, versteht 
man die Zahl 

te Mi—)g Mn—M 


Ag —Ag Ag—Ag 


und bezeichnet es mit (Ay ho Ae Ay). Offenbar ist (0003s) = “und (01 yam 
, 3 
Ist der Wert eines Doppelverhiltnisses und drei seiner Elemente in 


bestimmter Reihenfolge gegeben, so ist das vierte bestimmt. 

Aus der gegebenen Definition folgt sofort, daS das Doppelverhiitnis 
sich nicht indert, wenn wir zwei der vier Zahlen und gleichzeitig auch 
die beiden anderen miteinander vertauschen; es nimmt ferner den reziproken 
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Wert an, wenn wir nur die beiden ersten oder die beiden letzten Zahlen 
vertauschen. Aus der ldentitiit 


Raney re ey 
Rene A tae 
Wea Weer ean 


oder 


(Aa — Ay) (bg — a) + (a — Ag) nog) + (hg — Ba.) (o — Ag) == 0 


folgt, da§ ein Doppelverhiltnis durch Vertauschung der beiden mittleren 
oder der beiden aiuSeren Zahlen in das komplementire Doppelverhiltnis 
tibergeht, welches mit dem urspriinglichen zusammen die Einheit gibt. 

Die 24 Doppelverhialtnisse, die sich aus vier Zahlen bilden lassen, 
reduzieren sich infolgedessen auf sechs im allgemeinen verschiedene; diese 
lassen sich (als Funktionen eines Doppelverhiltnisses 11 von ihnen) folgender- 


maben ausdriicken: 


Lt, Hy | Lt, : is Wola: 


| Lop pw=1 Bo 
Stellen wir die Forderung, da zwei dieser sechs Doppelverhiltnisse 
einander gleich sein sollen, so ergeben sich blo drei mégliche Fille: 


1. Die 24 Doppelverhaltnisse reduzieren sich auf nur drei ver- 
schiedene mit den Werten 1, 0, oo. Dann miissen zwei der vier Zahlen i, 
ha, 1g und h, einander gleich sein; ist 4, =), oder 1, =A, so ist w—1; 
ist A, =A, oder A, =/,, so ist t=O; und ist schlieBlich A, =’, oder A, = Az, 
so ist 4=oo, und umgekehrt. 


2. Die 24 Doppelverhialtnisse reduzieren sich auf drei verschiedene 
iL 


mit den Werten —1, 2, F Tst (dq he Ag Ay) = —1, so sagt man, daf die vier 
Zahlen eine harmonische Gruppe bilden. Diese teilen sich dann in zwei Paare 
)y, ho; Ag, 24, So daB sich durch Vertauschung der beiden Paare und der 
beiden Zahlen jedes Paares die anderen sieben Permutationen der vier 
Zahlen ergeben, die ebenfalls harmonische Gruppen bilden. Die Zahlen A,, A, 
und ebenso A;, 4, heiBen konjugiert. Ist (co 0 Ag Ay) =—1, so ist Ag = — Ay. 
Sind zwei Zahlen einer harmonischen Gruppe einander gleich, so ist ihnen 
auch noch eine dritte gleich, wihrend die vierte unbestimmt ist. 


3. Die 24 Doppelverhiltnisse reduzieren sich auf nur zwei ver- 
schiedene, deren Werte die beiden imaginiren dritten Wurzeln aus der 
negativen Einheit sind, also die Wurzeln der Gleichung 4° —441=0. 
In diesem Falle bilden die vier Zahlen, die nicht alle reell sein kénnen, 
eine sog. dquianharmonische Gruppe, in welcher Permutation sie auch 
stehen, d.h. ob ihr Doppelverhdltnis jetzt der einen oder der anderen 
der beiden Wurzeln gleich ist. Sind drei Zahlen in bestimmter Reihen- 
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folze gegeben, so gibt es stets zwei Zahlen, deren jede mit den ersteren 
eine fiquianharmonische Gruppe bildet. 

Machen wir mit dem Parameter A eine lineare ‘Transformation 
y/ 14+” (qd —be+0), so liBt sich leicht zeigen’), daB das Doppel- 

cA+d 
verhiltnis yon vier Zahlen gleich dem der vier transformierten Zahlen 
ist: das Doppelverhiltnis ist invariant gegentiber linearen Transformationen. 

Ist 2 das Verhiltnis der beiden Koordinaten eines variablen Punktes 
eines S, oder einer variablen Hyperebene eines 2,, so versteht man unter 
dem Doppelverhiltnis von vier Punkten des S, oder von vier Hyper- 
ebenen des =, das Doppelverhiiltnis der vier ihnen entsprechenden Werte 
von A. Es ist eine von den Grundelementen des S, oder =, unabhiingige 
Zahl, weil eine Anderung derselben einer linearen Transformation 
gleichkommt. 

Entsprechen ganz allgemein die Elemente einer algebraischen oo'-Gesamt- 
heit ein-eindeutig und algebraisch den Werten eines Parameters”), so ver- 
steht man unter dem Doppelverhiltnis von vier Elementen der Gesamtheit 
das der vier entsprechenden Parameterwerte. Diese Definition ist cindeutig, 
da zwei derartige Parameter beziiglich derselben Gesamtheit durch eine 
bilineare Gleichung verbunden sind. 


4. Wir kehren zu den Beziehungen zwischen dem Raum S, und dem 
Raum >, zuriick. Das Grundeck oa... a des =, ist zugleich das 
Grundeck Ap Ai ... A, des S,. Genauer ausgedriickt hat die Hyper- 
ebene @;, von deren Koordinaten blof €-+0 ist, die Gleichung 7;=0, die 
also von den Koordinaten der Punkte Ao, Ai, ..., Ai-1, Asti, -.., A, be- 
friedigt wird; also ist a; die durch diese Punkte bestimmte, dem Punkt 4; 
gegentiberliegende Hyperebene. Ferner steht die Einheitshyperebene «, 
deren Koordinaten & alle einander gleich sind und die also die Gleichung 


Lo e+ --- Ao t— 0) 
hat, in einer einfachen Beziehung zum Einheitspunkt # mit der Gleichung 


ae ae 5 
Go §1 41> ++. -t € == 0, 


1 


Betrachten wir namlich einen Grundraum S,-2, etwa A: A3... A, und 


das Biischel 7 —42,=0 der S,-1, das den S,-2 zur Achse*) hat, so ent- 


*) Wenn wir z. B. statt der obigen linearen Transformation die elementaren 


ml * bw , 1 : 
Tranformationen A’ = 2—-m, i’ = ni, i’ = — verwenden, aus denen sich erstere stets 
zusammensetzen lift. A 


*) Rationale oo'-Gesamtheit. Vgl. Kapitel IX, Nr. 17. 


*) Wir nehmen hier einen einfachen Begriff vorweg, den wir in der folgenden 
Nummer behandeln werden. 
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sprechen die vier Hyperebenen durch die Punkte Ao, 41, H und den 
Schnittpunkt von ¢ mit AoA: den Werten oc, 0, +1 und —1 des Para- 
meters 4; ihr Doppelverhiltnis ist gleich —1 und somit bilden die vier 
Hyperebenen im Biischel 1, —A2, 0 eine harmonische Gruppe. Analoge 
Betrachtungen lassen sich anstellen, wenn wir die Punkte 4; und / mit 
den Hyperebenen @; und ¢ vertauschen. Wir haben damit die Ver- 
allgemeinerung einer bekannten Beziehung im S2 und $3; gefunden; dem- 
entsprechend bezeichnen wir ¢ als harmonische Hyperebene von FE und 
EF als harmonischen Pol von © beziiglich des Grundeckes. Transformieren 
wir etwa die Punktkoordinaten, indem wir blo8 den Einheitspunkt iindern, 
so wird die Bedingung fiir die Inzidenz von Punkt und Hyperebene 
* 
0 


aE 


oe 3 es 
Cc om | | ar, 
oS0% + % §:% +--+: + 4,6, %, = 9, 


wobei a, die neuen Punktkoordinaten und «a, die Koordinaten des neuen 
Einheitspunktes im alten System sind (Kapitel I, Nr. 4). Da diese Ko- 
ordinaten ; nicht alle einander gleich sind, erhilt mindestens eines der 
obigen Doppelverhiltnisse, wenn wir fiir # den Punkt mit der Koordinaten a; 
setzen, einen von —1 verschiedenen Wert. Daher ist die notwendige und 
hinreichende Bedingung, damit die Inzidenzbedingung die Form (1) habe, 
die, dafi Einheitspunkt und Hinheitshyperebene harmonisch sind. 

Wir wollen hier noch anmerken, daf man die Verhiltnisse der 


. 0) 0 Oye 0 . 
Koordinaten ay 3 A a, a eines Punktes 2” des S. und analog die 
ma . r . <(0) =(Q) <(0 . -(0. 
Verhiltnisse der Koordinaten gO) cou es -© einer Hyperebene gO) des 
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=, als Doppelverhiltnisse deuten kann. Betrachten wir etwa wieder das 


Biischel a —Aa, =O, das den Grund-S,-2 durch A, A3 ... A, zur Achse 
hat, und verbinden diesen S,-2 mit Ao, 41, H und x®,so erhalten wir vier 
Hyperebenen des Biischels, dargestellt durch die Gleichungen 7;—0, x =0, 


z,—x.—-0 und 2.2 — a2, © =0. Ibr Doppelverhiltnis ist 
0 1 0! 1% pp 
(0) (0) 
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, 0 ateF SG 
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u.s. w. Wir erkennen also, daf die Koordinaten im S, und dhnlich die 
in einem seiner Unterriiume (Kapitel I, Nr.1 und 5) sog. projektive Ko- 
ordinaten sind. 


5. Ein =, oder Biischel von Hyperebenen ist die Gesamtheit von 
Hyperebenen mit den Koordinaten 2° €° + 2° & (G=0, 1, ..., 17), wobei 
£ und & zwei unabhingige, d.h. verschiedene Hyperebenen sind, also 
die Gesamtheit aller Hyperebenen, die durch 


a 
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bei veriinderlichem 2 und A® gegeben sind. Da & und E zwei ver- 
schiedene S,-; sind, also dem S, zugehéren, schneiden sie sich in einem 
S,-2, durch den offenbar jeder durch (2) dargestellte S,-1 hindurehgeht. 
Umgekehrt ergibt sich jeder S.-1 durch den S,-2 aus (2), denn er ist 
durch einen Punkt auBerhalb des S,-2 bestimmt; es gentigt, die Koordinaten 
dieses Punktes in (2) einzusetzen, um Werte von © und A® (die nicht 
beide verschwinden) zu finden, die dann ebenfalls in (2) eingesetzt, die 
Gleichung des gegebenen S,-; liefern (nicht die Gleichung identisch erfiillen, 
da sonst £9 und &® zusammenfielen). 

Allgemein: Hin ; ist die Gesamtheit der Hyperebenen, die durch 
einen S,-.-1 gehen, der Kern oder Achse des =, genannt wird; umgekehrt 
gilt: Jeder S,-;,-1 ist Kern eines X;. Diese beiden Siitze werden wir durch 
Induktion beweisen, also zuerst fiir *, unter der Voraussetzung, daf sie 
fiir &—1 gelten; da sie fiir k=1 gelten, sind sie dann fiir jedes k richtig. 

Ein >; ist die Gesamtheit der Hyperebenen mit den Koordinaten 


0) =(0) 4 (1) -(1) 
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wobei 6, S®, ..., & £41 unabhiingige Hyperebenen sind, d.h. er ist 
die Gesamtheit der Hyperebenen, die durch die Gleichung 


(3) NOSED et RLS ea Tee STE Oe eee) 


bei veriinderlichen 1, 2M, ..., 24 gegeben sind’). Nun bestimmen 
etwa die Hyperebenen 6, &, ..., E*-) einen %,-1, der laut Voraus- 
setzung einen S,-; als Kern hat; durch diesen kann aber die Hyper- 
ebene & nicht hindurchgehen, da sie dem >,-1 nicht angehdrt; somit 
bestimmen & und der S,-, den S, und schneiden sich also in einem 
Sp-x-1, der als Schnitt von &, &, ..., & offenbar in jeder durch (3) 
gegebenen Hyperebene enthalten ist. Umgekehrt wird jede Hyperebene 
durch den S,-;-1 durch (3) dargestellt; zu ihrer Bestimmung kénnen wir 
ja & Punkte auBerhalb des S,-,-1 annehmen und ihre Koordinaten in 
(3) der Reihe nach einsetzen; es ergeben sich so & lineare homogene 
Gleichungen mit den +1 Unbekannten 4, A®, ...,4. Aus diesen er- 
halten wir nicht durchwegs verschwindende Lisungen, die, ihrerseits in (3) 
eingesetzt, die Gleichung der betrachteten Hyperebene liefern (nicht die 
Gleichung identisch befriedigen, da ja sonst die Hyperebenen §, &, ..., 
nicht unabhangig wiren). 

DaB ferner jeder S,-;-1 Kern eines >; ist, folgt daraus, daB sich durch 
ihn auf unendlich viele Arten £+1 unabhiingige Hyperebenen hindurch- 


*) Das ist Definition des ~,! [D.] 
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legen lassen. Betrachten wir nur etwa einen S,-, durch den S,-,-1; er 
ist laut Voraussetzung Kern eines =;-;. In diesem nehmen wir & unab- 
hingige Hyperebenen und dann eine Hyperebene dureh den S,-;-; und 
durch & allgemeine Punkte des S,, also nicht durch den S,-;, so daB diese 
Hyperebene von den & ersteren unabhingig ist. Wir erhalten so in der 
Tat &+1 unabhingige Hyperebenen durch den S,-;-4. 


6. Die Gesamtheit der Riume von r—k, r—Kk-+1, ..., r—1 Dimen- 
sionen, die durch einen S,-;-1 hindurchgehen, nennen wir Bund oder Stern 
und den S,-,-1 Zentrum, Achse oder Kern desselben. Ein Bund 1aBt sich als 
k-dimensionaler Raum ansehen, wobei die S,-; und §S,-;, des Bundes 
Hyperebenen und Punkte (oder Punkte und Hyperebenen) dieses Raumes 
sind und allgemein die S,-;4; des Bundes die S; (oder auch die S;,-:-1) dieses 
k-dimensionalen Raumes darstellen. Das ist wohl unmittelbar einzusehen oder 
auch, wenn man beachtet, daB die S,-;,; des Bundes einen vom §S,-,-1 un- 
abhangigen S; gerade in seinen Unterriumen S;schneiden. Die Koordinaten 
im Bund ergeben sich aus der analytischen Darstellung seiner Hyper- 
ebenen oder indem man die Koordinaten im obigen S; verwendet. Zur 
Bezeichnung eines Bundes, dessen Kern ein S,-;-1 ist, verwenden wir den 
Ausdruck , Bund S,-x-1“. 

Die Bedeutung der Bezeichnung Bund des S, laBt sich erweitern, 
indem wir jeden Bund S;-;-1 eines im S, enthaltenen S, so bezeichnen, 
der also aus der Gesamtheit der linearen Riume des S, besteht, die durch 
den S,-,-1 hindurchgehen. Eine solche Gesamtheit nennen wir im S, Bund 
mit dem Kern S,-;-1 und von der Stufe #; daraus ergeben sich fiir k’=r 
unsere obigen Gesamtheiten. Die Biinde erster Stufe sind die Biéischel, 
jene der zweiten Stufe die Biindel oder Netze. 


7. Aus den Entwicklungen der Nr. 2 geht hervor, da eine analytische 
Entwicklung in Punkt- und Hyperebenenkoordinaten, die zu einer Lagen- 
beziehung fiihrt, immer eine zweite, von der urspriinglichen im allgemeinen 
verschiedene Interpretation gestattet, indem man Punktkoordinaten x; und 
Hyperebenenkoordinaten & vertauscht. Daraus folgt vor allem, daf man 
ebenso wie den >, aus dem S, auch den S, aus dem =, ableiten kann, 
und da weiterhin jede Lagenbeziehung zwischen So, S1, .--, Sr-1, Xo, 
Di, ---, Lr-1 eine Begleiterin in einer ebensolchen Beziehung zwischen Xo, 
Dy, ---, 2r-1, So, Si, ---, Sp-1 hat. Darin besteht das Dualitétsgesetz. 
So hat z. B. die Aussage: Ein =; besteht aus den Hyperebenen, die durch 
einen S,-,-1 (d. h. durch die Punkte eines S,-z-1) gehen, als duale Aus- 
sage: Ein §;, besteht aus den Punkten, die in einem ~,-,-1 (d.h. in den 
Hyperebenen eines ~,-;-1) liegen; der letztere Satz ist bei vertauschten 
Indizes gerade die Umkehrung des ersteren (Nr. 5). 
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Man pflegt oft, wenn man die zu einer gegebenen duale oder, wie 
man auch sagt, korrelative Beziehung ausspricht, fiir die S;, der ersteren 
nicht die ¥,, sondern ihre Kerne S,-;-1 zu setzen. Dann ist die folgende 
Semerkung von Nutzen. Liegt ein =, in einem ~;, so enthalt der Kern 
S,-»-1 des ersteren offenbar den Kern S,-,-1 des letzteren und umgekehrt; 
so ist der Kern des Schnittes zweier oder mehrerer gegebener Biinde, 
also der Kern des ihnen gemeinsamen Bundes gréfter Dimension, der 
Verbindungsraum ihrer Kerne und analog ist der Kern des zwei oder 
mehrere gegebene Biinde verbindenden Bundes, also der Kern des sie 
enthaltenden Bundes kleinster Dimension, der Schnitt ihrer Kerne. Um 
also zu einem gegebenen das duale Theorem in der eben erwihnten Form 
zu erhalten, wobei man also fiir einen S; einen S,-;-1 setzt, muS man 
beispielsweise fiir zwei Riume S; und S,, welche sich in einem S; schneiden 
und einen S, bestimmen, zwei Réiume S,-;-1 und S,-7-1 setzen, die einen 
S,-;-1 bestimmen und sich in einem S,-,-+ schneiden. So entspricht dem 
Satz (spezieller Fall des in Kapitel I, Nr. 19 angefiihrten): Durch einen 
Punkt des Ss,41, den h+-1 unabhingige Gerade des S, bestimmen, geht 
im allgemeinen ein und nur ein S;, welcher mit jeder der Geraden einen 
Punkt gemeinsam hat, gemi$ der Dualit’t der folgende: In einem S,-1, 
welcher durch den S,-2,-2 geht, in dem sich h-+-1 unabhangige Réiume 
von »—2 Dimensionen des S, schneiden, liegt im allgemeinen ein und 
nur ein S,-,-1, der mit jedem dieser 4-1 Réume einen S,-1 bestimmt. 

Zwei Riumen des S,, bzw. von den Dimensionen & und 7—k—1, 
wurde aus diesem Grunde die Bezeichnung dualer Riaume gegeben. Ist r 
ungerade (und nur dann), so existieren duale Riume ‘gleicher Dimension. 


8. Einen Raum SS; aus einem anderen S; projizieren, heibt ihren 
Verbindungsraum S; konstruieren, der deshalb auch projizierender Raum 
heiBbt. Wenn der Raum §S; durch die Formeln 


ROMEO A hei @ ; . 
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und der S, durch 
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gegeben ist, so ist der den S, aus dem S; (oder den Sy aus dem S,) 
projizierende Raum in jedem Falle (vgl. Kapitel I, Nr. 10, letzter Absatz) 
gegeben durch die Gleichungen 
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bei variablen Parametern A, ...,4@, p®, ..., uw. Wenn t=h+4' +1, 
also wenn S; und S, unabhingige Riume sind, und nur dann, kénnen 
diese Parameter als homogene Punktkoordinaten im S, angesehen werden. 
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Ist der S, der Grundraum Ay 4; ... A, und somit durch die 
Gleichungen 
aah” G=0,1, ..., & 

x“: =0 G=k+1, ger) 

gegeben, so erhalten wir, indem wir fiir die Ausdriicke 4° + w° y 4... 4. 
ean”? y? neue willkiirliche Parameter 0” einfiihren, fiir den projizierenden 
Raum die Gleichungen 
HEC Me OLE AT 
em Beat yee ge ys Cake oucgins 
er besteht also aus der Gesamtheit der Punkte, deren Koordinaten 2, 
£1, -.+, 2, sich ergeben, wenn wir 2%, 2%, ..., 2 allgemein ‘und 241, ..-) %p 
wie die gleichnamigen Koordinaten der Punkte des S, variieren lassen. 

Kinen Raum Sy aus einem S;, auf einen 8, projizieren heiBt den 
Schnitt (sofern er existiert) des projizierenden Raumes S; mit dem Sp, 
konstruieren; dieser Schnitt heift dann die Projektion des Sy aus dem 
S. (oder des S, aus dem S,) auf den S,. Ist wieder der S; der Grund- 
raum Ao A; ... A; und ferner der S, der gegeniiberliegende Grundraum 
Aj,.1 ... A,, So ergibt sich unsere Projektion, wenn wir %=%#2=--- =%=0 
setzen und die a+1,...,”, wieder wie die gleichnamigen Koordinaten 
der Punkte des S, variieren lassen, also in der durch (4) vorgeschriebenen 
Art. Somit sind (4) die Gleichungen der Projektion im Grundraum Sr-m-a6 


einen projizierenden Raum S;41. Ein verainderlicher Punkt desselben hat im 
S, die Koordinaten 0° :0°7: --. 0? 297? year: 08 yesa: -- 20°? y, und 
im Sz41 die Koordinaten 0:0: --- :0%*+), Die Projektion des Punktes 
auf den gegeniiberliegenden Grundraum S,-;-1 hat im S, die Koordinaten 
0:0: ---:O:yr41:---:y- und im S,-z-1 die Koordinaten yps1: --- sy 

Die Projektion aus einem S, auf einen S,-x.-1 kann immer durch die 
Projektion aus k+-1 unabhdngigen Punkten Ao, Ai, ..., Ax des Sp ersetat 
werden. Es gentigt, die Projektion eines Punktes X zu betrachten, also den 
Schnitt X; des projizierenden Raumes %41= X S; mit dem S,-;-1. Diesen 
Punkt X, kénnen wir auch folgendermafen erhalten: Wir projizieren zuerst 
X in einen Punkt X’ aus Ay auf den S,-1= Ai Ae ... Ax S,-x4-1, dann 
X’ in X” aus A; auf den S,-;= Ay As ... Ay S--z-1 (ebensogut kénnten 
wir auch im ersteren S,-1 den Punkt X’ in X” aus A; auf den S,-2= 
=A»... A, S,-4-1 projizieren) und fahren so fort, bis wir schlieBlich X” in 
X+) aus A, auf den S,-1= Ap Ay ... Ay-1 S--x-1 (oder im S,-,== Ax, Sp-4-1 
den Punkt X® in X+» gus <A, auf den S,-z-1) projizieren. Da der 
Verbindungsraum S;41 der Punkte Ao, Ai, ..., Ax, X offenbar auch die 


Bertini, Geometrie. B} 


34 Kapitel II. 


Punkte X’, X’’,...,X®, X@*» enthialt, folgt X“*”?=X,; das ist aber 
gerade der Inhalt unserer Behauptung. 


9. Die folgende Bemerkung iiber die Projektion eines S, aus einem 
S, auf einen vom S; unabhingigen S,-;,-1 mag hier noch am Platze sein. 
Jeder Punkt des Sy auBerhalb des S; bestimmt mit diesem S;, einen Sy+41, 
der mit dem S,-,-1 einen einzigen Punkt gemeinsam hat, der eben die 
Projektion jenes Punktes auf den S,-;-1 ist. Schneiden sich nun die 
beiden Riiume S; und Sy, in einem &,, so ist ein Punkt des S,-1%-1, der 
die Projektion eines Punktes des S, aus dem &; ist, zugleich Projektion 
aller Punkte des Raumes S;i; des Sy, der durch jenen Punkt des S; 
und den erwihnten S; bestimmt wird. Soll also die Korrespondenz zwischen 
den Punkten des Sy und den Punkten seiner Projektion eine ein-eindeutige 
sein, so dap die Projektion also ebenfalls ein Sy ist, so diirfen S, und 
Sy keinen Punkt gemeinsam haben. Ist umgekehrt jeder Punkt der Projektion 
des Sv aus dem S; auf den S,-;-, Bild aller Punkte eines S41 des Sy und 
nur dieser Punkte, so daf also diese Projektion des S, ein S;-:-1 ist, so 
schneiden sich die Ritume S; und Sy, in einem §S;. In der Tat sind dann 
der Siii1, der aus allen Punkten des S, besteht, die ein und dasselbe 
Bild haben, und der S; in einem S;41 enthalten und schneiden sich daher 
in einem Raum von einer Anzahl von Dimensionen, die nicht kleiner als 
/ sein kann; andererseits ergibt sich aber aus der vorstehenden Uber- 
legung wie auch aus der Annahme die Tatsache, daf diese Zahl nicht 
gréBer als / sein kann; es schneiden sich also S; und S, genau in einem S). 


10. Zur Operation des Projizierens gesellt sich als duale die des 
Schneidens, u. zw. eines Raumes S; mit einem Raum S), (oder Sj mit S,), 
also die Konstruktion des Schnittes der beiden Riiume (sofern er existiert).” 

Es sei der eine der beiden Riume, etwa S, durch die Gleichungen 
yon r—k’ unabhingigen Hyperebenen gegeben, der andere, S;, durch die 
Darstellung der Koordinaten eines laufenden Punktes mittels &+-1 Parameter 
KO, KY, ..., A. Setzen wir die Ausdriicke der letzteren in die Gleichungen 
der Hyperebenen ein, so ergeben sich lineare Relationen in den A, die 
eine gewisse Anzahl derselben zy eliminieren gestatten. Die Ausdriicke 
der Parameterdarstellung des S;, geben dann, wenn wir blo8 die iibrig- 
bleibenden A variieren lassen, die Punkte des Schnittraumes. 

Ist jedoch der S, als Schnitt von r—k unabhingigen Hyperebenen 
mit den Gleichungen 
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der Sy als Schnitt von » — k’ unabhingigen Hyperebenen mit den Gleichungen 


| iiss uy ose n, v,, aa 0, 
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gegeben, so ist der Schnitt des S;, mit dem S, gegeben durch das ver- 
einigte Gleichungssystem 


70 Xo alr : or 2p x, = 0, 
ERPs eiene Oh dS.c REREA SEMEL Ties bn Ne 5 
~(r—k—-1) ¢(r—k-1) 
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Die beiden Raume S; und S;, sind ja Kerne der beiden durch die 
Hyperebenen &, &@, ..., EC-*-), baw. 7, n®, ..., n¢-*-») bestimmten 
Biinde, so da der die beiden verbindende Bund gem&B einer 
Beziehung, deren duale wir in Kapitel I, letzter Absatz der Nr. 10 
aufgestellt haben, durch die simtlichen Hyperebenen &, ..., ¢-*-9, 
(©, ..., no-*-» bestimmt wird; sein Kern ist also durch (7) gegeben 
und somit (letzter Absatz der Nr. 7) der Schnitt der Raume S, und Sy. 
Ist also der Rang der Matrix des Gleichungssystems (7) gleich r—l, so 
hat dieser Schnittraum | Dimensionen. 


11. Wir kénnen nun ohneweiters die Anzahl der Bedingungen an- 
geben, denen zwei Riume von gegebenen Dimensionen k und k’ genitigen 
miissen, damit sie sich in einem dritten Raum von gleichfalls gegebener 
Dimension 7 schneiden. Sind (5) und (6) die Gleichungen der beiden ersten 
Riume, so mufS der Rang der Matrix des Systems (7) laut Voraussetzung 
gleich r —/ sein; nun hat diese Matrix aber y+-1 Kolonnen und 2r—(k-+k’) 
Zeilen, so daB, damit ihr Rang gleich r—/ sei, nach einem bekannten 
Theorem?) 

reek CSD fre Ter = 
2 SSPE Clr GED) 


®) Damit eine Matrix von m Zeilen und » Kolonnen den Rang h habe, ist, wenn 
wir uns eine nicht verschwindende h-reihige Determinante in die Ecke links oben 
gebracht denken, notwendig und hinreichend, da8 alle die (m — h) (n — h) Determinanten 
verschwinden, deren Elemente im Schnitt der Zeilen 1,2, ...,h, 7 (( =h-+-1, ..., m) 
und Kolonnen 1, 2, ..., 2,7 (¢=h-+1, ..., m) der Matrix stehen. [D.] 
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unabhingige Bedingungen erfillt sein miissen, wobei ¢=k-+-k’ —1 die 
Dimension des Verbindungsraumes der beiden betrachteten Riume ist. 
Also folgt: Damit zwei Réwme S; und Sy des 8, sich in einem S; schneiden 
oder einen S, bestimmen, miissen (r—t)(l-+-1) Bedingungen erfiillt sein. 

Daraus ergibt sich sofort ein weiterer Satz: Damit ein Raum S, des 
S, einen zweiten Raum Sy (k’ <k) enthalte, miissen (r —k) (k’ +1) Be- 
dingungen erfiillt sein. 


12. Fiir k =k’ folgt aus dem letzten Satz, daB die S, von (* — k)(k+-1) 
Parametern abhiingen miissen, was nichts anderes bedeutet, als dab die 
S, des S, eine co” **)-Gesamtheit bilden, die, wie wir sehen werden, 
fir 0<k<r—1 nicht linear ist. . 

Wir yverwenden dieses Resultat, um zu beweisen, daB die S;, des 8S,, 
die durch einen gegebenen Sy (k’ <k) hindurchgehen, von (r—k) (k—k’) 
Parametern abhiingen oder also eine oo-" “-™- Gesamtheit bilden. Es geniigt 
einen yom S; unabhingigen S,-;-1 zu betrachten; jeder S; durch den Sy 
schneidet den S,-;-1 in einem S;-,-1 und umgekehrt liefert jeder S;-7-1 
des S,-,’-1, mit dem S, verbunden, einen S;, der durch den S) hindurch- 
geht; die gesuchten Riiume hingen also von ebensovielen Parametern ab wie 
die S,-x'-1 des S,-7-1 u.s.w. Fir k=k’'+1 und £=r—1 ergeben sich 
lineare Gesamtheiten (vgl. Nr. 5). 

Eine weitere Anwendung ist die folgende: Ein S; des S, hiingt von 
(+ —k)(k-+-1) Parametern ab; soll er einen gegebenen Sy, in einem S; treffen, 
so miissen (Nr. 11) diese Parameter (7 —k—k’+-1)(1+-1) Bedingungen 
erfiillen; daher ist die Anzahl der iibrigbleibenden freien Parameter gleich 


bb 1) Sr — kh U0) SS Oh See) ae 
was wir auch zum Ausdruck bringen, indem wir sagen, da die S; des S,., 
die einen gegebenen Sy in einem S; schneiden, eine oo) °-) +) U+D_ Gesamt- 
heit bilden. 


13. DaB die S, des S, von (r—k)(k-+-1) Parametern abhiingen, libt 
sich auch so zeigen: Da jeder Punkt des S, durch r nicht homogene 
Koordinaten bestimmt ist, hingen die Gruppen von k-+-1 unabhiingigen 
Punkten des S, yon »(k--1) Parametern ab und analog die Gruppen 
von k+1 wnabhingigen Punkten des S, von k(k+1) Parametern; 
somit erhalten wir eine Anderung des 8, bei Anderung yon 
r(k+1)—k(&K+1)=(r —k)(k+1) Parametern. 

SchlieBlich kann man auch noch folgenderma8en tiberlegen (was im 
wesentlichen eine analytische Fassung der obigen kurzen Herleitung ist): 
Wir nehmen &-+-1 unabhiingige Punkte y, y, ..., y in einem S;; jede 
andere Gruppe von /+-1 unabhiingigen Punkten 2, 2%, ..., 2 des S; 
ist dann durch die Formeln 


\ Der Raum =, und seine Beziehungen zum S, (Nr. 12—14). 37 


(0) (0) . ©) (kh) (#) 
“; =h, Has mee int iN yf 

(a) (0) (0) (k) _(&) 
re are h, i a Oy t+ A, d til s 

(i=0, 1 seey r) 

ap Lohan at pains CPA Gian eal ou ae z 

(h) (0) _ (0) (k) _ (k) 
See h, ele i h, Y; 


gegeben. Uber die (k+1)° unbestimmten 4 kinnen wir nun stets so ver- 
fiigen, daB ebensoviele der (7+ 1) (&4-+1) Groen oo ae OD aes or 


j=9, 1, ..., &) allgemein vorgegebene Werte annehmen‘). Ist z. B. die 
Determinante. = + y,” y\?... y? +0, so kénnen wir den 2”, 2”, —., 2” 
(i=0, 1, ...,&) feste allgemeine Werte erteilen; dadurcb sind auch die A 
bestimmt und somit auch die iibrigen GroBen ee x. ats 2” G=k+1,...,r), 


ae) 


so dafS wir im S im allgemeinen ein und nur ein Wertesystem der 
letzteren erhalten. Infolgedessen hiingen die S; von 


(rt+1)(k+1)—(*441%=(r—k) (+1) 


Parametern ab. 


14. Wir gehen nun daran, fiir die o”-* “+-Gesamtheit der S, des 
S, (0<k<r-—1) ein System von Koordinaten festzulegen. Ein Verfahren, 
das uns durch die vorstehende Uberlegung nahegelegt wird, wo die feste 
Wahl der Verhiiltnisse der GréBen 2”, 2”, ..., 2° ja nichts anderes 
bedeutet als den Punkt 2© in einem gegebenen S,-, annehmen u. s. w. 
wire das folgende. Wir fixieren &+-1 allgemeine S,-; und bestimmen die 
S, durch ihre +1 Schnittpunkte mit diesen Raiumen. Da jeder dieser 
Punkte im beziiglichen S,-;, gerade » — & Koordinaten hat, so erhielten wir 
(r —k)(k-+-1) Koordinaten fiir jeden S,. Dieses Verfahren ist aber nicht 
zweckmibig, da Ausnahmsfialle eintreten. In der Tat hatten ja alle S; durch 
einen S;-1, der mit jedem der betrachteten S,-; einen Punkt gemeinsam 
hat’), dieselben Koordinaten und andererseits waren alle S; unbestimmt, 

die einen der S,-, in einem S; (¢>0) schneiden. 

Wir werden also einen durchaus verschiedenen Weg einschlagen und, 
analog dem Verfahren in der gewoéhnlichen Liniengeometrie, fiir die S, 
eine Anzahl > (r—k)(k-+-1)+1 homogener Koordinaten angeben und 
zeigen, daB zwischen diesen eine entsprechende Anzahl identischer 


°) Damit meinen wir beliebig vorgegebene Werte, fiir die nur die Determinante 
Sie 0 a ee Ne +0 ist, da sonst die Punkte z nicht unabhingig wiiren (Kapitel I, Nr.8). 


") Solche S,_, existieren sicher. Denn damit ein S,_, mit k-+-1 Riumen S._, 
je einen Punkt gemeinsam hat, miissen &--1 Bedingungen erfiillt sein, wihrend 
andererseits die S,_,desS, von (7 —k-+1)k >k-+1 Parametern abhingen. 
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Relationen erfiillt ist. Ebenso wie in der Liniengeometrie erhalten wir 
dann eine ausnahmslos ein-eindeutige Korrespondenz zwischen der Gesamt- 
heit der Werte dieser Koordinaten und der Gesamtheit der S; des S,, falls 
wir uns entschlieBen, tiberzihlige Koordinaten zu verwenden. 


15. Wir schicken die folgende Betrachtung voraus. Es seien 2, 
a, ...,@" k4+1 unabhingige Punkte irgend eines S; des S, und &, 
E@) ., El"-*-D) » _ & unabhiingige Hyperebenen durch den S;. Die Matrizen 


(0) (4) (k) 
0 0 ‘ Xo 
A) (4) FA 
(8) if 1 1 
0) .@) (k) 
©) Se 
r be 7 
und 
-(0) <(1) = (r-k-1) 
L 
20 5 20 
~(0) ¢() -(r-k-1) 
Pi ee : Sy 
(9) 
(0) -() <e(r-k-1) 
Eo atte” 


sind dann beide von Null versechieden und daher versechwinden weder 


alle a ‘) Determinanten (k +-1)'* Ordnung der ersten Matrix noch alle 
fe 


yt poll : / bi i . 
ieee :) = a Determinanten (7 —)** Ordnung der zweiten. Der Bequem- 
lichkeit halber bezeichnen wir mit (jo ji .-- jz), die (k-+-1)-reihige Deter- 
minante von (8), die aus den Zeilen gebildet ist, die den unteren Indizes 
joj: --- jx entsprechen und analog mit (joj: ... jr-z-1)— die (7 —k)-reihige 
Determinante von (9), die aus den Zeilen gebildet ist, die den unteren 
Indizes jo ji ---Jr-x-1 entsprechen. Wir zeigen nun, daS die in Rede 
stehenden Determinanten der Matrix (8) sich, vom Vorzeichen abgesehen, 
von jenen der Matrix (9) héchstens um einen Proportionalititsfaktor 
unterscheiden, oder genauer, da die (k-1)-reihigen Determinanten der 
Matrix (8) ihren algebraischen Komplementen in der (r+ 1)-reihigen 
Deterniinante 


©) @ (%) <0) <Q) (r-k-1) 
ay 0 yy, a So es 

0) Ak) ¢(0) (2) e(r-k-1) 
BA DSS Ne Ga wae 
a”) ol ie x ay se av tay 


proportional sind. 
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Wir kénnen zuerst annehmen, daf die hier betrachteten Determinanten 
-O sind. Das ist sicher der Fall, wenn der S; allgemein ist; denn wire etwa 


L 


(0) (0) 
Uy +2 We 1 
sia ads ZA) 
_ (x) (*) 
X Uy, 


so wire au die Determinante der Koordinaten der r+-1 Punkte 2, 
ee Pal Ag ss ..., A, gleich Null und der &; lage daher mit einem 
oe sca ae in einem S,-;, hatte mit ihm also einen Punkt gemein- 
sam. Nach dieser Feststellung bemerken wir, dafi die (7—k)-reihige 
Determinante 


<(0) <(0) <(0) (0) oe Ose 

So 71 27 ehh c it pea ee, 

(1) (1) (4) (d) 42 ge) 

>0 >1 mee er as fea teogepar er 
(10) 

= (r7-k-1) e(r-k-1) SG) ea 1) ae ee be 

20 71 ers Syigts PS alge ae a up 


infolge des Umstandes, da8 jede von den Hyperebenen §, &%, ..., E'r-*-)) 
alle Punkte 7, 2, ..., 2 enthilt, verschwindet, wenn wir 


(2) _@) ‘. 5 
ia oe etn ee TT Cd Eee A.) 


setzen. Machen wir diese Substitutionen und entwickeln wir die Determinante, 
so erhalten wir die &+-1 linearen homogenen Relationen 


Sen (Os oe rk 2,r—-k—-1l) +2 (0,1,...57 k—2,7r —k) 
ee a G=0,1,...,&) 
r—k oie eh ou, 


[Sy Sera 
Bo 


zwischen den +2 Determinanten (0, 1, 
ee re kt 2 ple Bs-folgt®) 


(Opies ye AP a eee rs (ae ee aed aay yey /2 
Sarge i ee ek Se ets set (OL dee eT Ne 
eee ee te ole aed, COT er ey 
gf ee he 2 GP et et Te dy os yf ge 


Nun ist es klar, daB wir ebenso, wie wir aus der Determinante (10) diese 
Reihe von Proportionen abgeleitet haben, eine weitere erhalten kénnen, 
indem wir mit jener Determinante ebenso verfahren, die wir aus (10) er- 
halten, wenn wir in der letzten Kolonne 


<(0) (0) (0) (1) ® AOy 
ie ee oa ea ee + & wy ae 2° Te i= at & Ww yee eo Diycrry 
-(r—-k-1) e(r-k- aha ron : 
S42 7 r—-k-2 a as I wv k ate wy 


8) Vel. BOCHER, a. a. O. Nr. 17, Satz 4. (D.] 
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und in der vorletzten 
<(0) <() e(r-k-1) 
Sp-k-12 Sp k-12 89 ek 


als Elemente einsetzen. Da nun, wie man sofort erkennt, die neue Reihe 
von Proportionen ein Verhiltnis mit den ersten gemeinsam hat, lassen 
sie sich in einer einzigen vereinigen. Fahrt man so fort, so ergibt sich 
der Beweis unseres Satzes fiir den Fall eines allgemeinen S, d. h. man 
gelangt zu Relationen 

A=0A', B=oB’, 


ny 


wobei 0 ein Proportionalititsfaktor, A, B, ... die (k-+-1)-reihigen Deter- 
minanten von (8) und A’, B’, ... ihre algebraischen Komplemente in der 
oben angeschriebenen, aus (8) und (9) zusammengesetzten (r+ 1)-reihigen 
Determinante sind. 

Nehmen wir nun an, daf der S; einer besonderen Lage zustrebt, 


so kann der Fall eintreten, daf einige der A, B ... sich unbegrenzt 
der Null nihern; dann miissen sich aber auch die entsprechenden 
A’, B’, ... immer mehr der Null nihern, da @ nicht verschwinden kann, 


weil sonst die Matrix (8) gleich Null und daher die Punkte 2, ..., 2 
nicht unabhiingig wiiren. Umgekehrt kann, wie man durch eine analoge 
Uberlegung zeigt, 0 nicht unendlich werden. Unser Satz ist somit in jedem 
Falle bewiesen. 

Weiter ergibt sich, daf die (+ 1)-reihigen Determinanten der Matrix (8) 
oder die ( —k)-reihigen Determinanten der Matrix (9)] bis auf einen 
Proportionalititsfaktor mit den analogen Determinanten einer aus den 
Koordinaten irgendwelcher anderer 4+1 unabhéingiger Punkte des S;, 
(oder aus den Koordinaten anderer 7 — k unabhiingiger Hyperebenen durch 
den S;) gebildeten Matrix zusammenfallen, da sowohl die einen wie die 
anderen bis auf das Vorzeichen den Determinanten der Matrix (9) [oder 
(8)] proportional sind. Das lift sich tibrigens auch leicht direkt zeigen. 
Sind namlich ¥, y, ..., y irgendwelche andere k+-1 unabhingige 
Punkte des S;, so ist fiir entsprechende Werte der A 


(0) (0) _ (0) (k) _ (k) 
Y; = he u, ee hy wu, 

2 as 4m a” Bei Ww i 
e Aes ee (So ‘a O80) 6 Be 76 6): 01.5 16) he, a) atte Sle eee ie @ cr 0, 1, z r); 
y re ee a” eres ony Wy a 


die (k + 1)-reihigen Determinanten der aus den y gebildeten Matrix ergeben 
sich also aus den analogen Determinanten der Matrix (8) durch Multi- 
plikation mit der Determinante 2 + Ne a a ie. 
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16. Wir sind nun imstande nachzuweisen, da8 wir die (k + 1)-rethigen 
Determinanten von (8) oder, wie wir jetzt wissen, ebensogut die (r — k)-reihigen 
von (9) als homogene Koordinaten eines S; des S, nehmen kiénnen. Dab 
diese Determinanten fiir jeden §S, nicht durehwegs verschwinden und 
bis auf einen Proportionalitiitsfaktor vollkommen bestimmt sind, folgt 
unmittelbar aus vorstehenden Uberlegungen. Wir haben deshalb nur 
noch zu zeigen erstens, daB bloB (r—k)(k+1)+1 passend ausgewiihlte 
von ihnen unabhingig sind, derart, daB sofort die Werte der tibrigen folgen, 
wenn diese bekannt sind; zweitens, da8 zwei S;, zusammenfallen, wenn 
die zu dem einen gehiérigen Determinanten den analogen, zu dem anderen 
gehérigen, proportional sind. 


Um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, nehmen wir an, daf die 
(k-+-1)-reihige Determinante der Matrix (8) 


@) q@) @® 
0 Vy ot X 
(0) a) (h) 
/ 1 
(11) IRR EP Sane oy ae . 
(0) _() (K) 
w, %, I 


von Null verschieden sei; wie wir bereits in Nr. 13 bemerkt haben, kénnen 
wir durch geeignete Wahl der &+-1 unabhingigen Punkte 2, 2, ..., 2 
des S. erreichen, daB alle Elemente 2” (@=0, 1, ..., k; j=0, 1, ..., B 
dieser Determinante allgemein vorgegebene Werte annehmen. Es seien 
nun diese Werte bestimmt und die anderen (ry —k)(k/-+ 1) Determinanten 
von (k+-1) Reihen bekannt, die sich aus (11) ergeben, wenn wir irgend 
eine Zeile derselben durch irgend eine der r —k noch iibrigen Zeilen der 


: ae 
Matrix (8) ersetzen. Dann behaupte ich, daB auch die anderen fel _ 


—(r—k)(k+1)—1 Determinanten von (8) bekannt sind, womit der erste 
Teil unseres Beweises erledigt sein wird. Entwickeln wir namlich etwa die 
Determinanten 


Gani, 294) (ON 1, Seo! Op TF! ee I), 


die sich aus (11) ergeben, wenn wir ihre Zeilen der Reihe nach durch die 
(k-+- 2) Zeile der Matrix (8) ersetzen und wobei der Einfachheit halber 
der untere Index x fortgelassen ist, so ergeben sich die Gleichungen 


F i) ee 
(k+ 1, 1, 2, - gt) = mar a ean a Se sine ale cae X, 


(0) (0) (1) (1) (k) (k) 
(0, L, 2, ee) k—1, k+ i= a, X, rst xX, 4 ies ti Ay ’ 
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5 7(j) : - (j) « : 
in welchen X,”’ das algebraische Komplement von a,” in der Determinante(11) 


5 . 5 I r(0) +r (t) rk) 2 
ist, so daf die Determinante 2+ X, xy ... X," ebenfalls von Null ver- 


: . . . a : 0 1 
schieden ist. Aus diesen Gleichungen (13) erhalten wir daher er uae ins 
ae als Funktionen der Determinanten (12) und der Elemente der De- 


terminante (11). Fahrt man so fort, so zeigt sich, daB wir alle tibrigen Elemente 
he pad 
der Matrix (8) und somit auch alle iibrigen ied (riko eet 


in Frage stehenden Determinanten als Funktionen der Elemente von (11) 
und der oben genannten (7 —k)(k-+1) Determinanten erhalten. 

Nun zum zweiten Teil des Beweises. Wir betrachten die zu einem Sj, 
gehirigen Determinanten. Die (7 —k)(k-+-1)+1 von ihnen, die den eben 
erwihnten, zum S; gehérigen Determinanten entsprechen, seien denselben 
proportional. Da (11) ungleich Null ist, ist es auch die entsprechende 
Determinante des S;; wir kénnen deshalb erreichen, indem wir eine 
geeignete Auswahl unabhiingiger Punkte des S; treffen, da8 letztere 
Determinante nicht nur denselben Wert, sondern auch dieselben Elemente 
wie (11) hat. Damit werden aber simtliche genannten (r—k)(k+1)+1 
Determinanten des S, gleich den entsprechenden des S, und der obigen 
Betrachtung gemiB stimmt die der Matrix (8) entsprechende Matrix des Sj 
mit dieser Element fiir Element itiberein. Die Riume S;, und S; fallen also 
zusammen. 

Wir bemerken noch, da8 yorstehende Uberlegungen auch zeigen, wie 
man den durchaus willkiirlich vorgegebenen Werten der (r—k)(k+-1)+1 
obigen Determinanten entsprechenden S;, finden kann, wenn nur (11) von 
Null verschieden ist. Es geniigt ja, die Elemente von (11) so zu wihlen, 
daB diese Determinante den vorgegebenen Wert hat; dann berechnen wir 
aus (13), in deren linke Seiten wir die gegebenen Werte der Determinanten 
eingesetzt haben, die GréBen Ga. gry, ey ae und analog verfahren 
wir fiir die iibrigen Zeilen von (8); wir erhalten so die Koordinaten 
von &+1 unabhangigen Punkten des &;. 


17. Um nun die Relationen zu finden, welche die we Determinanten 
der Matrix (8) verbinden, beachten wir, da8 die (k-+-2)-reihige Deter- 
minante 


Hope ig! Bee Oe ayy é 
Re Fare eee Nae han niles Jo Jo 
Oo) (1) () ) () () 
a. Oe == OL : a He Digs xX. 
GeO Ns ie ea De sf nan Orr oF 
@ Te, <6: pee 1b Ke sqyiay oa (6! (tc: CKO Le, cee ie. *6 po fe) 646" Bia, e Ree Vel RY Zee 02) 1 8 8 Oe) lee ee ee, ‘ 
| 
(0) 1) i) 0 1 %) | 
at a, 4 - a { ) ( ) ( 
J, 9 ia pe a Sin Oe Jr, 
(0) (1) : (k) (0) (4) (k) 
la Sag el 
v 7 a a, pee Lp OF oA vy 
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fiir beliebige Werte der ao, o1, ..., o, verschwindet. Setzen wir daher fiir 


Mo, O14, ..., % die algebraischen Komplemente von a. a, aa o in der 
ty? 0 
DECAAgE (% a1 ... %) und entwickeln nach den Elementen der ersten 


Kolonne, so finden wir 
; (Jo ie ne) eke : Si ua C41 . . iy) (Jogo oxo 97 io) +++ + 
+(— i (juts cas de) (Joi <s = Jh-% to) + es 1)! Be pea aeeep) Glynn Jn) 240 


daraus wird durch eine einfache Umformung 


(api, ... ix) Goji. --Jx) =(Jotr- - tx) (toj1-- ae oaen een te) (Jo Wiper. G pale atte 


(4, en ) joji-- Jn-1%) 
oder kurz 


(io it - .. ix) (joj 1 - ay Get UY - a) . ep peer to Jett Aa ji). 


Aus dieser fundamentalen Relation leiten sich andere ab, wenn man einige 
der Indizes %, a4, ..., % eimigen der anderen jo, j1, ..., jz, gleichsetzt. Wir 
bilden die einfachsten, die zu drei Gliedern, indem wir etwa 72 = js, i3 = js, ---, 
i =Jji setzen. Dann finden wir 

Ce ee CT a id wana 

= (Jot ... %) (iojr te.» %) + (fits --- ty) (Goto te -- - tx); 

die tibrigen Produkte verschwinden, da sich Determinanten mit gleichen Zeilen 
ergeben. Diese Gleichungen zeigen, daS sich jede Determinante (joj1 ..- jx), 
die sich durch zwei Zeilen von einer anderen (é 7% .. . 7) unterscheidet, rational 
mittels dieser und der Determinanten, die sich von ihr nur durch eine 
Zeile unterscheiden, ausdriicken l4Bt. Es folgt also, daB (14) alle gesuchten 
Relationen liefert. Ist etwa die Determinante (7... i) bekannt und +0, 
ferner alle jene, die sich aus ihr ergeben, wenn wir eine ihrer Zeilen 
durch eine der tibrigen + — Zeilen der Matrix (8) ersetzen (vgl. Nr. 16), 
so kennen wir ohneweiters alle anderen Determinanten von (8). In der 
Tat ergeben sich die Determinanten, die sich durch zwei Zeilen von 
(i971... %) unterscheiden, wie eben gezeigt, unmittelbar; die sich von 
(40% ... i.) durch drei Zeilen unterscheiden, erhalten wir dann aus jenen, 
die sich von derselben durch eine und zwei Zeilen unterscheiden u.s.w.”). 


Sind umgekehrt bee 


ke 
Xi, i,...i, (WO ii1...% irgend eine Kombination (k+1)* Klasse ohne 
Wiederholung der Zahlen 0, 1, ..., 7 ist) bezeichnen wollen, von denen 
mindestens eine, etwa Xo1...4--0 ist und die den Bedingungen (14) 


gentigen, so gibt es einen S;, der diese Zahlen zu Koordinaten hat. Das 


i} beliebige Zahlen gegeben, die wir mit 


*®) Eine andere Herleitung der Relationen zwischen den Koordinaten eines 
S, des S, gibt LENSE, Monatshefte Math. Phys. XXX, (1920). [D.] 
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folet sofort aus der letzten Bemerkung der Nr. 16 und daraus, daS der 
S;, der Xo1...z und die aus dieser Koordinate dadurch, da8 wir fiir die 
Zahlen 0, 1, ...,& der Reihe nach die tibrigen &-+-1, ...,7 einsetzen, sich 
ergebenden weiteren (7 —)(k+-1) Zahlen zu Koordinaten hat, auch alle 
iibrigen, durch (14) gegebenen Zahlen X;,:,...;, zu Koordinaten hat. 
Die Gleichungen (14) sind somit die notwendigen und hinreichenden 


Bedingungen dafiir, dap aa) Zahlen Xi, i,...i%, von denen mindestens 


eine von Null verschieden ist, homogene Koordinaten eines S, sind. Es ist 
besonders wichtig, sich vor Augen zu halten, da’ die Gleichungen (14) (oder 
die anderen ihnen gleichwertigen) i diesen Koordinaten quadratisch sind. 

Hat ein S, mit einer gewissen Anzahl von Grundriiumen S; (h<r—k) 
je einen einzigen Punkt gemeinsam, so bestimmen sich daraus leicht 
diejenigen seiner Koordinaten, die gleich Null sind, und umgekehrt; wobei 
zu bemerken ist, daB das Verschwinden einiger seiner Koordinaten das 
Verschwinden weiterer nach sich ziehen kann, wie sich etwa aus den 
Formeln (14) oder auch aus direkten geometrischen Betrachtungen ergibt. 
So folgt unmittelbar, daB ein Grundraum SS; bis auf eine lauter ver- 
schwindende Koordinaten hat'’). 


18. Wir kinnen unseren Uberlegungen eine bemerkenswerte und 
niitzliche geometrische Form geben. 

In einer ganz der Natur der Sache entsprechenden Ausdehnung der 
in der Geometrie des S, gebriiuchlichen Bezeichnungsweise nennen wir 
die Gesamtheit der Punkte eines Raumes von beliebig vielen Dimensionen, 
die mit ihren Koordinaten einer homogenen quadratischen Gleichung 
geniigen, eine quadratische Hyperfliche dieses Raumes. Lassen wir die 


ey Parameter X;,:,...;, nun ganz allgemein variieren, betrachten wir 
pel is . gi, yet ; 
sie also als homogene Koordinaten in einem Raum von ded ae 1 Dimen- 


sionen, so ist die Gesamtheit der Punkte, die den quadratischen Hyper- 
flachen mit den Gleichungen 


a Ve 
x Xjp 5, ty. =X 


to ty--- uy, 


WAG, eee: Sa Ge eee ty 


041°: :% 


*) Zu den homogenen Koordinaten eines S, — nach dem Namen des Geometers, 
der sie zuerst betrachtete, auch GrasswAann’sche Koordinaten genannt — und den 
eben bewiesenen Satzen finden sich genaue bibliographische Hinweise in der Anmerkung 
zum Vorwort der Abhandlung von SEVERI, Sulla varieté che rappresenta gli spazt 
subordinati di data dimensione, immersi in uno spazio lineare [Annali di Matematica, 
24 (3), 1915]. Zu ihnen sei noch hinzugefiigt: G. B. ANTONELLI, Nota sulle relazioni 
indipendenti tra le coordinate di una forma fondamentale ... {[Annali della R. Scuola 
normale Sup. di Pisa, Bd. III, der ganzen Reihe Bd. VI (1883)]. 
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gemeinsam sind, in diesem Raum eine Mannigfaltigkeit V von (r—) (k-+-1) 
Dimensionen (vgl. Kapitel IX), deren Punkte ohne Ausnahme ein-eindeutig 
den S; des S, entsprechen. Daher /illt die Geometrie der Gesamtheit der 
S; des S, zusammen mit der Geometrie der Mannigfaltigkeit V. Im beson- 
deren Falle r= 3, k=1 reduziert sich V auf eine quadratische Hyperfliiche 
und daher fiillt die gewéhnliche Liniengeometrie zusammen mit der Geome- 
trie einer quadratischen Hyperfliche des S; *"). 


Wir bemerken noch, da8 die Mannigfaltigkeit V dem obenerwihnten 


ft 7 —1 Dimensionen ewgehért, da ja sonst zwischen den Ko- 
ordinaten eines S; mindestens eine lineare homogene Relation bestehen 
rad. 
kA 
tibrigen nach sich ziehen miifte; wir kénnen aber immer &-+-1 einen &; 
des S, bestimmende Punkte so auswihlen, da eine einzige vorgegebene 
Koordinate desselben von Null verschieden wird (yvgl. Nr. 17, letzter 


Absatz). 


19. Den Betrachtungen von Nr. 11 und 12 fiigen wir noch einen 
Begriff und eine Formel hinzu, die ihrer Natur nach der abzahlenden 
Geometrie angehéren"”). 

Sind &+1 Réume S8,,, Su,,---, Sa, gegeben, von denen jeder im 
folgenden enthalten ist, so versteht man unter der Grundform 


Raum yon | 


und das Verschwinden yon | — 1 Koordinaten das Verschwinden der 


(15) [ao Op Aa. oa Oe =7. a;,| 
die Gesamtheit der S;, die im Sz, liegen, den Sz,_, in einem S;-1, den 
Sa,» in einem S;,-2 u.s.w., schlieSlich den S,, in einem So schneiden. 
Da der S; den S,, in einem S; schneidet oder den S,, enthalt, wenn 
a; =i ist, ebenso den Sz,,, in einem Sj+1, und da ferner der Sg, im 
Sa,,, enthalten ist, kann nicht a;=aj+1 sein; es folgt also aus der 
Definition, da 

Oa 0) <r <n < Oy 
somit a;>7 und, weil ja a,<r ist, auch aa<r—hk-z sein mub. 


Die Anzahl hal der Kombinationen der Zahlen 0, 1, ..., r+1 


zur (k+1)*" Klasse gibt offenbar die Anzahl der verschiedenen Grund- 
formen, denen ein S, angehéren kann, von der Willkiirlichkeit der Sa, 


11) SeEvERI zeigt in der oben zitierten Arbeit, daB die Mannigfaltigkeit V, vom Falle 

; roal\ 
r=8, k=1 abgesehen, nicht als vollstiindiger Schnitt von (aie (r—k)(k+-1)—1 
quadratischen oder von Hyperfliichen beliebiger Ordnung betrachtet werden kann. 


2) Vgl. etwa SCHUBERT, Anzahlbestimmungen fiir lineare Raume beliebiger 
Dimension (Acta math. 8, 1886, 8. 97). 
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abgesehen. Hierher gehért die aus den erdBten Werten der a; bestehende 
Form [x—k, r—k-+1, ..., r], die aus allen S; des S, besteht (daraus, 
daB der S; im S, liegt, folgt ja, daB er einen S,-; in einem S;-1 schneidet, 
einen S,-2 in einem S;-2, u.s.w.), ferner die aus den kleinsten Werten 
der a; bestehende Form [0, 1, ..., &|, die offenbar aus einem einzigen S;, 
besteht. 


20. Nehmen wir die Raume S,,, Sa, ---, Sa, alle als gegeben an, 
so finden wir leicht die Anzahl d der Bedingungen, denen ein S; gentigen 
mus, damit er einer Grundform (15) angehirt. Damit der S;, in einem Su, 
liege, miissen (7 — a;)(k-+-1) Bedingungen erfiillt sein; damit S, und Sz,_, 
sich in einem S;-1 schneiden, weitere (a,—k—a,-1-+-k — 1) k Bedingungen; 
damit der S,-1 und der Sy,_, des Sa,_, sich in einem S;-2 schneiden, 
weitere (a,-1 —k+1—«a-2+-k—2) (k—1) Bedingungen u.s. w. (vgl. Nr. 11). 
Also ist die gesuchte Zahl: 


d= (r — a) (k a 1) pe (ay An-1 1) k zi 


VA Gps agen — LS Le oy ig ad es 
Se ee 
2 0 
Da nun ein S;, durch (k+-1)(7 —k) Bedingungen gegeben ist, gibt es in 
einer Grundform (15) BPA a a Rauine Sh. 


21. Ein besonderer Fall einer Grundform ist (vgl. Nr. 6) die Gesamt- 
heit der S; (@=>k’ —k) eines k-stufigen Bundes mit einem Kern Sy-x-1 
(k’<r); u. aw. ist diese Gesamtheit, wie man sofort erkennt, die Grundform 


(Od, 2, oho, bk 1, Ok hat Oi ie eel ace ee 


Kin weiterer besonderer Fall findet sich in Nr. 12. Die S; des S,, die 
einen gegebenen S; in einem S, treffen, gehéren der Grundform 


ES AY aed IS ee Re 8) Penn Yar eed cea as Fee Sy EE Or mi i 


an. 


22. Wir beschlieBen dieses Kapitel mit dem Hinweis darauf, da8 der 
Begriff des mehrdimensionalen Raumes und seine fundamentalen Kigen- 
schaften, die wir in diesem und dem vorhergehenden Kapitel auf alge- 
braischem Wege auseinandergesetzt haben, auch in durchaus synthetischer 
Weise formuliert und hergeleitet werden kiénnen. Man kann eine Reihe 
von Postulaten aufstellen, die zur Charakterisierung des mehrdimensionalen 
Raumes dienen und daraus die Darstellung der Punkte mittels Koordinaten 
folgern. Wir bemerken nur, daS auch die Einfiihrung imaginirer Punkte 
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oder S;, die fiir uns durch imaginire oder komplexe Koordinaten 
gegeben sind, auf rein synthetischem Wege erfolgen kann, wie als erster 
Sravupt in seinem klassischen Werk: Beitridge zur Geometrie der Lage 
gezeigt hat*’). 


8) Denjenigen, die sich mit dem angedeuteten synthetischen Wege niiher befassen 
wollen, empfehlen wir die folgenden Werke und Abhandlungen: VERONESE, Fonda- 
menti di geometria a pit dimensioni e a pit specie di unita rettilinee. (Padova 1891). 
Deutsch (iibersetzt von A. SCHEPP), Grundziige der Geometrie u. s.w. (Leipzig 1894). — 
AMODEO, Quali possono essere 1 postulati fondamentali della Geometria proiettiva di 
un S, (Atti dell! Ace. di Torino, 26, 1891). — FANO, Sui postulati fondamentali della 
Geometria provettiva in uno spazio lineare a un numero qualungne di dimensions 
[Giornale di Matematiche, 30 (1), 1891]. — Prmri, Nuovt principii di geometria 
proiettiva complessa {Memorie della R. Acc. di Torino, 55, (2), 1905] sowie desselben 
»Breve aggiunta ...“ [Atti della R. Acc. di Torino 41, 1906] wo sich weitere zahl- 
reiche bibliographische Hinweise finden. 


KAPITEL If. 


Projektivitét verschiedener S,. 


1. Die Sravpr’sche Definition der Projektivitit zweier S, (oder zweier 
>,, oder eines S,; und eines Y,) ist zweckmiBig, solange wir nur reelle 
Punkte derselben betrachten; es ist in diesem Falle unndtig, die Stetigkeit 
eigens vorauszusetzen, wie Darzoux in Befolgung einer Bemerkung von 
Kier gezeigt hat’). Betrachten wir aber auch imaginiire Punkte des 
S,, so fiihrt die Sraupr’sche Definition unter Annahme der Stetigkeit der 
Korrespondenz — es ist noch zweifelhaft, ob diese Voraussetzung nétig 
ist oder nicht — einerseits zur gewébnlichen projektiven Verwandtschaft, 
anderseits aber auch zu einer Beziehung durchaus verschiedener Natur, 
die Srere Antiprojektivitit genannt hat”). 

Hat man also einmal den Begriff imaginirer Elemente eingefiihrt, ‘so 
wird man als Definition der Projektivitat zweier S, entweder die von 
Cuasves und Sterer, auf die Gleichheit der Doppelverhialtnisse gegriindete, 
oder die Cremona’sche annehmen, die sich auf die Herleitung eines S, 
aus einem anderen durch Projizieren und Schneiden bezieht, oder aber 
die folgende: Zwer S, sind projektiv, wenn zwischen den Koordinaten 


he eye entsprechender Punkte eme bilineare Relation 
vy Yr 


AXY 2B ECVE = 0, AP ecp a0 


besteht oder, was dasselbe ist (durch Auflésung nach Y und Anderung 
der Bezeichnungen), wenn 
QO Yo = Apo Lp + U1 XY 


Deg Oa = Oh @ 0 
OY, = M9 % +441 XY eine 01 ho = 


ist, d. h. wenn ewischen entsprechenden Punkten die Gleichungen einer linearen 
Transformation der x in die y bestehen*). Offenbar sind zwei S, (oder 


*) Math. Ann. 17, 1880, S. 52. 
*) Vgl. etwa Math. Ann. 40, 1892, S. 413. 


*) Es sei noch bemerkt, daf- eine ein-eindeutige algebraische Korrespondenz 
zwischen zwei S, notwendig durch eine in den Koordinaten entsprechender Punkte 
bilineare Gleichung gegeben und somit eine Projektivitit ist. 
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zwei =, oder auch ein S, und ein =,), die zu einem dritten projektiv sind, 
auch untereinander projektiv. 

Betrachten wir einen projektiv in sich transformierten S,, womit wir 
der Bequemlichkeit des sprachlichen Ausdruckes halber zwei tibereinander- 
gelagerte projektive S, meinen, so driingt sich die Frage nach den Punkten 
des S, auf, die mit ihren entsprechenden zusammenfallen (Doppelpunkte). Es 
gilt der fundamentale Satz: Haben zwei tibereinandergelagerte projektive S, 
drei Doppelpunkte, so haben sie lauter Doppelpunkte, d.h. die Projektivitdt 
ist die Identitét. Dieser Satz folgt sofort aus der gegebenen Definition fiir 
X= Y. Dabev ist notigenfalls vorher eine Koordinatentransformation durech- 
zufiihren, damit X und Y auf dieselben Grundpunkte und denselben Ein- 
heitspunkt bezogen sind. 

Es ergibt sich daraus sofort, daS es eine und nur eine Projektivitit 
zwischen zwei S, gibt, die drei verschiedenen Punkten des einen S, 
drei gleichfalls verschiedene Punkte des anderen S, entsprechen 1labt. 


2. Sehen wir nun nach, inwiefern die gegebene Definition zweier 
projektiver S, den beiden anderen, in der vorhergehenden Nummer er- 
wihnten, gleichkommt. 

Vor allem ist bei zwei projektiven S,, einer bereits durchgefiihrten 
Uberlegung zufolge (vgl. Kapitel IL, Schlu8 der Nr. 3), das Doppelverhiltnis 
yon vier Punkten des einen gleich dem Doppelverhiltnis der vier ent- 
sprechenden Punkte des anderen S,. Besteht umgekehrt diese Beziehung 
bei zwei in ein-eindeutiger Korrespondenz stehenden S, und sind (X4, Y;), 
(X,, Y2), (X3, Y3) drei feste Paare und (X,Y) ein variables Paar ent- 
sprechender Punkte, so ist die Gleichung 


(X4 X X; X) a (Ys Y; Y; tes) 


gerade eine bilineare Relation zwischen X und Y. 

Projizieren wir einen S, aus einem von ihm unabhingigen S;-2 und 
sind im S,= Si S;-2 die GriBen 4, & (i =0, 1, ..., &) Koordinaten zweier 
Sp-1 dureh den S;-2 und x, 2 (¢=0, 1,..., &) die Koordinaten zweier 
Punkte des S,, so ist die Inzidenzbedingung fiir den S;-1 (des Biischels 
Sz-2) mit den Koordinaten y;+-X§; und fiir den Punkt (des S,) mit den 
Koordinaten y;-- Y 2, niimlich 

Zero G1) (yy Ke) = 0 


wieder bilinear in X und Y. Lassen wir also jedem Punkte des S, den 
ihn aus dem S;,-2 projizierenden S;,-1 entsprechen, oder kurz gesprochen, 
projizieren wir den S, aus dem S;-2 (oder schneiden korrelativ das 
Biischel S;-2, mit dem S;), so erhalten wir eine Projektivitiit, und zwar in 
diesem Falle insbesondere eine Perspektivitdt, die wir sogleich allgemein 


Bertini, Geometrie. 4 
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betrachten werden. Es sind also etwa zwei S,, die auseinander durch 
Projektionen und Schnitte abgeleitet sind, projektiv. Sind umgekehrt zwei 
projektive S, gegeben, so kinnen wir sie offenbar immer als windschief 
annehmen; im $3, der sie verbindet, nehmen wir dann irgend eine Gerade, 
die drei andere, durch drei Paare entsprechender Punkte bestimmte 
Gerade schneidet, als Achse eines Biischels. Jede Ebene desselben muB 
dann (vgl. Nr. 1) die beiden S, in entsprechenden Punkten schneiden, 
also u. 8. W. 


3. Die Gleichung der projektiven Beziehung zweier S, kann stets 
in der Form X = Y geschrieben werden, so daf also entsprechende Punkte 
immer durch Variation eines einzigen Parameters erhalten werden kénnen. 
Das ist dann und nur dann der Fall, wenn die Grundpunkte 0, oo und 
der Einheitspunkt beztiglich der Koordinate X bzw. den Grundpunkten 
0, co und dem Kinheitspunkt beztiglich der Koordinate Y entsprechen. 

Sind aber die beiden S, tibereinandergelagert*) und X und Y auf 
dieselben Grund- und Einheitspunkte (die nicht alle drei Doppelpunkte sein 
kénnen, wenn wir den Fall ausschlieBen, daB die Projektivitét die Identitit 
ist) bezogen, so lift sich die Gleichung der Projektivitit in die Gestalt 
X—hkY bringen, wenn zwei Doppelpunkte vorhanden sind, die wir als 
Punkte 0 und oo nehmen; daraus folgt, dafB das Doppelverhiltnis der 
beiden Doppelpunkte und zweier einander entsprechender Punkte konstant 
und gleich k(Invariante der Projektivitiat)ist. Unter denselben Voraussetzungen 
lat sich die Gleichung der Projektivitat in der Gestalt X = Y-- k schreiben, 
wenn blof ein einziger Doppelpunkt vorhanden ist, indem wir diesen als 
Punkt co wihlen und den Nullpunkt beliebig annehmen. 

Diese letzte Gleichung zeigt, da eine nicht identische Projektivitiit 
eines S; in sich, mit einem einzigen Doppelpunkt, nicht zyklisch sein 
kann. Damit ist folgendes gemeint: Geht man von einem (vom Doppel- 
punkt verschiedenen) Punkt aus und sucht seinen entsprechenden, dann 
von diesem wieder den entsprechenden u. s.w., so gelangt man so durch 
eine endliche Anzahl » der Reihe nach einander entsprechender Punkte 
niemals zum Ausgangspunkt zuriick. Ist Y die Koordinate des letzteren, 
so gelangt man zum Punkt mit der Koordinate Y-+ nk. 

Wenn aber die Projektivitaét zwei Doppelelemente hat, also durch 
X=hkY gegeben ist, so hat der n‘® Punkt in der Reihe einander ent- 
sprechender Punkte die Koordinate X=k"Y, wenn wir von einem Punkt 
mit der Koordinate Y ausgehen, der kein Doppelpunkt ist; damit dieser 
n° Punkt nun der erste in der Reihe ist, der mit dem Ausgangspunkt 


*) Die folgenden Betrachtungen sind als ganz spezielle Fille in jenen des Kapitels IV 
enthalten. 
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zusammenfallt, ist notwendig und hinreichend, dap die Invariante k primitive 
n* Kinheitswurzel ist. Es folgt auch, daB diese Beziehung fiir jeden Punkt 
gilt, wenn sie fiir einen besonderen Punkt gilt. Die Projektivitiit des S, in 
sich heiBt dann zyklisch vom Grade n, und die n Punkte, die aus dem 
gegebenen und den 2—1 ihm der Reihe nach entsprechenden bestehen, 
bilden eine zyklisch-projektive Gruppe. 

Fiir n=2 erhalten wir die gewéhnliche Involution. Die beiden Doppel- 
elemente bilden mit zwei einander entsprechenden Elementen eine har- 
monische Gruppe’). 

Im Falle n=3 bildet jeder der beiden Doppelpunkte mit den dre 
Punkten eimes Zyklus eine dquianharmonische Gruppe. Ist etwa Z die 
Koordinate des einen Doppelpunktes und Y, Y’, Y’’ die Koordinaten der 
Punkte eines Zyklus, so ist das Quadrupel ZY Y’Y” projektiv dem 
Quadrupel ZY’ Y’’ Y und unsere Behauptung folgt, wenn wir uns der 
in Nr. 3 des Kapitel II erliuterten Beziehungen erinnern, aus den 
Gleichungen ; ; 

(ZYY'Y") =(4ZY'Y"Y)= pe 2 Fae) 1 
(Ze Ye) se AH A8 iN A BEY 
Ist n=4, so ergibt sich aus den Gleichungen 


bee vee eS a: (ae Vis Vee Y) =a Oey? Ve Ke) 


als notwendige und hinreichende Bedingung, damit vier Punkte in gegebener 
Ordnung eine zyklisch-projektive Gruppe bilden, die, dafi der erste und 
dritte harmonisch konjugiert beziiglich des zweiten und vierten sind. 

Wir bemerken schlieBlich noch, daB alle Uberlegungen dieser und 
der vorhergehenden Nummer in gleicher Weise (vgl. Kapitel II, Nr. 3, 
letzter Absatz) fiir zwei verschiedene oder tibereinandergelagerte oo*-Gesamt- 
heiten gelten, wenn sich die Elemente einer jeden Gesamtheit in ein- 
eindeutige und algebraische Korrespondenz zu den Werten eines Parameters 
setzen lassen. 


4, Wir gehen nun an die Definition der Projektivitat zweier beliebiger 
S,(7 >1). Wir kénnen jetzt, indem wir sie auf unseren Fall ausdehnen, 
die Sravupr’sche Definition der Projektivitét zwei- und dreistufiger Gebilde 
aufnehmen, wenn wir noch eine auf die Aufnahme imaginirer Elemente 
hinzielende Einschrinkung hinzufiigen. Wir sagen also: Zwer Rdwme S, 


5) Die Gleichung der Involution, bezogen auf die Doppelpunkte, ist X-- Y= 0, 
Die allgemeine Gleichung einer Involution ist 
AXY-UB(X + Y)-+ D=0. 
La&Bt man die Punkte 0 und ov einander entsprechen, so nimmt diese Gleichung die Gestalt 
_XY=k oder, durch Anderung des Einheitspunktes, X Y= 1 an. 


4* 


( 
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und St von r Dimensionen sind projektiv, wenn zwischen den So, S1, «++, Sp-1 
des einen und den So, Si, -.., Sr-1 des anderen eine derartige ein-eindeutige 
Korrespondenz besteht, dafi, wenn ein S; in einem S; liegt, der entsprechende 
St, gleichfalls im entsprechenden Sj liegt und wenn aufgerdem®) einem Si 
des einen Raumes 8, ein dem Sy projektiver Si des anderen Raumes 8S; ent- 
spricht. Zu dieser Definition machen wir zwei Bemerkungen: 


a) Es geniigt, die Projektivitit fiir zwei besondere, einander ent- 
sprechende S, und S; nachzuweisen, da sie damit auch fiir jedes andere 
Paar entsprechender S; nachgewiesen ist. Sind nimlich A; und Ri zwei 
andere entsprechende Gerade der Riume S, und S;, so beziehen wir S: 
und , perspektiv auf ein beliebiges Hyperebenenbiischel, dann sind 
Si und R, gleichfalls perspektiv bezogen auf das Biischel der entsprechenden 
Hyperebenen; da nun S, und Sj; laut Voraussetzung projektiv sind, sind 
es auch die beiden Biischel und infolgedessen auch FR, und Rj. 


b) Die Hauptbedingung der Definition sagt mehr als nétig ist: 
d.h. es geniigt, folgendes nachzuweisen. Ist 7, 7 fest und 7+-7, so ent- 
sprechen den Unterriumen S; und S; des S, in ein-eindeutiger Weise die 
Unterriume S; und S/ des S; derart, daB, wenn ein S; in einem S; liegt, 
der entsprechende S; im entsprechenden S; liegt und umgekehrt. Denn 
dann gilt dasselbe fiir ganz beliebige Werte 7, 7. Behandeln wir zuerst 
den Falli=j —1. Wir nehmen im S, einen beliebigen Sj+1 und betrachten 
alle Sj, die in ihm enthalten sind. Je zwei derselben schneiden sich in 
einem S;-1 und ihrer Gesamtheit wird laut Voraussetzung im S/ eine 
Gesamtheit von Sj entsprechen, die zu je zweien einen S/_; gemeinsam 
haben. Nun kénnen diese Sj aber nicht alle durch denselben S/_; gehen, 
da dasselbe sonst bei den entsprechenden S; im S, der Fall wiire; also 
(vgl. Kapitel I, Nr. 18) gehéren sie einem S/,; an. Nehmen wir diesen 
S41 als dem betrachteten S;,1 entsprechend an, so dehnt sich die ein- 
eindeutige Korrespondenz auf die Unterréume von j-+1 Dimensionen der 
gegebenen Riume S, und S; aus und, wenn wir so fortfahren, auf alle 
iibrigen Raéume, deren Dimension >) ist und es ist ganz evident, daB, 
wenn einer von diesen in einem anderen liegt, dasselbe mit den ent- 
sprechenden der Fall ist. Um nun weiter zu jedem Sj-2 (und allgemein 
zu jedem Unterraum von einer Dimension <j—1) des S, den entsprechenden 
Raum im S; zu bestimmen, geniigt es, diesen Sj-2 als Kern eines &,_;41 
von Hyperebenen zu betrachten und zu beachten, daf gemiB der vor- 
stehenden Darlegung bereits eine Korrespondenz zwischen den Hyper- 
ebenen und Hyperebenenbiischeln des S, und jenen des S; besteht und 


*) Ist die Korrespondenz algebraisch, so ist diese letzte Bedingung tiberfliissig 
(vgl. die Anmerkung 3). 
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dann den zum vorstehenden korrelativen Beweisgang einzuschlagen. 
SchlieBlich machen wir noch die Annahme, daf zwar gleichfalls i<j, 
aber jetzt 7+-j7—1 sei. Wir nehmen einen beliebigen S;4; des S, und 
zwei ihn bestimmende §;, die sich also in einem S;-1 schneiden; diesen 
beiden S; entsprechen zwei Si, die laut Voraussetzung nicht zusammen- 
fallen kénnen und also einem S;, wo k>i-+-1 ist, zugehdren. Offenbar 
entspricht nun, immer laut Voraussetzung, jedem S; dureh den Sj41 ein 
Sj durch die beiden Sf und daher durch den S; und umgekehrt; also 
entspricht jedem 8; des S;s1 (sofern er in jenen S; liegt) ein S/ des S% 
(sofern er im entsprechenden SS; liegt) und umgekehrt. Nun nehmen 
wir im S; zwei S{ an, die einen S/,; bestimmen; ihre entsprechenden 
Riiume, die nicht zusammenfallen kénnen, gehdren dem S,41 an; wie 
oben, ergibt sich, daf jedem S; durch den Sj4; ein S; durch den Si41 
entspricht und umgekehrt. Das zeigt, daB S;= Six: ist, da wir ja 
sonst einen Widerspruch gegen die Voraussetzung einer ein-eindeutigen 
Korrespondenz zwischen den S; des S, und den Sj des S; hitten. Wir 
kiénnen so die S;41 des S, in ein-eindeutige Korrespondenz zu den S/41 
des S; setzen und dann wie im ersten Falle verfahren. 


5. Die gegebene Definition der Projektivitaét zwischen einem S, und 
einem S* (oder zwischen einem =, und einem ~,) gilt auch fiir die Pro- 
jektivitiit zwischen einem S, und ;, wenn wir in der Definition So, 
Si, ---, Sr-1 durch 2%}, Xj, ..., 27-1 ersetzen. Im ersten Falle heiBt die 
Projektivitét Homographie oder Kollineation, im zweiten Reziprozitdt oder 
Korrelation. 

Wenn wir also nur solche Eigenschaften zweier projektiver Réiume S, 
und S; betrachten, die davon unabhangig sind, ob diese beiden Riume 
zusammenfallen, sich schneiden oder unabhingig sind — was wir 
kurz durch die Aussage zum Ausdruck bringen, daB wir Projektivitdten 
zwischen zwei verschiedenen Riumen betrachten — (und nur von solchen 
Eigenschaften soll in diesem Kapitel die Rede sein, abgesehen vom 
Fundamentalsatz und von den Siitzen tiber perspektive Riume), so ist es nicht 
notig, Kollineationen und Korrelationen ausdriicklich zu unterscheiden, 
da wir in einem Raum ohneweiters die Bezeichnungen ,Punkt“ und 
»Hyperebene“ vertauschen kénnen. 

Das geht jedoch nicht mehr, wenn wir die Projektivitat eines Raumes 
in sich oder, wie man auch sagt, die Projektivitdt zweier tibereinander- 
gelagerter Réume betrachten: wir haben ja dann nur einen einzigen Raum 
(d. h. nur ein einziges Koordinatensystem) vor uns, und wenn wir in diesem 
statt ,Punkt“ ,Hyperebene“ sagen, miissen wir natiirlich auch ,,Hyper- 
ebene“ statt ,Punkt“ sagen. Die beiden Projektivititen sind also wohl zu 
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unterscheiden und werden beziehungsweise Homographie oder Kollineation 
eines Raumes in sich und Reziprozitit oder Korrelation eines Raumes m 
sich genannt. Beiden sind die Eigenschaften des allgemeinen Falles zweier 
verschiedener Riume gemeinsam, die ja mit dem Umstand, da8 sich die 
Projektivitiit auf die Punkte (oder auf die Punkte und Hyperebenen) eines 
einzigen Raumes S, bezieht, nicht unvereinbar sind; wie wir aber sehen 
werden (Kapitel IV und V), gibt es eine Reihe wichtiger Beziehungen, 
die sich ausschlieBlich aus diesem Umstand ergeben. 


6. Aus der Definition der Nr. 4 folgt: Zwei Rdume, die zu emem 
dritten projektiv sind, sind auch untereinander projektiv; und: Zwei einander 
entsprechende Unterrdume zweier projektiver Riume sind ebenfalls projektiv. 
Die Projektivitiit zwischen zwei solehen entsprechenden S;, und S; (oder 
x; und =X; oder auch S, und 2) heibt der gegebenen untergeordnet. 

Wir gehen nun an den Beweis des Hauptsatzes: Ist ein Raum S, 
kollinear in sich transformiert und gibt es r+-2 Doppelpunkte, die zu je 
r+1 unabhingig sind, also nicht m einer Hyperebene liegen, so ist die 
Kollineation die Identitdét. Da der Satz fiir r=1 gilt (Nr. 1), wird er all- 
gemein bewiesen sein, wenn wir ihn, unter der Voraussetzung seiner 
Giltigkeit fiir zwei Riume von r—1 Dimensionen, fiir zwei Réiume von 
r Dimensionen bewiesen haben. Seien also Ao, A1, .-., A-+1 die Doppel- 
punkte. Die Hyperebene des S,, die etwa durch Ao A; ... A,-1 bestimmt 
ist, wird sich selbst entsprechen, da diese Punkte Doppelpunkte sind; eben- 
so entspricht die Gerade A, A,+1 sich selbst und somit ist der Schnitt- 
punkt B der Hyperebene und dieser Geraden ebenfalls ein Doppelpunkt. 
Da der Satz laut Voraussetzung fiir Riume von r—1 Dimensionen gilt, 
besteht diese Hyperebene aus lauter Doppelpunkten, weil ja ihre r+ 1 
Punkte Ao, A1, ..., A,-1, B Doppelpunkte sind und keine r derselben in 
einem S,-2 liegen, denn das kann offenbar weder mit den r Punkten A der 
Fall sein, noch etwa mit den Punkten Ao, Ai, ..., A,-2, B, da ja sonst 
die Punkte Ao, Ai, ..., A,-2, A,, Arti in einem S,-1 liegen miiBten; und 
ebenso sind alle Punkte der Geraden A, A,+1 Doppelpunkte (Nr. 1). Es folgt, 
daf jede nicht durch B gehende Hyperebene des S, sich selbst entspricht, 
denn sie schneidet die Hyperebene Ao, A1, ..., A--1 und die Gerade A, A,+4 
in einem S,-2 und in einem Punkt, die sich selbst entsprechen und die 
betrachtete Hyperebene bestimmen (Kapitel I, Nr. 16); also ist jeder Punkt 
des S, Doppelpunkt, da die Hyperebenen durch ihn sich selbst ent- 
sprechen. 

Mittels dieses Satzes beweist man durch eine der vorstehenden 
analoge Uberlegung folgendes allgemeine Theorem: Ist ein Raum S, 
kollinear in sich transformiert und sind Sa,, Sa,, Sa, --- Réwme von lauter 
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Doppelpunkten, die dem 8, zugehiren und mindestens einen Punkt gemein- 
sam haben, so ist die Kollineation die Identitit. 


7. Ein S;, des S, heiBt perspektiv zu einem Bund mit einem vom S; 
unabhingigen Kern S,-;-1, wenn wir jedem Raum §S; des S; den ihn 
enthaltenden Raum S,-;,; des Bundes zuordnen oder, kurz ausgedriickt, 
wenn der S;, Schnitt des Bundes oder letzterer Projektion des S;, ist. 

Zwei Riiume S; und S; des S,, die sich in einem S, (h=>— 1) sehneiden. 
und also einem S2;-, zugehiren, heiSen perspektiv, wenn wir S, und S% 
als Schnitte eines Bundes des S2;-; ansehen, dessen Kern S;-,-1 vom S; 
und vom Sj; unabhiingig ist; wenn wir also ihre Riume S; und Sj einander 
zuordnen, die im selben S;-,4; des Bundes liegen. So verfihrt man im 
wesentlichen in der Geometrie des in Rede stehenden S2z-,; will man 
die Sache aber in einem Raum von gréSerer Dimensionszahl betrachten, 
insbesondere in unserem vorgegebenen Operationsraum S,, so geniigt es, 
einen Sz-a+z-1 des S, anzunehmen, der den S2z-, gerade im obigen Kern 
Sz-n-1 schneidet; es ist klar, daB S, und S; dann ebensogut als Schnitte 
des Bundes mit dem Kern S;-,4,-1 angesehen werden kénnen. Da sich 
Sz-n+-2-1 und Soz-;, im S;-;,-1 schneiden und héchstens dem S, zugehéren 
sollen, muS offenbar x<r—2k-h sein. 

Korrelatiy dazu heiBen zwei Biinde, deren Kerne S;, und S; einem S, 
zugehéren und sich also in einem S2;z-, schneiden, perspektiv, wenn wir 
sie als Projektionen eines und desselben Raumes S,+,-, ansehen, der den 
Soz-, enthalt (wenn einander also zwei Riume der beiden Biinde ent- 
sprechen, die durch ein und denselben Raum, der im S,+z-, liegt und 
eleichfalls den S2z-, enthalt, hindurchgehen) oder als Projektionen eines 
Raumes S,+4,-,-2, der zusammen mit dem So;-;, den S,+4z-, bestimmt. Fiir 
die Zahl x ergibt sich naturgem&B die Beschrinkung v<2k—h-+1. 

Es ist klar, daS in allen Fiillen die perspektive Beziehung ein 
besonderer Fall der kollinearen ist. 


8. Es gilt der bemerkenswerte Satz: Zwei kollineare und unabhingige 
Réwme S;, und Si, sind perspektiv. Sei in der Tat Soxz+1 ihr Zugehorigkeits- 
raum und Ao, Ai, ..., Azii1k+2 Punkte des S; so, da’ je +1 unab- 
hiingig sind; dasselbe wird dann mit ihren entsprechenden Punkten AQ, 
Aj, -.-, At+i der Fall sein (denn wiren etwa Ao, Ai, ..., Az in einem 

%-1 enthalten, so miiSten (Nr. 6) ihre entsprechenden Punkte Ao, A1, .-., Ax 
in einem S-1 liegen. Daraus folgt, daB etwa die &+1 Geraden Ao Ad, 
A, Aj, ..., A, Az den obigen Soxz41 bestimmen und daher (Kapitel I, 
Nr. 14) unabhingig sind und weiter, daB jeder Punkt der Geraden Ajs1 Ait 
auBerhalb jedes S2z-1 liegt, der bloB & der betrachteten k+-1 Geraden 
enthalt, da ja sonst diese & Geraden und die Gerade Aj+4; Az41 in einem 
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So, enthalten wiren. Ist also Az4; ein beliebiger Punkt der Geraden 
Azi1 Afe1, So geht durch ihn ein und nur ein Raum §;’, der die obigen 
k-+-1 Geraden in je einen Punkt trifft (Kapitel 1, Nr. 19); diese Punkte 
bezeichnen wir beziehungsweise mit Ad’, At’, ..., Az’. Nun projizieren 
wir S; aus Sj’ auf Si; es resultiert dann eine Kollineation des S; in sich, 
in welcher ein Punkt, der gemi8 der gegebenen Kollineation einem Punkt 
des S, entspricht, und die Projektion dieses letzteren Punktes einander 
“zugeordnet sind. In dieser Kollineation gibt es /-+-2 Doppelpunkte, naimlich 
Aj, Aj, ..., Aksi, sie ist also (Nr. 6) die Identitét. S, und S% sind also 
Sehnitte des Bundes des Soz41 mit dem Kern S;’ oder, kurz gesagt, 
perspektiv aus Si’. Eine derartige Perspektivitiit kann durch k-+-1 Per- 
spektivitdten aus Punkten (Kapitel II, Nr. 8) ersetzt werden. 

Hervorgehoben sei noch, daS der S;’ nicht nur mit den Geraden 
Ay Ad, A1 Ai, ---, Ax+1 At+1 je einen Punkt gemeinsam hat, sondern mit 
allen co Verbindungsgeraden entsprechender Punkte des S; und des S%; 
lassen wir also den Punkt Aj4, die Gerade Az41 Aji durehlaufen, so 
ergeben sich co'k-dimensionale Riume, unter welchen sich auch S;, und Sj, 
befinden und von denen irgend zwei irgend einem dritten perspektiv sind. 

Weiter bemerken wir, da ebenso, wie die cot Riume von & Dimen- 
sionen durch die co* Geraden projektiv aufeinander bezogen werden, auch 
irgend zwei dieser Geraden durch jene Riume projektiv aufeinander 
bezogen erscheinen. Ist nimlich S:,-1 der Zugehérigkeitsraum etwa der 
Geraden Ap Ap, A1 Aj, ..., Ax-1, Az-1, So enthalt jeder S:;, der diesen 
Soz-1 mit einem Punkt 4;’ der Geraden A; Aj, verbindet, den S;’, 
da er ja k+-1 unabhiingige Punkte Aj’, Ai’, ..., Az’ desselben enthilt 
und somit auch den Punkt Aji: der Geraden Az+41 Az41. Die Punktreihen 
mit den Triigern 4; A; und Az+; Azsi, die von Az’ und Az, beschrieben 
werden, wenn der S;’ jene co!-Gesamtheit durchliuft, sind also perspektiv, 
da sie Schnitte desselben Bundes (Biischels) der S2; sind, der als Kern 
den obigen Soz-1 hat. 

Die Mannigfaltigkeit von &-+1 Dimensionen, die von diesen oo! 
k-dimensionalen Riumen und ebenso von den oo” Geraden gebildet wird, 
kann im gewissen Sinne als Verallgemeinerung der quadratischen Regel- 
flichen des gewoéhnlichen Raumes angesehen werden. 


9. Aus dem in der vorhergehenden Nummer bewiesenen Satz schlieBen 
wir, da8 bei eventueller Vermehrung der Dimensionen des Operations- 
raumes') jede Kollineation zwischen zwei nicht unabhiingigen Riumen S, 
und S;, als Produkt zweier Perspektivititen angesehen werden kann. Exrweitern 
wir in der Tat den Operationsraum zu einem S2z41, so daf wir einen 


") Vgl. den letzten Absatz der Nr. 5 des Kapitel I. 
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dritten, etwa vom S; unabhiingigen Raum S;’ betrachten kiénnen; diesen 
Si’ wihlen wir nun folgendermafen: Es sei S,; (20) der Sehnitt von 
S, und Si; wir nehmen dann im S; einen vom 5S, unabhiingigen S,-1-1 
und legen durch diesen einen allgemeinen Sj’, der also, wie wir wollten, 
vom S; unabhiingig ist. Da sich S; und Si’ in einem S;-,-1 schneiden, 
bestimmen sie einen Sz42+1. Betrachten wir in diesem Sy4;41 einen vom 
S; und S;" unabhingigen S#, so kénnen wir diese beiden Riume als 
Schnitte des Bundes mit dem Kern Sj, d. h. als perspektiv aus diesem S# an- 
sehen. Da S;, und S; laut Voraussetzung kollinear sind, ergeben sich S, 
und §;’ gleichfalls als kollinear, u. zw. als perspektiv aus einem Raum von 
ebenfalls & Dimensionen (Nr. 8). Damit ist die Beziehung bewiesen. 

Ersetzt man die beiden betrachteten Perspektivititen durch Per- 
spektivitiiten aus Punkten (Kapitel II, Nr. 8), so erkennt man, da8 unter 
Umstainden bereits eine Anzahl <k+h+2 hinreichend ist. Dariiber 
finden sich jedoch genauere Resultate, die auch keine Vermehrung der 
Dimensionen des Operationsraumes erfordern, in den beiden niichsten 
Nummern. 


10. Wir beginnen mit der Bemerkung, daf der Schnitt S, zweier 
perspektiver Riume S;, und S; durchwegs aus Doppelpunkten besteht. 
Umgekehrt: Sind zwei Rdaume S, und Sj kollinear und schneiden sie sich 
in einem S,(0<h<k—1) von lauter Doppelpunkten, so sind sie perspektiv. 

Es sei zuerst h ~k—1. Dann trifft ein S, des S;,, der nicht ganz im 
Schnitt S,-1 von S, und S; liegt, diesen S;-1 in einem Doppelpunkt; also 
schneiden sich dieser S, und sein entsprechender Sj des S; und sind 
perspektiy. Das Zentrum O der Perspektivitét ist ein Punkt sowohl auber- 
halb des S; wie auch auferhalb des S;, da sonst jeder Projektionsstrahl 
und also auch der S; im S; und infolgedessen im S;-1 liegen, d. h. mit 
dem S, zusammenfallen miiBte, gegen die Voraussetzung, da® dieser 
auBerhalb des S;,-1 angenommen sei. Projizieren wir nun den S; aus O 
auf den Si, so gibt das eine Perspektivitiit, in der S,-1 Raum von Doppel- 
punkten ist und dem S; der Si entspricht; wegen der gegebenen Kollineatiou 
folgt eine kollineare Verwandtschaft des S; in sich, die die Identitiit sein 
muB, weil in ihr S;-; und Sj durchwegs aus Doppelpunkten bestehen 
(Nr. 6, letzter Absatz). Die gegebene Kollineation fallt also mit unserer 
Perspektivitét zusammen. 

Jetzt setzen wir h als beliebig (0<h<k—1) voraus. Es seien Apis, 
Brit) «++» Cust &—h Réiume Shs1, die im S; durch den S, gehen und 
den S; bestimmen und Aji1, Biss, ---, Casi, die in der gegebenen Kollineation 
entsprechenden Raume, die gleichfalls durch den S, gehen und den S; 
bestimmen. Dem yorstehenden Falle entsprechend sind also Aji und 
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Ajst, Basi und Bry, ---, Cis1 und Cis1 perspektiv aus gewissen Punkten 
Ox, Os, ..-, Ox-r, die einen S;-,-1 bestimmen. Denn wenn Of Onp.tio5 On 
bereits einem S;-,-:-1 (i> 0) angehirten, so giibe dieser Raum, mit dem 
S, verbunden, hochstens einen Soz-n-, der auch Afsi, Bass, ---, Cha 
und somit auch den S% enthalten miiBte, was aber nicht der Fall sein 
kann, da S; und Sz einen S2;-, bestimmen. Mittels einer analogen Uber- 
legung ergibt sich, daB der Zugehirigkeitsraum S;-n-1 der Punkte Or, 
Oz, ..., Ox-n Weder mit dem S; noch mit dem Si einen Punkt gemeinsam 
hat. Wir kénnen daher im Soz-, den S; aus dem S;-,-1 auf den S; 
projizieren; es ergibt sich eine Perspektivitiit, in der S, Raum von Doppel- 
punkten ist und in der Ajsi und Afst, Bust und Bass, ---, Cosi und 
Ci41 einander entsprechen. Wir schlieBen wie oben, daB diese Perspektivitat 
mit der gegebenen Kollineation identisch ist. Bemerkt sei noch, dal auch 
diese Perspektivitit durch k—h Perspektivitéten aus Punkten ersetat 
werden kann. 

Dual gilt: Zwei Biinde, deren Kerne S, und Sj, einem S, 2ugehdren, 
sind perspektiv, wenn alle beiden Biinden gemeinsamen Hyperebenen, die 
also durch den S, gehen, sich selbst entsprechen. 


11. Wir zeigen nun, daB eine Kollineation zweier nicht tibereinander- 
gelagerter Riume S, und Sj durch hichstens k4+-1 Perspektivititen aus 
Punkten ersetat werden kann. Es sei A ein allgemeiner Punkt des S;, und 
A’ der entsprechende Punkt des S;; auf der Geraden 4A’ nehmen wir 
einen Punkt O auBerhalb des S;, und des S; an, also verschieden von 
A und A’ und projizieren S; aus O auf einen Raum S;/ des Sy4i1=OS;, 
der mit S, den Punkt A gemeinsam hat, aber von S; verschieden ist. 
Wegen der gegebenen Kollineation sind auch S; und S;' kollinear und 
haben A als Doppelpunkt. Nun nehmen wir eine allgemeine Gerade r 
des S; durch A; ihre entsprechende Gerade r’’ des Si’ geht dann gleich- 
falls durch A. Die beiden Punktreihen r und r’’ sind dann _perspektiv 
aus einem gewissen Punkt O’ auSerhalb S;, und §;/; projizieren wir S%/ 
aus O’ auf einen Raum S;’’ des Syi1= 0’ Si’, der durch r geht, aber 
von S; verschieden ist, so sind jetzt S, und S;’ kollinear und haben r 
als Gerade von Doppelpunkten. Fahren wir so fort, indem wir zuniichst 
eine allgemeine Ebene des S; durch 7 gehen lassen und die entsprechende 
Ebene des S;’’ betrachten u.s. w., so gelangen wir zum Beweis unseres 
Satzes; wir erhalten ja schlieBlich zwei kollineare Riume S, und Sone deren 
Sehnittraum S;,-1 Raum von Doppelpunkten ist; derartige Riiume sind 
aber perspektiv aus einem Punkt (Nr. 10). Die der Reihe nach perspektiven 
Riume sind S,, S,, S,”, ..., $!*”, S,. Die Anzahl der Perspektivititen 
aus Punkten ist k+1; sie reduziert sich auf k—h, wenn S; und S% 
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einen S, von Doppelpunkten gemeinsam haben, denn man kann dann, 
obige Uberlegung wiederholend, von zwei einander entsprechenden S)+1 
des S; und S; ausgehen, die beide durch den S, gehen und also perspektiy 
sind u.s. w. Es geniigen gleichfalls /—h Perspektivititen aus Punkten, 
wenn der S, von Doppelpunkten der Schnittrawm von S, und Sj ist 
(Nr. 10). Wenn aber diese letzte Bedingung nicht erfiillt ist, S, und S% 
also einen Raum von weniger als 24—h Dimensionen bestimmen, so 
kann man die &—h Perspektivitiiten aus Punkten nicht durch eine einzige 
Perspektivit&ét aus einem S;-,-1 ersetzen. 

Haben wir schlieBlich zwei kollineare und_ tibereinandergelagerte 
Riiume S,; und Sj, so projizieren wir zuerst den S; aus einem Punkt O 
auf einen anderen Raum Si’ des Sz41= OS%; wegen des eben Bewiesenen 
schlieBen wir, daS zum Ubergang vom S, zum S% hichstens k+ 2 Per- 
spektivititen aus Punkten nétig sind. 


12. Es seien VW und N zwei Punkte eines Raumes S,, WM’ und N’ zwei 
Punkte eines anderen Raumes S;; ferner seien die Biinde M, N und die 
Biinde M’, \’ kollinear aufeinander bezogen mit der Einschrinkung, daf 
die Biinde 17 N und W’N”’ in einer einzigen, den beiden gegebenen 
Kollineationen untergeordneten Kollineation aufeinander bezogen sind. 
Ich behaupte, daB eine und nur eine Kollineation zwischen S, und S*. existiert, 
der die betrachteten Kollineationen untergeordnet sind. 

Zum Beweis laBt sich die in der gewohnlichen projektiven Geometrie 
gebriiuchliche Uberlegung unmittelbar ausdehnen. Einem Punkt X des 
S,, auBerhalb der Geraden IZN, ordnen wir den Punkt X’ des S; zu, 
der jenen beiden Geraden der Biinde 1/’ und N’ gemeinsam ist, die den 
Geraden MX und NX entsprechen; diese Geraden schneiden sich sicher, 
fiir + >2 wegen der angegebenen Einschriinkung; dieser Punkt X’ liegt 
dann sicher auBerhalb J/’ N’. Ist umgekehrt X’ gegeben, so ist X bestimmt. 
Beschreibt X einen S,-1 durch M (oder N), so beschreibt X’ offenbar 
einen S;-; durch M/’ (oder N’); beschreibt X einen §S,-1, der weder MW 
noch N enthilt, so entsteht eine Perspektivitét zwischen den Biinden MZ 
und N, welche eine Projektivitit zwischen M/’ und N’ zur Folge hat, die 
aber wegen der erwahnten Einschrinkung und wegen des zweiten Satzes 
der Nr. 10 eine Perspektivitiit ist; daher beschreibt X’ einen S;-1, den 
wir jenem §S,-1 zuordnen. Wir vervollstiindigen noch die Korrespondenz 
zwischen den Punkten, wenn wir bemerken, daf die den S,-; durch einen 
von M und N verschiedenen Punkt X von MN entsprechenden S;-1 
durch einen Punkt X’ (den wir X zuordnen) von M’ N’ gehen miissen, 
da ja r allgemeinen Hyperebenen durch X nicht r Hyperebenen ent- 
sprechen kénnen, die einen Punkt X’ aufSerhalb J/’N’ bestimmen, da 
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sonst nach dem Gesagten auch jene einen Punkt auBerhalb MZ N bestimmen 
miiBten. Wir erhalten also (Nr. 4) eine Kollineation zwischen den beiden 
Riumen S, und S%, die den gegebenen Bedingungen geniigt und, wie aus 
der Konstruktion folgt, die einzig mégliche ist, bei der das zutrifft; es 
ist ja klar, daB jede Kollineation, der die gegebenen Projektivitéten unter- 
geordnet sind, auf die eben gezeigte Art konstruiert werden kann. 

Wir wiederholen, daS dieser und die folgenden Siitze auch fiir 
Korrelationen gelten, wenn wir nur die Bezeichnungen zweckmibig ab- 
indern (Nr. 5). 


13. Um zwei Riéume S, und 8S). kollinear aufeinander zu beziehen, 
kann man r-|-2 beliebige Punkte des S, auswidhlen, von denen nur keine 
r-+-1 in einer Hyperebene liegen*) und ihnen als entsprechende r+-2 Punkte 
des S; zuordnen, die an dieselbe Bedingung gebunden, sonst aber gleichfalls 
beliebig sind. Zwischen S, und S; ergibt sich dann eine und nur eine 
Kollineation. 

Da der Satz fiir r=1 gilt (Nr. 1), beweisen wir ihn fir beliebige 
Werte 7 unter der Voraussetzung, daB er fiir Werte <r gilt. Es seien Po, 
P,, ..., Pp+1 die gegebenen Punkte des S, und Po, Pi, ..., Pr+1 die ibnen 
entsprechenden Punkte des-S*. Wir beziehen etwa die Biinde Po, Po 
kollinear aufeinander, indem wir den Geraden Po P1, Po Po, ..., Po Pr+1 
die Geraden Po Pt, Po P3, ..., Pd P41 zuordnen und ebenso etwa die Biinde 
P;, Pi, indem wir den Geraden P; Po, P:1 Po, ..., P: Pr+1 die Geraden 
P,P), Pt Pe, ..., Pi Pri entsprechen lassen, was wir laut Voraussetzung 
kiénnen. Zwischen den Biinden PP; und Po Pt ergibt sich eine einzige 
untergeordnete Kollineation, in der den Ebenen Po P; Ps, ..., Po Pi Pp+1 die 
Ebenen 26 Pi Ps, ..., Po Pt Pr41 entsprechen. Durch Anwendung des Satzes 
der vorigen Nummer gelangen wir jetzt sofort zum gewiinschten Resultat. 


14. Wir kénnen nun leicht den Satz der Nr. 12 verallgemeinern, 
indem wir den folgenden beweisen: Sind S;-1 und S;-1 zwei unabhingige 
Riume des S,, die also einen S,+z-1 bestimmen, ferner S;-1 und Sz_, zwei 
gleichfalls unabhiingige Riume des S;, die also einen Sj4z-1 bestimmen 
(h<r—1, k<r—1, h+k<r) und besteht zwischen den Biinden S, 
und S; eine Kollineation und ebenso zwischen S; und Sj, mit der Ein- 
‘chrinkung, daf die Biinde S,4.-1 und S;4,-1 im einer einzigen, den beiden 
ersteren untergeordneten Kollineation aufeinander bezogen sind, so existiert 
eine und nur eine Kollineation zwischen S, und §;, der die betrachteten 
Kollineationen untergeordnet sind. 


*) Derartige r--2 Punkte erhiilt man, wenn man zuerst r+1 unabhiingige 
Punkte auswiihlt und dann den (7+ 2)'°" Punkt auferhalb der durch je r der ersteren 
bestimmten 7-++-1 Hyperebenen annimmt. 
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Nehmen wir in der Tat im S, einen Punkt X allgemein an und 
verbinden wir ihn mit dem S,4:-1, so erhalten wir einen S)4;, in welehem 
die Verbindungsriiume S, und S, von X mit S;-1 und S;,-1 liegen. Wegen 
der gegebenen Kollineation entsprechen S, und S; im S/ zwei Riiume Si 
und S;, die in dem dem Sis, entsprechenden Sj4, und nicht im S(4,-1 
liegen; S; und S% haben also einen Punkt XY’ gemeinsam, den wir dem 
Punkt X zuordnen. Fiallt Yin den S,-1(Analoges gilt fiir S,_1), so fallt sein ent- 
sprechender X’ in den Punkt, in dem d& Sj, des Bundes S;_-1, der dem S,=X S;-1 
entspricht, den S;-1 trifft. Und nun geniigt es, im S,-1  unabhingige 
Punkte JM, im*S;-1 & unabhiingige Punkte N und im S, weitere r—h—k-+_2 
Punkte P anzunehmen, die zusammen eine Gruppe von r+-2 Punkten 
bilden, von denen je -++-1 unabhiingig sind*). Die entspreechenden Punkte 
M’, N’, P’ unterliegen derselben Bedingung; denn wiiren etwa die Punkte W/’, 
N’ und r—h—k-+1 von den Punkten P’ in einem S/-; enthalten, so 
miiBten wegen der Kollineation zwischen den Biinden Syix-1 und Sj+x-1 
im entsprechenden S,-; auch die diesen Punkten entsprechenden Punkte 
liegen. Offenbar ist die durch die »+2 Paare (MM"’), (NN’) und (PP’) 
bestimmte Kollineation die einzige, die den gegebenen Bedingungen geniigt. 


15. Sind S, und S;, zwei beziehungsweise durch die Punkte Po, Pi, ..., Pi 
und P}, Pi, ..., P, bestimmte Riiume des S, und S;, bezeichnen wir ferner mit 
S° und S\”, die bezichungsweise durch die Punkte P,,...,P,_,,P.,,,-+-; Ps 
und P, ..., Pi-1, Pi+1, ..-, Pa bestimmten Riume und sind die h+-1 Paare 
von Biinden pe ea kollinear aufeinander bezogen mit der Einschrinkung, 
da8 eine einzige Kollineation zwischen den Biinden S, und S; den h--1 
ersteren untergeordnet ist, so erkennen wir in &hnlicher Weise wie oben, 
daB eine und nur eine Kollineation existiert, der diese Kollineationen unter- 
geordnet sind. 

Es sei X ein allgemeiner Punkt des S,; wir betrachten die h-+ 1 Riume 
yon f# Dimensionen, die ihn aus den BC. (¢=0, 1, ..., 2) projizieren und 
die alle im Sj+1 liegen, der X aus dem S, projiziert; daher liegen die 
ihnen in den Kollineationen der Biinde 8,” , und cae entsprechenden h +1 
Riiume von / Dimensionen wegen der obigen Einschrinkung in dem Sj+1, 
der in der Kollineation der Biinde S, und S; dem 5,41 entspricht. Diese 
letzteren h+-1 Riume haben also einen Punkt X” gemeinsam, den wir 
dem Punkt X zuordnen. Fallt X in einen Punkt P; (@=0, 1, ..., 2), so 
fallt X’ in den Punkt P/. Nun fiigen wir zu den A Punkten P; weitere 
y —h+2 Punkte hinzu, so dab je r+1 der so erhaltenen r+ 2 Punkte 
unabhingig sind; die entsprechenden Punkte haben dann dieselbe Kigen- 
schaft und diese »+2 Punktepaare bestimmen eine den gegebenen Be- 


dingungen geniigende Kollineation. 
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16. Uber die Bestimmung der Kollineationen oder Korrelationen er- 
wiihnen wir noch die folgende Beziehung: Besteht eine Kollineation zwischen 
zwei Biinden Sp-1 und Si-1 des S,, bew. des S;, so gibt es eine und nur 
eine Kollineation, der diese untergeordnet ist und in der r-+-1 allgemein 
angenommene Paare von Punkten einander entsprechen, die beziehungsweise 
in gleichfalls allgemein angenommenen Paaren entsprechender Rdume Sy 
und Sy, der beiden kollinearen Biinde liegen. 

Wir bezeichnen die 7-+-1 Punkt@paare mit (PP’), ferner mit S,-,-1 
und S/_;-1 die beziehungsweise durch »—h der Punkte P und die diesen 
entsprechenden »—h Punkten P’ bestimmten Riitume und beziehen dann 
die beiden Biinde S,-,-1 und S/-,-1 kollinear aufeinander, indem wir als 
Paare entsprechender Hyperebenen jene h-+-1 Paare von Hyperebenen 
nehmen, die wir erhalten, wenn wir bezichungsweise S,-,-1 und S;-,-1 mit 
jeh der tibrigen r+-1—(r—h) =h-+-1 Punkte P und mit den entsprechenden 
Punkten P’ verbinden und schlieBlich als (h-+2)** Paar die Hyperebenen 
S,--1== Sp-n-1 Sp-1 und Sy-1= St-y-1Sh-1. Wir kénnen jetzt den Satz der 
Nr. 14 anwenden, da die dort angegebene Kinschriinkung durch die Zu- 
ordnung der beiden letzten Hyperebenen erfiillt erscheint. 


17. Es seien S. und S; zwei kollineare Ruiume und Ao, Ai, ..., Arti 
r+ 2 beliebige Punkte des ersten, von denen nur keine 7-1 in einer 
Hyperebene liegen, ferner Ao, At, ..., 4/41 die ihnen entsprechenden Punkte 
des zweiten Raumes. Nehmen wir im S, die Punkte Ao, Ai, ..., A, als 
Grundpunkte und A,,1 als Einheitspunkt, analog im S, die Punkte Ad, 
Aj, ..., Ay als Grundpunkte und A;,; als Einheitspunkt und bezeichnen 
wir die laufenden Koordinaten im S, mit %, 21, ..-, 7 und im S, mit 
Yo, Yty +++) Yr, SO daB A; und Aj @=0, 1, ..., r) dieselben Koordinaten 
haben, die bis auf die i® alle gleich Null sind, so liefern die Gleichungen 


Mi = Yi G0} lie Caen r) 


offenbar (Nr. 2) eine kollineare Verwandtschaft zwischen S, und St, 

der die Punkte 4; und 4j (¢=0, 1, ..., r+1) einander entsprechen. 
Diese Korrespondenz fillt daher (Nr. 13) mit der zwischen S, und S/ bereits 
vorausgesetzten zusammen. Wihlen wir aber in den betrachteten Raiumen 
andere Grundecke, so driicken sich die alten Koordinaten. linear und 
homogen durch die neuen aus; daraus folgt sofort: Analytisch driickt sich 
eine kollineare Verwandtschaft zwischen zwei Raiwmen 8, und S; in r+-1 
linearen und homogenen Relationen mit konstanten Koeffizienten zwischen 
den Koordinaten zweier entsprechender Punkte aus; oder genauer: sind 
©, @1, ..., 2 die Koordinaten eines Punktes des 8, und yo, y1, ---, Yr die 
des entsprechenden Punktes des S,, so bestehen zwischen diesen Korda 
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Gleichungen von der Gestalt 


k=r k=r 
(1) ear G=0, 1; ey r), 
k=0 k=0 


“J . . 
wobei”) |azx|=-0 und |b:,|+-0 ist; oder auch, einfacher, von der Gestalt 
k=r ¥ 


(2) Oar ) any (i =0, ly sey r), 
k=0 


wobet Q ein Proportionalititsfaktor und | ai; | == 0 ist. 

Zu einer analogen Schluffoigerung gelangt man im Falle einer 
Korrelation, wenn man etwa den a; die Bedeutung von Hyperebenen- 
koordinaten gibt. 


18. Wir haben in der vorangehenden Nummer gesehen, da die Formeln 
fiir die Kollineation zwischen zwei verschiedenen Raumen S, und S; durch 
geeignete Wahl der Grundpunkte und des Einheitspunktes in die kanonische 
oder reduzierte Form’) 

Vi= Yi G=0, tees r) * 
gebracht werden kénnen, Ahnlich seien 


u=Yyi =0, ibs sety 1). 


die Formeln einer Kollineation zwischen zwei anderen verschiedenen 
Riumen S* und S*’ yon +r Dimensionen. Mittels der kollinearen Trans- 
formationen des S, in den S; und des S; in den S*’, die beziehungsweise 
dureh die Formeln 

a= und y=ye (G%=0,1,..., 7) 


gegeben sind, wird die erste Kollineation in die zweite transformiert. Das 
meinen wir, wenn wir sagen: Alle Kollineationen (und analog alle Kor- 
relationen) zwischen verschiedenen Riumen von r Dimensionen sind projektiv 
identisch. Daraus folgt: Eine Kollineation (und ebenso eine Korrelation) 
zwischen verschiedenen Riumen hat keine absoluten Invarianten"*). 


19. Es wird niitzlich sein, noch weitere Formeln anzugeben, die wie 
die Gleichungen (2), die wir einfach 


(3) CH= Gy: G0, 1... 1) 
k 


*) Mit der Schreibweise |b;,| (und analog mit |@;,,|) ist, wie bekannt, die De- 
terminante = + do, 51, --- b,, gemeint. 

10) Sind die beiden kollinearen Riiume iibereinander gelagert (d. h. auf dasselbe 
Grundeck und denselben Einheitspunkt bezogen) und ist die Kollineation nicht die 
Identitiit, so kénnen die Gleichungen der Kollineation bestenfalls in die Gestalt 


x,—k;,y; gebracht werden (vgl. Kapitel IV). 
11) Vgl. BOCHER, a. a. O., S. 96. [D.] 
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schreiben, zur Darstellung einer Kollineation dienen kénnen. Bezeichnen 
wir mit A;; das algebraische Komplement von a; in der Determinante 
|a:.| und mit o einen Proportionalitétsfaktor, so folgen durch Auflésung 
von (3) nach y die Formeln 
(4) oy:= > Ano, G=0, 1, <4, 7). 
k 

Die Gleichungen (3) und (4) entsprechen zwei verschiedenen Arten, eine 
Kollineation aufzufassen; niimlich als Ubergang von den Punkten des 
Si zu ihren entsprechenden Punkten des S, oder umgekehrt als Ubergang 
yon diesen zu jenen. Bezeichnet man die eine mit @, so bezeichnet man 
die andere mit @*. Thr Produkt ist die Identitit. 

Sind weiter &, &, ..., § die Koordinaten einer beliebigen Hyper- 


= 


ebene € des S,, die durch den Punkt # mit den Koordinaten x, 71, ..., a, 


hindurchgeht, so ist 
»} & Vi”) 
und daher wegen (3) 
(9) iy. Ain 5 yu= 0; 
a, k 


ist ferner ) eine Hyperebene durch y, so findet man aus (4) 


(6) » Axi ti = 0. 


Nennen wir also eine Hyperebene des S, (oder des S*) und einen Punkt des 
S; (oder des S,) konjugiert, wenn der dem Punkt entsprechende Punkt 
in der Hyperebene liegt oder, was dasselbe ist, wenn die der Hyperebene 
entsprechende Hyperebene durch den Punkt geht, so kénnen wir sagen, 
daB die Formeln (5) (oder (6)) die Koordinaten eines Punktes des S; (oder 
des S,) mit den Koordinaten der ihm konjugierten Hyperebenen des S, 
(oder des S;) verkntipfen. Halten wir die Hyperebene & fest, so wird (5) 
durch die Koordinaten der zu € konjugierten Punkte y befriedigt und ist 
also die Gleichung der Hyperebene 7 des S’, die der Hyperebene € des 
S, entspricht; die Koordinaten von 1 sind also 


(7) of ni = Danek @=0, 1, ..., r), 


wobei o’ ein Proportionalitiitsfaktor ist. In gleicher Weise erhalten wir 
aus (6) die Gleichungen 


(8) f= L Ant @=0, 1, an eer) 


die sich auch durch Auflésung von (7) ergeben. Die Formeln (7) und 


(8) bilden beziehungsweise die sogenannten transponierten Substitutionen 
von (3) und (4). 


Projektivit&ét verschiedener S, (Nr. 20). 65 


Analoge Betrachtungen und Formeln gelten fiir Korrelationen. 

In einer Kollineation sind die Koordinaten eines 8; homogene lineare 
Formen in den Koordinaten des entsprechenden Sj. Sind ao”, ao, ee 
11-1 unabhingige Punkte des S; und y, y™, tats y die ihnen in der 
durch (3) gegebenen Kollineation entsprechenden Punkte, so geniigt es, 
eine Koordinate des S; zu betrachten, etwa die Determinante (Kapitel II, 


Nr. 16) 


(0) a) @ 


Gutlh eonies 
) @) ald) 
ia a 
Diese ist wegen (3) gleich 
> Oy a O 
Soe a Cen. = a, Yn 
REIN hese Giese ial came th ; 
Sy ) (1) () 
Ste Oe th Ui ay, Yi 
also gleich dem Produkt der beiden Matrizen 
(0) , (0) (0) 
TA ena Gon ate oor 
Pe eee HNN Se eee era gs: fe ; 
(%)  @ (2) 
Io. 45 Y, aA rk eee at 


das in den Koordinaten des S; linear ist’). 


20. Wir gehen nun an die Betrachtung jener Korrespondenzen, die 
durch die Formeln 
Oa, = ans (i =0, te pe snets r) 
: 


gegeben sind, jedoch unter der bis jetzt ausgeschlossenen Annahme, da 
die Determinante | a;;| = 0 sei; derartige Verwandtschaften heiBen singuldre 
Kollineationen (oder Korrelationen)'*), u. zw. genauer singuldr von der Arth, 
wenn die Determinante |a;,| den Rang r—h-+-1 (r=>h>1) hat. 


®) Vel. BOCHER, a. a. O., Nr. 22. Kénnen die beiden obigen Matrizen singuldr 
sein im Sinne von BOCHER (S. 70)? [D.] 
*8) Setzen wir voraus, daf in 

2b, %= UA, Hy, C=O, 1,---.7) 

k k 
blo8 eine der Determinanten | 4; i F b;,| verschwinde, so erhalten wir eine singuliire 
Kollineation von der Beschaffenheit, wie wir sie jetzt studieren wollen. Ist jedoch 
|@;,|= | 4;;,| = 9, so ist die so bestimmte Verwandtschaft wohl auch als singuldre 
Kollineation anzusehen, ist aber von ganz anderer Natur als die vorstehenden. Vel. 
DEL PRETE, Le corrispondenze protettive degeneri (Rend. Ist. Lomb., 30 (2), 1897]. 


re 


Bertini, Geometrie. 5 
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Der gréBeren Einfachheit halber bezeichnen wir jede der Linearformen 
auf der rechten Seite obiger Gleichungen mit einem einzigen Buchstaben, 
setzen also 

i: = >) in Ye i=0, iL ary sab 
3 


Wenn der Rang der Matrix dieser Formen r—/-+1 ist, so gibt es 
unter ihnen nur »—h-+-1 linear unabhiingige™'); um etwas Bestimmtes 
vor Augen zu haben, nehmen wir an, daf es die Formen wm, wa, ..., wp-2 
sind. Die Gleichungen der Kollineation kénnen wir dann 


10) Xo — Uo 
OW = U1 
(9) O Up—h — Ur—h 
-O%r-ati= Ao Uot hot Ut... + do r-h Up-h 
Os 7 ZS An-1 0 Uo —+ Mu-1 1 U1 + as Cote Mn-1 r—h Urn 


schreiben, wobei die 1 geeignete Konstante sind. Ein beliebiger Punkt y 
jenes Raumes S;-1 des S;, der durch uw =0, uw =0, ..., u%-1=0 dargestellt 
wird, macht mit seinen Koordinaten alle linken Seiten in (9) verschwinden; 
die Koordinaten des entsprechenden Punktes w sind dann durch die 
Formeln ox,=0 (=O, 1, ..., 7) gegeben, weshalb 9 =O sein mu8 und 
der Punkt x unbestimmt ist. Als erste Eigenschaft einer von der Art h 
singuliren Kollineation erhalten wir also: Hs gibt im S, einen sogenannten 
singuliren Rawm Sj-1, so dap jedem Punkte desselben alle Punkte des S, 
entsprechen. 

Es sei nun y ein Punkt auBerhalb des S;-1. Fiir ihn versechwinden 
nicht alle a, wm, ---, u--n. Die Formeln (9) zeigen, da der entsprechende 
Punkt z in einem Raum S,-, liegt, der durch die Punkte 


GaN Ore LO eal Lato en eet 
(0, 1 0, tty 0, ho 1, M ly tty Mn~1 1), 


(0, 0, 0, rial Ale Xo r—hy My R=hy <9 Au-1 55) 


bestimmt ist und daf dieser Punkt « nicht nur dem einen Punkt y, sondern 
allen Punkten y entspricht, die den Gleichungen 


XL cal XLp—h 


Uo U1 Ur—-h 


“) Weil ja mindestens eine (*—h-1)-reihige Determinante der Matrix + 0 
sein mu. [D.] 
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oder (wenn wir etwa w-=-0 und somit auch 24-0 annehmen) den 
Gleichungen 


Uy Hi — Uy Ho =O, 9 Xa — Ua X%y = 0, ..-, Uo Lr-—p — Urn. = O 


gentigen, die (wie man wegen der Unabhingigkeit der aw, wa, ---, Urn 
sofort erkennt) » —h linear unabhiingige Gleichungen sind und somit einen 
S;, darstellen, der offenbar dureh den singuliren S;-1 geht. Also: Hs gilt 
im S, einen gleichfalls singuliér genannten Raum S,-1, so dap jedem Punkte 
desselben alle Punkte eines Raumes Sj, entsprechen, der durch den singuliren 
Raum Sh-1 des S; hindurchgeht. 

Wir finden so eine Korrespondenz zwischen den Punkten des S,-, und 
den Sj jenes Bundes des S;, dessen Kern der Sj-1 ist; und zwar ist diese 
Korrespondenz eine nicht singuldre Kollineation. In der Tat werden fiir 
die Koordinaten eines auBerhalb des S;-1 gelegenen Punktes y die Werte 
der wo, W1, ---, wu wegen (9) im S,-, homogene Koordinaten des dem 
Punkt y entsprechenden Punktes 2; sie kénnen aber auch als homogene 
Koordinaten des durch y gehenden S;, im Bund S;-1 angeseben werden, 
was wir leicht mittels der durch 


20 = Udy 1 = U1, ++ +9 Sr = Ur-hy Sr—-nt+1 = Yr-htiy +++) Sr = Yr 


im S, gegebenen Koordinatentransformation rechtfertigen. Vermdge der- 
selben wird ja der S;-1 ein Grundraum und die 2o, 21, ..-, 2-2 (dv h. die 
Uo, U1, ---, Urn) homogene Koordinaten der Punkte des gegentiberliegenden 
Grundraumes oder auch der Sj, die durch diese Punkte und den S;-; gehen. 


21. Von den aus (3) abgeleiteten Formeln der Nr. 19 gelten (5) 
und (7) auch wenn |a;;|=0 ist. Wiederholen wir unter Zugrundelegung 
der Formeln (7) obige Uberlegung, so ergibt sich ein zu dem eben 
erhaltenen duales Resultat; wir finden nimlich, daf in einer von der Art h 
singuliren Kollineation zwischen zwei Raiumen S, und S, zwei singulidre 
Biinde von Hyperebenen =,-1 und X;-, existieren, so dafs jeder Hyperebene 
des X;-1 alle Hyperebenen des S; entsprechen und jeder Hyperebene des 
i, tin 8, alle Hyperebenen eines den &;,-1 enthaltenden X, zugeordnet sind 
und dap schliefilich die so festgestellte Korrespondenz zwischen den Hyper- 
ebenen des S/_, und den Biinden X, durch den Xy-1 eine nicht singuldre 
Kollineation ist. 

All das folgt auch direkt aus den Beziehungen der Nr. 20. Denn einer 
Hyperebene des S,, die durch den S,-, geht und also die Punkte des S, 
enthiilt, denen alle Punkte des S; entsprechen, sind alle Hyperebenen 
des S; zugeordnet; einer Hyperebene jedoch, die den S,-, in einem S,-,-1 
schneidet, entspricht eine Hyperebene des Bundes Sj-1>(als Ort der Sj, 
dieses Bundes, die den Punkten des S,-;,-1 in der Kollineation der Nr. 20 

5* 
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entsprechen), die fest bleibt, wenn die erstere Hyperebene sich um den 
S.-2-1 bewegt. Daraus folgt noch, daB der Kern des X,-1 der singuliire 
Raum S,-, und der Kern des X}-, der singulire Rawm Sj-1 ist und dab 
auBerdem die nicht singuldre Kollineation der Nr. 20 mit der im dreser 
Nummer betrachteten identisch ist, da die in der ersteren einander 
entsprechenden Riume die Kerne einander in der letzteren zugeordneter 
Biinde sind. 


22. Um eine analytische Darstellung einer von der Art / singuléren 
Kollineation in einfacher (kanonischer) Gestalt zu erhalten, nehmen wir 
z. B. die Ecken Aj, Aj, ..., As-1 des Grundeckes des S; im singuliiren 
Raum 4-1 an und die anderen beliebig auBerhalb des S;-1; im S, nehmen 
wir dann die diesen Punkten entsprechenden als Grundpunkte, also Ao, 
Ai, ..., Ayj-1 beliebig auBerhalb des S,-, und A,, Ansi, -.., A, Im 
S,-», entspreechend den Punkten Aj, Aisi, ..., A> Die Gleichungen der 
Kollineation erhalten dann wie im allgemeinen Falle das Aussehen 
ox —=aiy: @=0, 1, ..., 7); doch haben wir noch der Tatsache Rechnung 
zu tragen, daB fiir yp = yn41 = --- = yr =O die a unbestimmt sind, also 9 = 0 
und somit a;;=0 (¢=0,1,...,h—1) ist. Ist nun weiter L’ der Kinheitspunkt 
im S;, so sind die ersten / Koordinaten des entsprechenden Punktes / des 
S,-, gleich 0, die tibrigen gleich a; G@=h, h+-1, ..., v). Nehmen wir 
als Einheitspunkt £* im S, einen beliebigen Punkt des S,=H'Ao Ai... An-1 
(daB man das kann, erkennt man leicht, wenn man sich vor Augen hilt, 
daB die Kollineation zwischen den Punkten des S,-, und den §; durch 
den S;-1 nicht singulir ist, so daB # in keinem r—h von den Punkten 
An Ansi, ---, Ay verbindenden S,-;-1 liegt), so erhalt H* dieselben Ko- 
ordinaten a:; G@=h, h+1, ..., r) wie # (Kapitel II, Nr. 8), die also 
gleich 1 sein miissen. Unsere Formeln sind somit*’) 


07 — 0) G=0, Ls Brats he Ly 
CUM = Yi G=h, h+1, a) a; 


Wie in Nr. 18 schlieBen wir aus diesen Gleichungen, daf von der- 
selben Art h singuldére Koilineationen projektiv identisch sind; daher hat 
eine solche Kollineation keine absoluten Invarianten. 

Zwischen zwei Raiumen S, und S;, gibt es also + Arten singulirer 
Kollineationen. So gibt es zwei im Falle r= 2: eine, in der jedem Punkt 
eines S, der einen Ebene alle Punkte der anderen Ebene entsprechen 


*) Ist y ein Punkt des S/ und € eine konjugierte Hyperebene der S', SO ist 
die von der Art h singulire Kollineation auch durch die Gleichung 


M8, Yast Saat + y,§ = 0 
gegeben, die der Gleichung (5) der Nr. 19 im vorliegenden Falle entspricht. 
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und einem So der letzteren alle Punkte der ersteren, und eine Zweite, 
in der einem S, der einen Ebene alle Punkte der anderen entsprechen, 
wiihrend den Punkten eines S; der letzteren die Strahlen eines Biischels 
der ersten Ebene, dessen Zentrum S, ist, projektiv zugeordnet sind. 


23. Um eine yon der Art h singulire Kollineation zwischen zwei 
Riumen S, und S; zu konstruieren, nehme man im S, einen beliebigen 
Raum S,-, von *—h Dimensionen und im S* einen Bund, dessen Kern 
ein beliebiger Raum S;-1 von h—1 Dimensionen ist; dann bestimme man 
eine willktirliche nicht singulire Kollineation zwischen dem Raum’ S,-, 
und dem Bund S;-; und ordne jedem Punkt des S;-1 des S% alle Punkte 
des S, zu und einem Punkt des S; aufSerhalb des S;-1 jenen Punkt des 
S--,», der in der gegebenen Kollineation dem durch den Punkt gehenden 
S, des Bundes S;-; entspricht. Diese Konstruktion rechtfertigen wir etwa 
mittels der in der vorhergehenden Nummer aufgestellten kanonischen 
Formeln. Wir wihlen im S; die Grundpunkte Aj, Ai, ..., Az-1 im Sh-1, 
die iibrigen Aj, Aisi, ..., A; sowie den Einheitspunkt E’ aber auBerhalb 
des Sj-1; weiter im S, die Grundpunkte 40, 41, ..., A,-1 auBerhalb des 
S,-1, die Punkte A,, Ans, .<-, A, und EF im S,-1, so da sie in der 
gegebenen Kollineation den S;, entsprechen, die beziehungsweise die Punkte 
Aj, Anyi, --., Ar und £’ aus dem Sj-1 projizieren; schlieflich wihlen 
wir den Punkt £* im Verbindungsraum der Punkte Ao, Ai, ..., An-1; 
Eu.s. w. Oder man kénnte auch eine von der Art h singulére Kollineation 
zwischen zwei Riumen S;* und S,* betrachten und diese dann mittels 
geeigneter kollinearer Transformationen des S;* in den S, und des S;* in 
den S; in die zu konstruierende Kollineation transformieren. 


24. Wir haben bereits mehrmals darauf hingewiesen, da’ unsere 
Uberlegungen bloS durch Anderung der Bezeichnungen fiir Korrelationen 
giltig werden. Hine von der Art h singulire Korrelation zwischen zwei 
verschiedenen Riiumen S, und S;, besitet in diesen beziehungsweise zwei 
singulire Réume S,-1 und S;,-1, so dab jedem Punkte des Sy-1 (oder des 
S;-1) alle Hyperebenen des S; (oder des S,) entsprechen. Ferner entspricht 
jedem Punkt etwa aufierhalb des S,-1 eine einzige Hyperebene durch den 
Si-1, die aber allen Punkten des S, entspricht, der den ersteren Punkt mit 
dem S;,-1 verbindet. Diese Hyperebene und der S;, sind einander in einer nicht 
singuléren Korrelation zugeordnet. In dieser sind die Sj, durch den Sy-1, 
als Schnitte von Hyperebenen den Hyperebenen durch den S,-1 zugeordnet, 
diese wieder als Orter der den Hyperebenen durch den Sj, entsprechenden 


S, aufgefapit u. s. w. 


KAPITEL IV. 


Kollineationen eines Raumes 5S; in sich. 


1. Wir gehen nun an die Betrachtung einer nicht singularen Kollineation 
® zwischen zwei tibereinandergelagerten Riumen S, und S, oder eines 
Raumes S, in sich, die also durch die Formeln 


(1) ox= any (G=0,1,..., 7), lanl 
k 


gegeben ist. Dabei sind die Koordinaten zweier entsprechender Punkte x, y 
auf dasselbe Grundeck und denselben Einheitspunkt bezogen. Fundamental 
ist hier das Problem der Bestimmung der Doppelpunkte (oder Doppel- 
hyperebenen), d. h. also jener Punkte (oder Hyperebenen), die mit ihren 
entsprechenden zusammenfallen. Diese Punkte (oder Hyperebenen) ent- 
sprechen dann in der inversen Kollineation m~! gleichfalls sich selbst. 

Die Koordinaten der Doppelpunkte ergeben sich nun offenbar, wenn 
wir in (1) wy; setzen, also durch Auflisung des Systems von r+ 1 
linearen homogenen Gleichungen 


(2) 0x = di ain eel. ice Meare nt 
Diese Gleichungen verlangen, daB 
aoo — Q aor ape (or 
(3) D()= 10 Cinis = (ane Ur i) 
Aro Op Arr — Q 


ist, da nur fiir soleche Werte von Q, die dieser Gleichung geniigen, das 
System (2) eine von der Nullésung verschiedene Lisung ; hat. 

Um mit aller Deutlichkeit vorzugehen, nehmen wir an, daS die 
Gleichung D(e)=0 m verschiedene Wurzeln 0’, 0, ..., 0” Aamar-+1) 
habe; von diesen kann wegen |a;,|+-0 keine verschwinden. Ferner 
bezeichnen wir mit r—h®+1(r>h%>1) den Rang der Determinante 
D (0), die wir aus D(o) erhalten, wenn wir 0 = 0 setzen. Das bedeutet 
dann, daf fiir 9 =0 alle (7 —h +2)-reihigen Minoren von D(@) ver- 


Kollineationen eines Raumes S, in sich (Nr. 1—2). all 


schwinden und daher auch alle von héherer Ordnung. Da nun die 
Ableitungen der Minoren einer beliebigen Ordnung von D(e) homogene 
lineare Kombinationen der Minoren niichstniederer Ordnung sind‘), ist 
oe zumindest Doppelwurzel der gleich Null gesetzten Minoren der 
Ordnung r— hk +-3 und daher mindestens h@-fache Wurzel der Gleichung 
D(e)=0. Das gibt . 


(4) Beh ee pe pT 


gilt das Gleichheitszeichen, so sind die Zahlen h’, h’’, ..., h'™ baw. 
genau die Multiplizitiiten der Wurzeln 0’, 0’, ..., 0” von D(e)—0 
wahrend, wenn das Zeichen < gilt, mindestens eine dieser Zahlen kleiner 
ist als die Multiplizitét der beziiglichen Wurzel. 

Andererseits reduziert sich, da ja r—h® +1 der Rang von D(Q”) 
ist, das System (2) auf bloB r—h® +1 linear unabhingige Gleichungen, 
d. h. es wird von allen Punkten eines Raumes S,@-1 befriedigt. Den 
Wurzeln 0’, 9, ..., eo der Gleichung D(e)=0 entsprechen also Riume 
von Doppelpunkten von h’—1, h’’—1, ..., h”—1 Dimensionen, die wir 
durchwegs mit Sjy-1, Sy-1, -.-, Sxm™-1 bezeichnen und Hauptrdwme der 
Kollineation nennen wollen. Wegen der Ungleichung (4) kann die Summe 
ihrer um je eine Einheit vermehrten Dimensionen die gleichfalls um eine 
Einheit vermehrte Dimension des Operationsraumes nicht tibertreffen”). 


2. Es sei S,(g<r) der ZugehGrigkeitsraum der Hauptraume S,’-1, 
Sy-1, ---, Sim™-1; diesem entspricht in der gegebenen Kollineation ein 
Raum, der die Hauptriume ebenfalls enthalten mu und daher mit dem 
S, zusammenfiallt, so da8 S, durch  kollinear in sich transformiert wird. 
In dieser Kollineation des S, in sich sind wieder gerade Sy-1, Sy-1, ---, 
S,m_, die Hauptriume; nach der letzten Bemerkung der vorhergehenden 
Nummer ist also 


eee Wee eg a 1, 
Aber es ist auch (Kapitel I, Nr. 14) 
h' A a Se him == 1 


also muB 


h! had an H/AGa) =¢g+ 1 


1) Vel. etwa PASCAL, Die Determinanten (Leipzig, Teubner 1900), § 14. [D.] 


*) Fiir diese um eine Einheit vermehrte Dimensionszahl wurden mehrfach eigene 
Benennungen eingefiihrt. So sagt GRASSMANN (Die lineale Ausdehnungslehre, Leipzig 
1844, 1862) ,,Stufe“, welche Bezeichnung aber auch hiiufig fiir ,Dimension* verwendet 
wird, ScHourE (Mehrdimensionale Geometrie I, Leipzig 1902) ,,Punktwert“, KOHN 
(zitiert in Anmerkung“) zu Kapitel I) ,Rang“. [D.] 
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sein. Wir haben damit den Satz von Sacre gefunden: Die Hauptrdume 
einer Kollineation eines Raumes in sich sind unabhiingig. Gilt in (4) das 
Zeichen =, so ist g=r, d. h. die Hauptriume gehéren dem Operations- 
raum zu und dann heiBt die Kollineation reguldr; gilt in (4) jedoch das 
Zeichen <, so gehéren die Hauptriume einem Raum von einer Dimension 
<r zu; die Kollineation ‘heiBt in diesem Falle partikulir*). 


3. Nun nehmen wir die Gleichungen (Kapitel II, Nr. 19) 

(5) wne= Dvd G=0;41, .:., 7) 

vor, die uns die Koordinaten einer Hyperebene 4 des S; mittels jener 
der entsprechenden Hyperebene € des S, liefern, also die inverse Kol- 
lineation w~' darstellen und gehen mit ihnen ebenso vor wie mit (1). 
Wir erhalten dann die Doppelhyperebenen der Kollineation. Natiirlich gilt 
fiir u dieselbe Gleichung (3) wie fiir 9; wir folgern daraus die Existenz von m 
unabhingiger Biinden von Doppelhyperebenen Xy-1, Zy-1, ---, Zam™-1. Die 
Kerne dieser Biinde bezeichnen wir durchwegs mit S,-», S,-n, -.-, Sp—n()*) 
und nennen einen Raum S,@-; und einen Kern S,-,@ konjugiert, wenn 
sie zur selben Wurzel 0 von (3) gehéren. Wir bemerken noch, da der 
Raum S,-,@ (¢=1, 2, ..., m) durch die gegebene Kollineation in sich 
transformiert wird, da alle Hyperebenen durch ihn sich selbst entsprechen. 


4. Um die Beziehungen zwischen einem Hauptraum S,@-1 und dem 
konjugierten Bund =,@-1 zu finden, betrachten wir zwei beliebige einander 
in der gegebenen Kollineation zugeordnete Punkte x und y und den Punkt 2 
ihrer Verbindungsgeraden, dessen Koordinaten 


2,=2,—0%y, (1 =0, ik: teey 7) 
oder wegen (1) 


2= en C=0, 1, 47) 


sind. Da die Determinante der durch diese Formeln dargestellten linearen 
Substitution D(e®) ist und daher den Rang r—h®-+1 hat, ist die Korre- 
spondenz, die sich so zwischen den Punkten y und z ergibt, eine von der 
Art h® singulire Kollineation © (Kapitel III, Nr. 20). Die singuliiren Riume 
dieser Kollineation sind S,@-1 und S,-,@, weil sich die Punkte des einen 
singuléren Raumes etwa aus den Gleichungen 


di a,, 4, — 0% y,=0 (1=0, il Broan) r) 


*) Der eben ausgesprochene Satz umfaft auch den Fall eines einzigen Haupt- 
raumes S,_;, wenn wir die Definition unabhiingiger Riume zweckmiifigerweise auf 
diesen Fall ausdehnen. Soll dann die Kollineation keine Identitit sein, so ist sie wegen 
hA<r-+1 partikulir. 


*) Wir werden sie gelegentlich auch Hawptachsen nennen. [D.] 
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ergeben und daher gerade die Punkte des S,@-; sind; durch eine duale 
Uberlegung folgt die Behauptung fiir den %,@-; mit dem Kern S§,_,0 
(vgl. Kapitel HI, Nr. 21). Daraus ergibt sich folgendes: Ist y ein Punkt 
auBerhalb des S,@-1, so liegt der ihm in © entsprechende Punkt z im S,-,, 
und zwar auf der Geraden, die y mit seinem ihm in w~! entsprechenden 
Punkt z verbindet; dieser Punkt 2 andert sich nun nicht, wenn sich y in 
- einem durch den S,@-1 gehenden S;,@ bewegt und wenn sich infolgedessen 
auch # in jenem gleichfalls durch den §,0-1 gehenden S,® bewegt, der 
dem S,@ in der Kollineation @~+ entspricht. Erinnern wir uns noch, da 2 
und der Sj; oder der S,® einander in einer Projektivitiit entsprechen, so 
folgt schlieBlich der weitere Satz von Snern’): Zwei Riéiume S,@ und 
Si@, die einander in der gegebenen Kollineation entsprechen und durch den 
Hauptraum S,@-1 hindurchgehen, sind perspektiv aus einem Punkt des 
Kernes S,-, des konjugierten Bundes X,@-1 und es besteht eine Projektivitit 
zwischen den Punkten dieses Kernes und den einander entsprechenden S),@ 
und S,@ durch den S,@-1. 

Wir betrachten den Verbindungsraum S,@ des S,@-1 mit einem Punkt P 
eines anderen Hauptraumes S,)-1; dieser Punkt P liegt dann sicher auBer- 
halb des S,@-1 (Nr. 2). Da P Doppelpunkt ist, wird der S,@ in sich trans- 
formiert und wegen des eben bewiesenen Satzes liegen also seine Paare 
entsprechender Punkte alle auf einer Geraden mit einem Punkt 2 des 
S,-.@, so daB wir im S,@ einen Bund 2 von Doppelgeraden erhalten. Da 
aber im S,@ auch der Bund P aus Doppelgeraden besteht, weil jede 
Gerade den S,@-1 in einem Doppelpunkt trifft, mu 2—P sein, weil 
andernfalls jeder Punkt des S,@ Doppelpunkt sein miifte, da man ihn 
als Schnitt zweier Doppelgeraden erhalten kénnte°). Die Punkte des S,()-1 
liegen also im S,-,@; wir haben damit den Satz: Der Raum 8,1) enthdlt 
alle vom S,@-1 verschiedenen Hauptrdume. Auch diese Riume bestimmen 
den S,-,@ oder nicht, je nachdem die Kollineation regulir oder partikulir 
ist; aus (4) folgt ja, daB entsprechend r—h®+-1 gleich oder gréfer ist 
als die Summe der um je eine Einheit vermehrten Dimensionen dieser 
Réume. 

5. Wir bemerken noch, daB im Falle einer reguléren Kollineation 
der S,@-1 den S,-,@ nicht trifft. Ist die Kollineation jedoch partikular, - 
so werden wir (Nr. 15) sehen, da jeder Hauptraum §,@-1, der einer 
Wurzel 0® der Gleichung D(o)=0 von einer Vielfachheit > ® entspricht 
(was gemiB Nr.1 bei einer partikuliren Kollineation mindestens einmal 


5) Sugli spazi fondamentali di un’omografia (Rendiconti dei Lincei, 1886). 


®) Wir haben hier eine Homologie mit dem Zentrum P und der Achse der 
Homologie S,@)_, vor uns, von der wir in Kiirze sprechen werden (Nr. 11). 
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eintritt), den S,-, sehneidet und auch im S,-;® enthalten sein kann‘), 

Es sei P ein den Riumen S,@-; und S,-,@ gemeinsamer Punkt. 
Wegen des Satzes der vorhergehenden Nummer ist P Perspektivitats- 
zentrum zweier einander entsprechender S,®, die durch den S,@-1 und 
also auch durch P gehen und somit zusammenfallen, da jeder S, durch 
P und zwei entsprechende Punkte in beiden enthalten ist. Wir haben 
also einen Grenzfall des oben betrachteten Falles vor uns, nimlich eine 
Kollineation eines S,® in sich mit einem S,@-1 von Doppelpunkten, in 
der entsprechende Punkte mit einem Punkt P des S,-; auf einer Geraden 
liegen’). Da im S,® wegen derselben Uberlegung wie im obigen Fall kein 
weiterer Doppelpunkt existieren kann, ist es klar, daf jeder S,, der 
durch P geht und auBSerhalb des S,@-1 im S),@ verliuft, Trager einer 
untergeordneten Kollineation mit einem einzigen Doppelpunkt ist. Ln einer 
partikuliren Kollineation existieren also notwendigerweise derartige Sy. 

Wir kinnen daraus eine wichtige Folgerung ziehen, indem wir die 
fiir einen S, gegebene Definition einer zyklischen Projektivitit auf den 
S, ausdehnen und daran erinnern, daf eine Kollineation eines S; in sich 
mit einem einzigen Doppelpunkt nicht zyklisch sein kann (Kapitel II, 
Nr. 3). Damit ist schon gezeigt, daB eine zyklische Kollineation eines S, in 
sich nicht partikuldr sein kann. 


6. Aus dem in Nr. 4 Gesagten und aus analogen, aus (5) sich 
ergebenden Uberlegungen folgt, daB die Punkte der Verbindungsgeraden 
zweier Punkte x und y, die ecinander in der gegebenen Kollineation ent- 
sprechen, also die Punkte mit den Koordinaten 


(m) . 
ee OCU Rie O CU? te On On ee 


bzw. in den Réumen S,-y’, S,-1", .-., S,-x@ liegen, und da dual die 
Hyperebenen des durch zwei Hyperebenen € und 4, die einander in der 
Kollineation ~* entsprechen, bestimmten Biischels mit den Koordinaten 


(m) 


Ne 0. 3 Ni — Es ---5 M—O Si G=0, Tes r) 


") DaB in einer partikuliren Kollineation mindestens einer der Riume S,(@_, 
- den Kern S.,_,( seines konjugierten Bundes treffen mu8 (gerade darum handelt es sich 
in dieser Nummer), lift sich synthetisch so zeigen: Da die Kollineation partikulir ist, 
ist h’--h” + --.+him <r, und daher existiert sicher der Schnittraum der Riiume 
Spy Spay «+ +s S,_7,(m), der mindestens (Kapitel I, Nr. 15) ein Sn 7lt—.'. Rm) 18k 
Dieser Raum entspricht nun offenbar sich selbst und enthiilt daher mindestens einen 
Doppelpunkt, der einem Raum S),4)_,, etwa dem S,,_,, angehéren wird. Der Punkt selbst 
liegt in allen Riitumen S)_,() und daher auch im Seay 


7 


*) Also eine Homologie, in der das Zentrum auf der Achse der Homologie liegt; 
anch diese wird unten niher betrachtet. 
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baw. durch die Réume S)-1, Sy-1, ..., Sx™-1 hindurehgehen. Nehmen wir 
aber in der Punktreihe « und y als Bezugspunkte (oder im Biischel und &), 
so entsprechen diese beiden und die obigen m Punkte (oder Hyperebenen) 
stets den Werten 0, oo, 0’, ..., 0”. Daraus folgt: Die Punktreihen, die 
aus zwei eimander in © entsprechenden Punkten und den m_ Schnitt- 
punkten threr Verbindungsgeraden mit den Hauptachsen gebildet werden, sind 
sowohl untereinander projektiv, als auch projektiv 2u den Biischeln, die aus 
zwei einander in ©~* entsprechenden Hyperebenen und jenen m Hyperebenen 
gebildet werden, die aus dem Schnitt der beiden ersteren die beziehungsweise 
konjugierten Hauptrdéume projizieren’). 


Aus dieser Eigenschaft schlieBen wir, dab das Verhiltnis zweier 
beliebiger Wurzeln, etwa 0’ und 0’’ yon D(o9)=0, eine absolute Invariante 


7 


eat : ; : Is te 
der gegebenen Kollineation ist. In der Tat kann man dem Verhiltnis — 
Q 


die Bedeutung eines Doppelverhialtnisses geben, indem man es etwa als 
Doppelverhiltnis zweier entsprechender Punkte und der beiden Schnitt- 


unkte ihrer Verbindungsgeraden mit den Riumen S,-; und S,-;” ansieht. 
5 
if 


Daraus folgt, daB dieses Verhiltnis — sich nicht andert, wenn wir den 
Q 


durch ® kollinear in sich transformierten Raum projektiv auf einen 
anderen Raum beziehen, da entsprechende Punkte in entsprechende Punkte 
und Hauptachsen wieder in Hauptachsen iibergehen. 

Von den Verhiltnissen der Zahlen 0’, 0’’, ..., 0 sind bloB m—1 
unabhingig, etwa 


CRD o™) 


cay ) 
0’ 0’ Ou 


~4 


so daB die gegebene Kollineation m—1 unabhingige absolute Invarianten 
hat, die, wie sich in folgendem ergeben wird, auch die einzigen absoluten 
Invarianten der Kollineation sind”). 


®) Ein ganz spezieller Fall ist der im S, giltige Satz: Die vier Punkte, in welchen 
eine Gerade die Wiinde eines Tetraeders trifft, haben dasselbe Doppelverhiiltnis wie 
die vier Ebenen, die aus derselben Geraden die vier Ecken projizieren. Es geniigt, jene 
Kollineation (vgl. Nr. 8) zu betrachten, die die Ecken und Wiinde des Tetraeders als 
Doppelelemente hat und in der zwei Punkte (oder Ebenen) der Geraden einander ent- 
sprechen und zu bemerken, da jede Gerade, die zwei entsprechende Punkte verbindet, 
auch Schnitt zweier entsprechender Ebenen ist und umgekehrt. 


(m) 


10) Wir haben (Nr. 1) bereits bemerkt, da8 keine der Zahlen Q’, 9”, ..., Q 
gleich Null ist. 
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7. Es wird niitzlich sein, hier noch direkt zu zeigen, daB sich bei 
einer linearen Substitution der Variabeln 2 und y; die Wurzeln der 
Gleichung D(o)=0 nicht tindern””). 

Wir kénnen die Gleichungen der Kollineation in der Form 


NV 5 5 
beta) ey G=0; if Say, r) 
k k 
annehmen, so daf . 
D (oe) =| az — © dix. | 
wird. Machen wir nun fiir die Variabeln x; und y; dieselbe lineare Substitution 
ha @ . 
(6) Ly = > lun hy Yi = a len Yn Kise Oe eesieras oy 
he he 
deren Determinante |/,;,|--0 ist, so transformiert sich die gegebene 
Kollineation in die andere 
Q / (s i 
» bn, = | Ginn (tas, 1 Y a er 
h h 
wobei 
/ so 1 
ba= L ihm G1= + in lin 
k k 
ist, und D(Q) geht iiber in 
D’ (Q) s | Aint — O bix|. 
Wegen 
/ / Wy ey 
ty 00 = Mi lin (Qin — © biz) 
k ~ 


ist ein beliebiger Minor von D’(o), etwa 


/ / / / 
ao —0 boo --- dor — 0 bo, 
J / / fs 
G49 —O0 bio ... atr—0 Dit 
/ / / / 
aio — 0 bio ae Ai, —O 034 


gleich dem Produkt der beiden Matrizen 


do0—O0 000 --- Gor — 0 dor looters 
G10-—OQbio .-. dir—O Dt, ice om Be 
a ewan Girt. «)& tee « Tel\siial tel l6. 9 lee. 6. hella ie Kee, oie, un aS om, a) (ae) @ Lt 8 Oe. 
aio —O bro see dir —O Of, lot tee bet 


und kann daher als lineare homogene Kombination der Minoren gleicher 
Ordnung der Determinante D(Q) ausgedriickt werden. Daraus folgt, daB 
eine w-fache Wurzel 9 =e aller’) Minoren einer bestimmten Ordnung 


“) Oder, da8 sich ihre Verhiiltnisse nicht ndern, wenn wir in den folgenden, 
die lineare Substitution definierenden Gleichungen Proportionalitiitsfaktoren beriick- 
sichtigen. 


*) Ergiinze, wie iiberall im folgenden ,gleich Null gesetzten‘. 
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von D(g) auch mindestens t-fache Wurzel aller Minoren derselben Ordnung 
von D’(Q) ist. Unsere Uberlegung kann aber jetzt umgekehrt werden, 
indem wir (6) auflésen und von der transformierten Kollineation zur 
urspriinglichen zuriickgehen; also ist eine u-fache Wurzel aller Minoren 
einer gewissen Ordnung von D(e) auch genau t-fache Wurzel fiir alle 
Minoren derselben Ordnung von D’(Q), womit unsere Behauptung bewiesen 
ist; zugleich haben wir aber auch eine Beziehung besonderer Natur gezeigt, 
die wir noch erwiihnen wollen. | 

Wir bezeichnen mit [u, Me, -.., ta@ der Reihe nach die Multiplizitaten 
der Wurzel 0 fiir die Determinante D(o) und fiir ihre 7-, (r—1)-, ..., 
(x —h®+2)-reihigen Minoren ((y>po>--- Ss ty@) und setzen 

€j = Wy — ea, €2 = Ug — Ug, ---, CxM-1 = LM _-1— Wn, 6,0 = UW ®. 
Die Ausdriicke 
E00 OO ON 

heiSen dann nach Wrrmrsrrass die der Wurzel 0 entsprechenden Elementar- 
teiler. Der obige Beweis zeigt also, daB D(o) und D’(o) dieselben Elementar- 
teiler haben. 

8. Wir wollen uns jetzt ausschlieBlich auf regulire Kollineationen 
beschrinken, um erst spiter an das Studium der partikularen zu gehen. 

Wir haben bereits festgestellt, daB eine regulére Kollineation mit den 
Hauptriumen Sy’-1, Syv-1, -.-, Si-1 dadurch gekennzeichnet ist, daB 
h’ Lh +... 4+h™=r-+1 ist, daB also die m Hauptrdéwme dem Operations- 
raum S, eugehéren; daher bestimmen m—1 beliebige von ihnen die dem 
tibrigen konjugierte Hauptachse. 

Nehmen wir die h’ Ecken Ao, Ai, .-., An-1 des Grundecks im S)/-1, 
die h’’ Ecken’ Ay, An'+1, ---, Ansn’-1 im S,”-1 und so fort, so erhalten 
die Formeln der Kollineation das Aussehen 


0X; = Mi Yi (i =0, sit 55K r). 

Stellen wir fiir diese Gleichungen die Frage nach den Doppelpunkten 
und erinnern wir uns unserer Voraussetzungen, so kénnen wir sofort 
die a;; durch die absoluten Invarianten 0/:07:---:0™ der Kollineation 


ausdrticken und finden so die reduzierten oder kanonischen Gleichungen 


Q Xo =0' Yo 


OQ BO = QO Yn 
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Dieselben zeigen, dab eine reguldre Kollineation durch ihre Hauptrdume 
und absoluten Invarianten bestimmt wird und daji sowohl erstere (nur un- 
abhingig und dem Operationsraum zugehdrend) wie letetere (nur unter- 
einander und von Null verschieden und endlich) willkiirlich angenommen 
werden kinnen'*). Analoges gilt korrelativ. 

Die absoluten Invarianten (vygl. auch Nr. 6) kénnen durch ein Paar 
entsprechender Punkte oder Hyperebenen ersetzt werden. 


9. Definieren wir als Charakteristik einer reguliiren Kollineation mit 
den Hauptriitumen Sy-1, Syv-1, .--, Sim-1 den Inbegriff der Dimensions- 


zahlen derselben ? 
(eo ho 1s esate ds 


so ist klar, daB die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafi zwet 
regulire Kollineationen projektiv identisch sind, in der Gleichheit der 
Charakteristik und der absoluten Invarianten besteht. In der Tat kénnen 
wir zwei solche Kollineationen beide mittels der Formeln (7) darstellen, 
die eine in x; und y;, die andere in neuen Variabeln aj und yj. Um dann 
den Satz zu beweisen, geniigt es, die durch x = oder y; = yi gegebene 
projektive Transformation auszufiihren; dieselbe lift den r+1 Bezugs- 
punkten und dem Einheitspunkte des Raumes, in welchem wir die erste 
Kollineation betrachten, die gleichnamigen Punkte des Raumes entsprechen, 
in welchem wir die zweite Kollineation betrachten. 

Wir bemerken noch, da8 etwa im ersten dieser beiden Riume 
jeder der h® Grundpunkte, die den Hauptraum §,@-1 bestimmen, auf 
co”-1 verschiedene Arten angenommen werden kann, wihrend der 
Einheitspunkt ganz beliebig im Operationsraum, also auf oo” verschiedene 
Arten angenommen werden kann. Daraus ergibt sich noch, dai zwei 
reguliire und projektiy identische Kollineationen mittels oo="?-1+r — 
= o=™P-1 verschiedener Kollineationen ineinander transformiert werden 


kénnen. 


10. Wir geben noch eine geometrische Konstruktion einer reguliren 
Kollineation, deren Hauptriume und absolute Invarianten gegeben sind. 

Zuerst erledigen wir den. Fall, dafi die Hauptriume lauter Sp sind, 
wir also +1 unabhangige Doppelpunkte Ao, Ai, ..., A, im Operations- 
raum S, haben. Wir setzen voraus, daf die zugehérigen absoluten In- 
varianten durch, die Verhiiltnisse 0’: 0: ...:0”*” gegeben sind und wollen 
also zu einem Punkt M/ des S, den entsprechenden Punkt WM’ konstruieren. 
Die Hyperebenen, die z.B. A,-1, A,, MZ und M’ aus dem durch die 


**) Hier wie im folgenden verstehen wir darunter auch, daf der Hauptraum (oder 
die Hauptachse) angegeben sein mu, auf welchen sich. jede einzelne der Zahlen bezieht, 
die mit ihren Verhiltnissen die absoluten Invarianten liefern. 
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Punkte Aod1...A,-2 bestimmten §,-2 projizieren, bilden eine Gruppe 
oh) 

O 
weiters die Hyperebene konstruieren kiénnen, die aus diesem S,—2 den 
Punkt J’ projiziert. Wiederholt man das auf zweckentsprechende Art 
noch (7 —1)-mal, indem man etwa der Reihe nach die Punktepaare 
A,-2, A,; ...; Ao, A» baw. aus den Réumen S,-2: Ao Ai ... Ar—3Ar—13 --- 3 
A; Az... A,-1 projiziert, so ergeben sich im ganzen r Hyperebenen, die 
anderen durch W/ gehenden Hyperebenen entsprechen und den Punkt J/’ 
bestimmen; also 7 unabhiingige Hyperebenen durch M’, da ja r—1 be- 
liebige von ihnen einen Punkt gemeinsam haben, der nicht in der tibrig- 
bleibenden liegt. 

Sind jedoch nicht alle Hauptriume S)-1, Sy-1, ..., Sim-_1 Punkte So, 
so gehen wir in der folgenden Art vor, um zu einem Punkt J/ den ent- 
sprechenden J/’ zu konstruieren. Wir errichten durch M jenen Raum Sai 
der jeden der Hauptriume in einem Punkt trifft (Kapitel I, Nr. 19); da 
diese Schnittpunkte unabhingige Doppelpunkte sind, wird der S,,-1 in 
sich transformiert durch die zu konstruierende Kollineation des S,. Wir 
finden also den J entsprechenden Punkt J/’, wenn wir den Punkt kon- 
struieren, der J/ in dieser untergeordneten Kollineation entspricht; zu 
diesem Zwecke haben wir aber nur das oben geschilderte Verfahren zu 
wiederholen, denn die Kollineation des S,-1 in sich hat als Hauptriiume 
die oben erwahnten Schnittpunkte und dieselben absoluten Invarianten 
wie die Kollineation des S, in sich, wie man sofort erkennt, wenn man 
zum Beispiel zwei entsprechende Hyperebenen des S, und die Hyperebenen 
ihres Biischels, die durch Sy-1, Sp-1, ---, Sim-1 gehen, mit dem S,,-1 
schneidet und sich des in Nr. 6 Gesagten erinnert. 


mit dem bekannten Doppelverhiiltnis (Nr. 6), so daB wir also ohne- 


11. Wir gehen nun an die Betrachtung der reguliren Kollineationen 
eines S, in sich mit nur zwei Hauptriumen, die wir wegen h’+-h’’=r+1 
mit S,-1 und S,-, bezeichnen kénnen. Offenbar sind diese zugleich die 
Hauptachsen (Nr. 8), da nicht nur alle Punkte von S,-1 und S,-; sich 
selbst entsprechen, sondern auch alle Hyperebenen und daher tiberhaupt alle 
Riume, die durch sie gehen. Ebenso sind alle S; durch zwei entsprechende 
Punkte sich selbst zugeordnet, da sie mit S,-1 und S,-, je einen Punkt 
gemeinsam haben; das Doppelverhaltnis zweier entsprechender Punkte 
und der beiden Schnittpunkte ihrer Verbindungsgeraden mit den Haupt- 
riiumen ist ferner (Nr. 6) die einzige absolute Invariante der Kollineation. 
Analoges gilt korrelativ. 

Sind zwei unabhiingige Riume S,-1 und S,-, und die absolute In- 
yariante oder zwei entsprechende Punkte gegeben, so ist die Kollineation 
bestimmt (Nr. 8). Ist insbesondere h=1, so hat man die sogenannte 
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regulire Homologie mit einem Zentrum So und einer Achse S,-1, die nicht 
durch Sp hindurchgeht. Sie ist bestimmt durch Zentrum, Achse sowie durch 
die absolute Invariante oder durch zwei entsprechende Punkte, die mit dem 
Zentrum auf einer Geraden liegen oder auch durch zwei entsprechende 
Hyperebenen, die sich auf der Achse schneiden. Indem man zeigt, da sich 
die Verbindungsgeraden eritsprechender Punkte zu je zweien schneiden und 
den Satz von Kapitel I, Nr. 18 heranzieht, ergibt sich ferner wie in der 
gewohnlichen projektiven Geometrie, dal eine Kollineation eines Raumes 
in sich mit einem S,-; yon Doppelpunkten auch einen Bund So von Doppel- 
elementen hat und korrelativ, da8 also eine Homologie vorliegt ™). 

Hinzugefiigt sei noch, daB die Bezichung der Nr. 4 fiir eine Kollineation 
mit zwei Hauptriiumen S,-1 und S,-, darin besteht, daB jeder Punkt 
eines dieser Riume, etwa des S,-;, Zentrum einer untergeordneten Homologie 
jenes S, ist, der durch den Punkt und den anderen Hauptraum S;-1 geht, 
wobei letzterer Achse der Homologie ist. 


12. Wir haben (Nr. 5) gesehen, dafS die zyklischen Kollineationen 
reguliir sind. Wir kiénnen somit fiir sie die kanonische Form (7) annehmen. 
Ist die zyklische Kollineation von der Ordnung », kommt man also zu 
einem Punkt, der kein Doppelpunkt ist, iiber » ihm der Reihe nach 
entsprechende Punkte (von denen man dann sagt, daB sie einen Zyklus 
bilden) zuriick, so findet man, daB 0’, 0’’, ..., 0 und daher auch die 
absoluten Invarianten n° Hinheitswurzeln sein miissen und umgekehrt. Die 
Gleichungen einer von n* Ordnung zyklischen Kollineation lassen sich 
also in der Form 


va . 
reat et Pel CHA Wc ee OE, ae 
schreiben. 


“) Wir bemerken, da wir den oben behandelten reguliiren Fall vor uns haben, 
wenn der Sp auBerhalb des S,_, liegt; gehért jedoch der Sy dem S,_, an, so haben 
wir eine partikuliire Homologie vor uns (Nr. 15 ff.). 

SchlieBlich weisen wir noch darauf hin, da8 hier Beweise und Siitze gelten, die 
denen in Kapitel III, Nr. 11 ganz analog sind. So kann jede Kollineation zweier iiber- 
emandergelagerter Rdume S, und 8S’, mittels héichstens r-+-1 regulérer Homologien er- 
halten werden. Das wird bewiesen, indem man zwei entsprechende Punkte 4 und J’, 
einen allgemeinen S, auf der Geraden AA’ und einen allgemeinen S. _; nimmt und A 
und A’ einander in einer Homologie mit dem Zentrum S) und der Achse S41 ent 
sprechen 1&$t. Durch diese Homologie wird der S’ in einen anderen iiber ihn ge- 
lagerten Raum S/’ transformiert, der daher auch auf den S, kollinear bezogen ist, und 
zwar so, da$ in dieser Kollineation A Doppelpunkt ist. Dann nimmt man eine beliebige 
Gerade r des S, durch A und ihre entsprechende r” des 8’, die gleichfalls durch A 
geht und in der Kollineation zwischen S, und S”’ zu r perspektiv ist. Ihr Perspektivitiits- 
zentrum Sj betrachten wir dann als Tentrat: eine Hyperebene oe den Punkt A als 
Achse einer zweiten Homologie, in der einander die Geraden > und 2” ’ entsprechen U.S. W. 
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Die Anzahl der Hauptriiume mu8 offenbar <n und >2 sein, da ja 
eine regulire Kollineation mit einem einzigen Hauptraum die Identitiit 
ist [vg]. Anmerkung®)|. 

Damit eine Kollineation mit gegebenen m Hauptriumen §,@-_; zyklisch 
von n** Ordnung sei (~>m), ist hinreichend, da irgend ein besonderer 
Punkt, der nur auf keiner Hauptachse S,-,@ liegt, Ursprung eines Zyklus 
nr Ordnung ist. 


13. Fiir n = 2 haben wir die zyklischen Kollineationen zweiter Ordnung 
vor uns, die auch tnvolutorische Kollineationen genannt werden, weil einem 
beliebigen Punkt sowohl im S, wie im S; ein und derselbe Punkt ent- 
spricht, also o = * ist. Sie haben genau zwei Hauptriume und sind 
also die in Nr. 11 betrachteten Kollineationen mit der absoluten In- 
-variante — 1 und somit durch die zwei Hauptriiume S,-1 und S,-, bestimmt. 
Sind diese zugleich gegeniiberliegende Grundriume, so kénnen wir die 
Gleichungen der Kollineation 

Gy GO, 1, WI) 
m= yo G=h, h+1, ..., 7) 


schreiben, d. h. sie ergeben sich durch Zeichenwechsel in h (oder r — h +1) 
Koordinaten. Die Anzahl der projektiv verschiedenen involutorischen 


pa | 


. . : : Me . 
Kollineationen ist daher —, wenn r gerade und , wenn 7 ungerade ist”). 
2 


Fiir h=1 ergibt sich die involutorische oder harmonische Homologie. 
Ist h +1, so kann die involutorische Kollineation als Produkt von h (oder 
y—h-+-1) involutorischen Homologien erhalten werden. Es ist ja in der 
Tat klar, daB die durch obige Formeln definierte involutorische Kollineation 
das Produkt der / involutorischen Homologien in beliebiger Reihenfolge 
ist, die fir ¢=—0O, 1, .... h—1 durch die Formeln 


ay = — Yt 
Di Vom Oil ae te le ted, er) 


dargestellt werden und die sich also ergeben, wenn man jedesmal in 
einer der ersten  Koordinaten das Vorzeichen wechselt. Zentren der 
Homologien sind die h im S;- 1 enthaltenen Grundpunkte, also / unabhingige 
Punkte Co, C1, ..., Cy-1 dieses Raumes und die Achsen der Homologien 
sind die Hyperebenen 2, ™, ..., ™-1 durch den S,-, und je h—1 der 
obigen Punkte (a; durch Co, Ci, ..., Ci-1, Cist,---») Cn-1). 


%) Im S, hat man die harmonische Homologie und die gescharte Involution 
(involuzione gobba). 


Bertini, Geometrie. 6 
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Den Satz erhiilt man sofort auch auf synthetischem Wege. Kin Punkt P 
einer Geraden C; B, wobei B ein Punkt des S,-; ist, hat in der gegebenen 
Kollineation seinen beziiglich C; und B harmonisch konjugierten Punkt P’ 
zugeordnet; dieser Punkt P’ entspricht P aber auch in der harmonischen 
Homologie mit dem Zentrum C; und der Achse ;, wiihrend in den 
anderen Homologien die Punkte C; und B auf den beziiglichen Achsen 
liegen und P und P’ somit Doppelpunkte sind. Daraus folgt, daB im 
Produkt der gegebenen involutorischen Kollineation und der h in- 
yolutorischen Homologien die Riiume, die die Punkte C; aus dem S,-, 
projizieren, aus lauter Doppelpunkten bestehen und daS infolgedessen 
(Kapitel III, Nr. 6) dieses Produkt die Identitét ist. ; 


14. Den vorstehenden Uberlegungen fiigen wir noch folgende 
3emerkungen hinzu, die uns weiterhin niitzlich sein werden: 

Es seien r+ 1 unabhingige Punkte im S, gegeben, die wir mit 
0,1, ..., 7 bezeichnen wollen. Ist dann 7, 7%, ..-, 2 irgend eine Permutation 
dieser Zahlen, so kénnen wir die involutorischen Kollineationen, deren 
Hauptriiume §S;,-1 und S,-, baw. durch die h Punkte 1p Vig aah te 
die r—h-+1 iibrigen w, +1, ..-., % bestimmt sind, in gleicher Weise 
durch eines der Symbole (4 % .-. m%-1) oder (i, ti41 ..- 7) darstellen. 


Wir erhalten dann alle méglichen Falle fiir h<",wennr gerade ist, und 
reel 2 
2 

Die Gesamtheit der so definierten imvolutorischen Kollineationen bildet 
zusammen mit der identischen Transformation eme Gruppe, d. h. das Produkt 
einer beliebigen Anzahl derselben gehirt wieder der Gesamtheit an. Das 
ergibt sich ohneweiters aus der analytischen Darstellung, wenn wir die 
y + 1 Punkte zu Grundpunkten machen; da sich dann jede der involutorischen 
Kollineationen durch Zeichenwechsel in einer gewissen Anzahl von Ko- 
ordinaten ergibt, muB das Produkt einiger derselben den gleichen Charakter 
haben. 

Beachten wir aber, den Ausfiihrungen der vorhergehenden Nummer 
entsprechend, daf jede der betrachteten Kollineationen als Produkt einer 
gewissen Anzahl der harmonischen Homologien (0), (1), ..-, (7) in beliebiger 
Reihenfolge angesehen werden kann, so wird aus dem Produkt irgend 
einer Anzahl der ersteren immer ein Produkt der letzteren, aus dem zwei 
Homologien mit demselben Symbol herausfallen, da sie die Identitit er- 
geben. Ebenso ist das Produkt aller r+-1 Homologien wegen (0)(1) ... 
(r—1)(r)=(01 ... r—-1)(r)=(r7)(r) die Identitat. So ist zum Beispiel 
das Produkt 

(ay ty ty dy Uy 15) + le dy ta ts by iy) + (as tg ty ig) = (ip ty 4s ig). 


fiir h<= 


, wenn r ungerade ist. 
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Die Ordnung der Gruppe, also die Anzahl der involutorisechen Kol- 
lineationen einschlieBlich der Identitiit, ist 
Siegel ts |e ee 11 — 1 (C2 a2) an Pa 
2 1 2 r 2 
Betrachten wir einen beliebigen Punkt P und die Gruppe der 2” Punkte, 
unter denen sich auch P befindet, die ihm durch die Gruppe der 
Kollineationen zugeordnet sind, so fallen diese Punkte siimtlich mit P 
zusammen, wenn P einer der gegebenen 7+ 1 Punkte ist; gehort P dem 
Verbindungsraum einer Anzahl (>2) dieser 7+-1 Punkte an, so gehéren 
alle Punkte der Gruppe diesem Raum an und fallen auf mannigfache Art 
zusammen. Ist P, ein beliebiger Punkt dieser Punktgruppe und © eine 
beliebige Kollineation unserer Gruppe von Kollineationen, so gehort der 
P; in © entsprechende Punkt Pf ebenfalls der Punktgruppe an, weil 
die Kollineation, die P in P, transformiert, mit  multipliziert, eine 
Kollineation der Gruppe gibt, die Pin P'transformiert. Daher wird diese 
Punktgruppe durch jede Kollineation der Gruppe in sich transformiert. 


15. Wir gehen nun an die Betrachtung der partikuldren Kollineationen, 
fiir die also, wenn wir die gewohnte Bezeichnungsweise beibehalten, 
ES SSIES eels NCS rei | 
ist, so daB (Nr. 1) fiir mindestens einen Wert von 7 die Wurzel 0 von 
D(o) =0 eine Multiplizitit + 2 hat. Um einen bestimmten Fall vor Augen 
zu haben, setzen wir voraus, daB 0’ genau A-fache Wurzel von D(e) =0 
sei, wobei A>h’ ist. Dann schreiben wir die Relationen (5) zwischen 
den Koordinaten y; und § zweier entsprechender Hyperebenen 4 und & 
des S, bzw. S, an, indem wir die Grundpunkte Ao, A1, ..., A,» in der 
dem S,-1 konjugierten Hauptachse wihlen. Wollen wir nun zum Ausdruck 
bringen, da jede Hyperebene durch den S,-, Doppelhyperebene ist, daB 
die erwihnten Relationen also durch &;=y;=0 (@=0,1,...,r—h’) und 
£; =; beliebig (@ =r —h’ +1, r—W’+2, ...,r) befriedigt werden miissen, 

so ergeben sich Gleichungen von der Gestalt 


0 No — doo So + = Or—h', 0 Cp! 
OYr-2 = 0, r-n' Eo st Apt, r-h' oi 
i te fears 
O VYr-n' +1 = 0, r—-n'+1 50 SOG Op —H, r—hl +1 Sern! We Sp— aed 
O Yr-7n'+2 = Ao, r—n'+2 Eo Tie Op—h', r—h' +2 fare + Gite n'+2 
O17), = M0 r E ae Se alle Oy —h',r Croat oP WG. 


Lisen wir fiir diese die. Frage nach den Doppelhyperebenen, so ergibt 
sich weiter 1 —o”. An Stelle dieser kiénnen wir auch die transponierte 
6* 
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Substitution betrachten, die die Koordinaten eines Punktes « des S, durch 
die des entsprechenden Punktes y des S; ausdriickt, niémlich 


1) Xo = ao 0 Yo ae no 0, r—h’ Ur-n’ +... + Ao Ur 
8) O Lj! = A;—-n', 0 Yo =p 2+ Ap—n', r=h! Yr-h' 4 + Ayn’, r Yr 
f / 
Oa QO Yr-n'+1 
/ 
0% = 0! Yr 
Setzen wir 
ao0—Q ao1 toe M0, rn’ 
a1 0 ad414—O0 AS C4, r—h' 
D(a) = 
CUy—h',0 Or-h', 1 --5 | Op=nlr—n'— O 


so ist D(o) gegeben durch _ 
D(Q) =(e’— 09)" D’(Q), 


und da 0’ laut Voraussetzung A-fache Wurzel von D(o)=0 ist, muB 0’ 
also (4—h’)-fache Wurzel von D’(o)=0 sein. Die Determinante D’ (0) 
ist aber nichts anderes als D(o) beziiglich der Kollineation des S,-y in 
sich, die der gegebenen Kollineation untergeordnet ist und durch die 
Gleichungen 

C% = Ao Yot---+ Ao, r-H Yr-n 


Q L—n! = Ar-n', 0 YO T° 4 Gre, rH! Yr 


dargestellt wird, welche aus (8) hervorgehen, wenn wir #j;=y:=0 
G=r—h 1, ..,,7) setzen: Ist r—hi— 4,1 der Rang der (7 fh oe 
reihigen Determinante D’(0’), so entspricht der Wurzel 0’ ein Hauptraum 
Sy-1 des S,~ (1<h{<i—W’). Die anderen, den Wurzeln 0’, ..., 0” 
von D‘(g)=O0 entsprechenden Hauptriume sind offenbar die Haupt- 
raéume Spv-1, ---, Sxm™-1 der Kollineation des S, in sich. Da Doppelpunkte 
der Kollineation des S,-;, in sich auch in der Kollineation des S, in sich 
Doppelpunkte sein miissen, folgt, daB der Sj,-1 der Schnitt des S,-1 mit 
dem Sy-1 ist. Das laBt sich iibrigens auch sofort direkt zeigen. Die 
Gleichungen des Sy-1 sind ja wegen (8) 


/ 
Q Lr—p! = Ap—p', 0 Lo -- + 4 App’, r— In! Ur—7! sie + Ann, r Bry 
jene des S,-y 


Peper 0, Pes Uy, 
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so da$ ihr Schnitt der im S,-; durch die Gleichungen 


0% = Moo Xo ++: Blip aCe 


Q Lp—j! = Ar—p', 0 Vo ++  Ap—h', rn! Lp—p! 


dargestellte Raum, also gerade der S),-1 ist. 

Es sei S,-n'-1, die dem S;,-1 konjugierte Hauptachse im S,-,. Mit 
der Kollineation des S,-;, in sich gehen wir nun ebenso yor wie oben 
mit der Kollineation des S, in sich. Von den 7—h’+-1 Grundpunkten 
des S,, die wir im S,-,, annahmen, wihlen wir jetzt »—h’—hi +1, etwa 
Ao, Ai, .--, Ap—n’—ny im S,-n'-n43 die Gleichungen der Kollineation ver- 
einfachen sich dann im S,-,, und daher auch im S, in einer der oben 
angegebenen analogen Art und fiir D’(o) erhalten wir 


D‘(g) = (e’— 9)" D’(Q), 


wobei 
aoo — 9 aor an Qo, r—-h'-h' 
D*(o) = ayo a41—O eet 1, r-n'-h4 
Or-n'—hy, 0 Ar—h'-ny, 1 --- Gr—n'-h4, r—h'-h, — O 


gesetzt ist, so dab ae ‘ee 
D(Q) =(Q’— ok DQ) 
und D’’(o)=0 die Gleichung D(o)=0 beziiglich der untergeordneten 
Kollineation des Raumes S,-7-7, in sich ist. 

Ist nun A>h’+hi, so sind die Wurzeln von D’’(o)=0 wieder 
0’, o”, ..., 0. Bezeichnen wir mit r—h’ —hi—hi +1 1<hh<i—h’— i) 
den Rang der verschwindenden Determinante D’’(0’), so sind die Haupt- 
riume der Kollineation des S,-y’-1, in sich der Schnitt S,,-1 des S,-w—14 
mit dem S;,-1 und die Riume Sy-1, Sy-1, -.., Spx™-1. Ist jedoch A=h’+hi, 
so gibt es im S,-y-x, keinen der Wurzel 0’ entsprechenden Hauptraum 
und unser Verfahren ist zu Ende. Wir nehmen den ersten Fall, also 
A>h'+-hi an. Ist dann S,-1-14-1, die dem S,,-1 in der Kollineation des 
S,-1’-», in sich konjugierte Hauptachse, so wiahlen wir die Grundpunkte 
Ao, Ay, ..-, Ar-n'-n4-ny, die sich ja unter den oben im S,-,’-1, angenommenen 
Punkten befinden, im S,-y/~74-n,. Dann wird 


D'’(Q) = (oe —e)* D’(Q), 


ao — 0 ao1 Mens Qo, r—h'-hy-h 
a10 a11—0 vee CN, r-n'-h4-h’ 


Ct (OO 010 ieiot) Cen eh OCG: CROC CM ACER ete) IPCC Che CRT TiCat Mar te Cir eu aCat Teint Ot SC MIC lat Wat eet aC OR) 


Or—h'=hy-he, 0 OAr-h'=hy-he, 1 +--+ Ar—p'-n4-ho, r—h'-h—he — O 
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ist. Somit wird 
D (0) es (c= Qo) thithe IDEe (0), 
so daB A>h' + h{ +h ist. 

Wir wollen nun annehmen, daB A=h’+hi--h3, also 0’ nicht mehr 
Wurzel yon D’’’(o)=0 ist’). Dann wird der Raum $,-7'-1,-22 kollinear 
in sich transformiert und hat keinen der Wurzel 0’ entsprechenden Haupt- 
raum mehr; damit ist unser Verfahren zu Ende. Infolge der angegebenen, 
der Reihe nach vorgenommenen Vereinfachungen nimmt die zur Kollineation 
gehirige Determinante D(o) das folgende Aussehen an‘) 


ORY ee Oa” Ma NE carts casey banc mien Oy Cu ciCeioG CAO eet Orie ee Oetathie do ree hace, 

Ay—7' hho, 0 Op—h! —hy—-hg, r-h’-Wy hg — Q vere rece rete cere nee 

(9) 0 4 3 0 Ghe-5 O Cals poor eet eee 
0 0 0; 207240 Aa aa 

i) 0 0 0 O20 


Natiirlich haben die Gleichungen der Kollineation denselben Anteil an 
den angegebenen Vereinfachungen; da wir sie aber sofort anschreiben 
kiénnen, wenn D(e) und damit die Transformationsdeterminante bekannt 
ist, brauchen wir sie nicht weiter zu betrachten. 

In der Determinante (9) ersetzen wir nun in der (7 — h’ — hi — hg +2) 
bis 7—h’—m-+.1)™ Zeile 0’ durch 03; in der @—h’ —hi 2) “bis 
(r —h’ +1) Zeile 0’ durch 0{ (wobei wir bemerken, da 03 und 0{ keine 
Wurzeln yon D’’’(e)=0 sind und sowohl untereinander als auch von 0’ 
verschieden sind), wihrend wir in den folgenden Zeilen 0’ ungedndert 
lassen. Mit D(Q) andert sich auch die zugehiérige Kollineation des S, in 
sich; insbesondere erhalten wir durch unsere Abinderungen Hauptriume 
in derselben, die verschiedenen Wurzeln 0’, 01, 02 der neuen Determinante 
D(Q) =(e’— 0)" (of — 0) (03 — e/* D’’’ (@) entsprechen. Diese Wurzeln haben 
hier die Multiplizititen h’, hi, hs, da ja D’’’(0)=0 ist fiir e=0’, 0 = 01, 
@ =02, wihrend D(o’) den Rang r—h’+1, D(oi) den Rang r—hj+1 
und schlieBlich D (03) den Rang r —h3-+1 hat, so da 0’, 01, 03 Hauptriume 


**) Es besteht kein Zweifel, dafS man einmal zu einem solchen. Ende. gelangen 
mu8, und zwar spiitestens dann, wenn sich Q’ als (7+ 1)-fache Wurzel von D(e) = 0 
ergibt, in welchem Falle nur ein einziger Hauptraum vorhanden ist. Wir haben bereits 
[Anmerkung *)] bemerkt, daf in diesem Falle }=r+1> Ah’ sein mub. 


*) Wir unterdriicken der Einfachheit halber die Glieder oberhalb der Haupt- 
diagonale (von denen einige ==0, andere =O sind), da ihre Betrachtung fiir das 
Folgende unwesentlich ist. 
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von h’—1, ht—1, h3—1 Dimensionen entsprechen. Lassen wir jetzt 05 
stetig gegen 0; und 0; gegen 0’ gehen, so fiillt der Raum von /i—1 
Dimensionen schlieBlich in jenen von hj — 1 Dimensionen, und dieser wieder 
in den Raum von h’— 1 Dimensionen; und die Kollineation selbst fallt dann 
mit der gegebenen zusammen. 

Genau so wie mit D(@) verfahren wir nun mit der Determinante 
D’’(o), die zur Kollineation des S,—y-x-1 in sich gehort, indem wir 
nacheinander die anderen Hauptriiume S,-1, Sy’-1, -.-, Sum-1 betrachten, 
die im S,-7-7;-», enthalten sind. Wir gelangen so schlieBlich zu einer 
reguliren Kollineation, die die gegebene zum Grenzfall hat. Bemerkt 
man noch, daf sich aus dem Umstand, da einige Hauptriiume einer 
inzidenten Lage zustreben, dasselbe fiir die konjugierten Hauptbiinde 
und im umgekehrten Sinne auch fiir die Hauptachsen ergibt, da sie 
ja von denselben Wurzeln von D(o)=0 abhingen, so haben wir damit 
das wichtige Theorem erhalten: Jede partikulire Kollineation kann als 
Grenzfall einer reguléren Kollineation angesehen werden, in welcher die 
Hauptriume und Haupthiinde in mannigfacher Art inzidenten Lagen 
zustreben. 

Wir werden weiterhin einen Hauptraum einer Kollineation mit 
Prepeia **) mehrfach oder einfach nennen, je nachdem mit ihm andere 
Hauptriume inzident sind oder nicht, d.h. je nachdem die Multiplizitat 
von 0” fiir D(o@) gréBer als h® oder gleich h® ist oder schlieBlich je 
nachdem der S,@-1 die konjugierte Hauptachse S,-,@ schneidet oder nicht. 
Die Art der Ubereinanderlagerung ist bei einem mehrfachen Raum S,-1 
durch die obige Analyse charakterisiert; dieselbe zeigt ja folgendes: 
Schneidet der S,0-1 den S,-. im S,-1, der S,-1 die in der Kollineation 
des S,-, in sich konjugierte Hauptachse S,-,0-, in einem S,-1 u. 8. w., 
so sind gerade die Raume S,0-1, S,9-1, S,@-1, ... diejenigen, die so in- 
einander gefallen sind, daf ein jeder von ihnen Unterraum des vorher- 
gehenden ist oder mit demselben zusammenfallt. 


16. Ersetzen wir einen Hauptraum durch die einfachen Hauptriume, 
die in ihm in inzidente Lage gekommen sind, so folgt, daB (Nr. 2) in 
einer beliebigen, reguléren oder partikuliren Kollineation die Summe der um 
je eine Hinheit vermehrten Dimensionen der reellen oder imagindren, ver- 


18) Le omografie in un spazio ad un numero qualunque di dimensioni {Annali 
di Matematica, 17 (2), 1889—90]. In der folgenden Abhandlung Sulla teoria generale 
delle omografie (Atti della R. Accademia di Torino 27, 1891—-92) setzt PREDELLA 
die Theorie der partikuliiren Kollineationen ohne jede Grenzbetrachtung auseinander, 
indem er die mehrfachen Riiume direkt einfiihrt, und zwar in der am Ende dieser Nummer 
angedeuteten Weise. 
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schiedenen oder tibereinandergelagerten Hauptriume gleich der um eine 
Linheit vermehrten Dimension des Operationsraumes ist. 

Wir verallgemeinern noch den fiir regulire Kollineationen (Nr. 9) 
cegebenen Begriff der Charakteristik. Wir nennen charakteristische Gruppe 
oder Charakteristik eines mehrfachen Hauptraumes den Inbegriff der Zahlen 


Geo trey Steeant ine ci (oa 


(h'>h{=>...=>h;), welche die Dimensionen der Hauptriume darstellen 
die der Reihe nach ineinander liegen. Diese Bezeichnung umfabt auch 
den Fall eines einfachen Hauptraumes, wobei die charakteristische Gruppe 
sich eben auf eine einzige Zahl, die Dimensionszahl des Hauptraumes, 
reduziert. Dementsprechend verstehen wir unter der Charakteristik einer 
Kollineation den Inbegriff der Charakteristiken ihrer Hauptriume, also 


Sie Oe aps Sea ee Wp eat Rd (ka ing gre Sed aN oe 
AM —1, AM 1,02, WO 1)I, 


wobei p=0, g=0,-..., s=0 ist. 

Wenn die Hauptriume in verschiedener Art ineinanderfallen, und nur 
dann, werden die entsprechenden Wurzeln von D(o) einander gleich und 
somit einige von den absoluten Invarianten untereinander und der Einheit 
gleich. Es bleiben daher nur die von verschiedenen Wurzeln von D (0) 
stammenden absoluten Invarianten tibrig. Die Anzahl der unabhingigen 
absoluten Invarianten ist also immer gleich der um eine Einheit ver- 
minderten Anzahl der charakteristischen Gruppen. 

Es wire nun noch zu zeigen, daf der fiir regulire Kollineationen 
bereits bewiesene Satz (Nr. 9) auch fiir partikuliire gilt: daB nimlich zwei 
Kollineationen mit derselben Charakteristik und denselben absoluten In- 
varianten projektiv identisch sind. Doch ist der Beweis ebenso wie bei 
den reguliren Kollineationen eine unmittelbare Folge der kanonischen 
Gleichungen einer partikuliéren Kollineation, und da diese Gleichungen 
schon fiir sich niitzlich und bemerkenswert sind, gehen wir gleich an ihre 
Aufstellung. 


17. Wir bezeichnen, wie immer, mit Sy-1, Sy-1, ..., Si@-1 die 
Hauptraume der betrachteten Kollineation und mit S,-; ihfen pup chore 
keitsraum, so daf 


gah Eh. +H 


ist. Wir setzen ferner voraus, indem wir die Bezeichnungen der vorher- 
gehenden Nummer beibehalten, da8 im S,-1 der Reihe nach die einfachen 
Hauptraume Sj-1, Si,-1, -.., So-1 in inzidente Lage gekommen sind, 


Kollinestionon ¢ eines Raumes S.. in sich (Nr. 17). 3g 


ebenso im S,-; die Raume Sy-1, Syy-1, «. » Sve. ues. w. und sehlieBlich 
im S,)_1 die Riume S$, _1, Sal's rameay. Sa). Dabei kann sowohl etwa 
p=O90, d.h. der S,-1 einfach oder ps0, d.h. der S,-1 mehrfach sein, 
aber es kinnen nicht alle Zahlen p, q, ..., s gleich Null sein. 

Wir setzen*’) 


J EVAL rites 
gf" Bo AY aye i hee 
oe jim he | | he, 
so daB (Nr. 16) 
(10) gg! 4 tgMar4 


wird und betrachten die regulire Kollineation, deren Grenzfall die gegebene 
partikulire ist und in welcher also die Hauptriiume 97-1, Shia =, 
She, SOS OE Se ee Siig , Ses Perea eee Shs existieren 
and voneinander durchaus eae hei Die Riume S}'-1, Si=4, ee 
Si, -1 bestimmen einen S7-1; die Riiume Sj-1, Siva, ..., Sri einen 
Se -1u.s.w. Die Riume S71, Sj--1,..., Sf sind kollinear in sich 
transformiert und bestimmen den Operationsraum S,. Nihert sich die 
regulire Kollineation der partikuliiren, so nahern sich die Riume S7-1, 
S71, .--, S7@-1 gewissen Grenzlagen S,-1, Sy’-1, ---, Sj-1, die wir mit 
PreDELLA charakteristische Rdéwme der mehrfachen Hauptraume Sy-1, Sy-1, 

, Sm, nennen. Dabei fallt der S,@-1 mit dem S,@-1 zusammen, wenn 
dieser Hauptraum einfach ist. Offenbar werden ebenso wie die Riume S7-1, 
Sp-u4, ..., S7m_1 durch die reguliire Kollineation, auch die Riume S,-1, 
S,v-1, -.-, Sg™-1 durch die partikulaire Kollineation in sich transformiert, 
und zwar so, daf in jedem nur ein einziger Hauptraum vorhanden 
ist; zum Beispiel im S,-1 der S,-1 mit der charakteristischen Gruppe 
(h‘ —1, hi—1, ...,hp—1). Aus derselben Grenzbetrachtung ergibt sich, daB der 
Verbindungsraum zum Beispiel von S,-1 und S,”-; in sich transformiert wird 
und die beiden Hauptriitume S,-1 und S,-1 enthialt, die beziehungsweise 
die charakteristischen Gruppen (h’—1, hi—1, ..., hp—1) und (hk —1, 
hif —1, ..., hi’ —1) haben u.s.w. Daraus folgt, daB die charakteristischen 
Riume unabhingig sind; denn wenn etwa S,-1 den Verbindungsraum der 
iibrigen schnitte, so wire der Schnittraum kollinear in sich transformiert 
und enthielte daher mindestens einen Doppelpunkt, der dem S)-1 und 
irgend einem der Riaiume Sy-1, Sy-1,'..-, Sam 1 angehbren miifte; das 


1) Aus Nr. 15 folgt, daB g’, g”, .... g™ die Multiplizitiiten der Wurzeln 
Q', @”, «-+, @™ von D(Q) = 0 sind. 
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ist aber unmdglich (Nr. 2). Aus (10) folgt, daB8 die charakteristischen 
Riume S,-1, Sy’-1, .--, Sgm-1 dem 8S, zugehéren. 


18. Wir fixieren nun in den charakteristischen Riitumen in geeigneter 
Weise Paare entsprechender Punkte; dadurch werden wir zur Lisung 
unserer Aufgabe gelangen. Betrachten wir etwa zuerst den Raum S,’-1. 
Jeder der Riume Sy-1, Sw_,-1, ---, Sy-1 ist im folgenden enthalten; wir 
nehmen zuerst h’ unabhiingige Punkte 


tay Ay-1, 


Ao, see Any, -1) Ay, teey Ay, _,-1, An, 


im S,-180 an, daB Ao,..., Ay,-1 gerade h;, unabhingige Punkte des Sy-1sind, dah 
2 Beare Ay -1, Ay, ...,An_,-1 gerade hp-1 unabhiingige Punkte des Sr, 24 
sind u.s.w. Wir wiederholen nun die Betrachtung der regulaéren Kollineation, 
deren Grenzfall die gegebene ist und bezeichnen den Verbindungsraum von 
Si,-1und Si, -1mit Sivsa,_,-1. Da nun der Raum S742, ,-1 in sich trans- 
formiert ist mit den beiden Hauptriumen Si, -1 und Sioa; wird jeder 
Punkt des Si, -1 zum Beispiel Perspektivititszentrum zweier entsprechender 
Sips, des Sips oats sein, die durch den fe ier hindurehgehen”*’).. Gehen 
wir zur Grenze tiber, so wird aus dem Si they -4 ein gewisser Raum 
Sig +n, yy der gleichfalls kollinear in sich transformiert und im S,-1 ent- 
halten ist, die R&aume Shyer Sins streben gegen die Riéiume Sut, 
Sy .-1) so daB die h, unabhingigen Punkte Ao, ..., An, -1 des Sy -1 gleich- 
falls Perspektivititszentren von Paaren von Riumen von /;,-; Dimensionen 
werden, die einander in der gegebenen Kollineation entsprechen, im 
Syoeny_ 4-4 enthalten sind und alle dureh den Sy y-1 hindurchgehen”?), 
Sind nun B, B/ zwei einander entsprechende allgemeine Punkte der 
perspektiven Riume von h;-1; Dimensionen, fiir die A; Perspektivitiits- 
zentrum ist, so sind die hp+h,-1 Punkte 


(11) Ao Pat Ay, -1 Ay, avait Aye a4 


Bo sels By,-1 


unabhingige Punkte des Raumes Si +n, ,-1, da die Punkte Bo, ..., By -1 
im Bund mit dem Kern Sy ,-1 hj Réume von /;-; Dimensionen be- 
stimmen, welche zugleich mit Ao, ..., Ay-1 unabhingig sind, da sie ihnen 
in einer gewissen Projektivitit entsprechen und daher den Swany -1 


**) Da die beiden S,,_ ‘ inzident sind, haben wir, genauer ausgedriickt, eie reguliire 
Homologie (letzter Absatz der Nr. 11) vor uns; der gleichmiSigeren Ausdrucksweise 
halber ziehen wir hier jedoch die Bezeichnung Perspektivitit vor. 

**) Auch hier handelt es sich um Paare inzidenter Riiume, also um partikuliire 


Homologien mit dem Zentrum auf der Achse; Analoges gilt in den folgenden weiteren 
Fallen. 


Kollineationen eines Raumes S, in ravett | (Nr. 18). , he 


bestimmen. Wir erwihnen noch, daS ein Punkt B; des Systems (11), sein 
in der Kollineation entsprechender B/ und der in (11) tiber B; stehende 
Punkt A; drei Punkte einer Geraden sind. 

Wir wiederholen nun das vorstehende Verfahren, indem wir neuer- 
dings die regulire Kollineation, deren Grenzfall die gegebene ist, und den 
Raum Si, +n,_,+n, 4-1 betrachten, den die Riiume Sis Ss SL erst aes vege 
oder, ae danselia ist, die Riume Si, Thy A Stile Si, ,-1 bestimmen. 
Dieser SUA Sk gaa ees ist in sich emstormient mit den Hauptriumen 
Sis, Si ,-1, Siy_,-1. Die dem Si,_,-1 konjugierte Hauptachse ist der 
Si, +i 15 gehen, wir zur Grenze itiber, so wird aus dem Sie ang +n, Pee: 


Ze 
ein Raum Sysn_,+n_,-1, der durch die gegebene Kollineation in sich 
transformiert amen und en Sw+n,_,-1, die Grenzlage des Si san, -1 enthalt. 


Die h, + hp-1 Punkte (11) dieses Rawnes sind dann Perspektivititerentren 
von Paaren von Ri&umen von hj-2 Dimensionen, die einander in der 
gegebenen Kollineation entsprechen und durch den Si,_,-1 hindurehgehen; 
und zwar sind die Punkte Ao, Ai, ..., Ary, -1 gerade die Perspektivitits- 
zentren jener Paare von Riiumen von h;-2 Dimensionen, die sich ergeben, 
wenn man aus dem Si sgt die Punktepaare By und Bj, Bi und Bi, ..., 
By-1 und By,-1 projiziert. Sind nun B; und Bi (i=hy, -.., hp-1—1) awei 
allgemeine, einander entsprechende Punkte der perspektiven Riume, deren 
Perspektivititszentrum A; ist und auBerdem C; und C; (¢=0, 1, ..., 4p — 1) 
zwei allgemeine, einander entsprechende Punkte der perspektiven Riume, 
deren Perspektivititszentrum 6; ist, so erhalten wir das folgende System 
yon Punkten 


| Ag sists An,-1 Ay, arr: Ay,_,-1 : Ay, _,-1 
(12) Bo ata By,-1 By, see Det 


Co sh Cu -1 


in welchem jeder Punkt der zweiten oder dritten Zeile mit dem un- 
mittelbar dariiber stehenden und mit seinem entsprechenden auf einer 
Geraden liegt. Ferner sind die hp+J,-1-+-hp-2 Punkte des Systems (12) 
gemiB einer der obigen analogen Uberlegung wieder unabhiingige Punkte 
des S,’ thi, hy 9-1 

Fahren wir so fort, so gelangen wir schlieBlich zu einem System 


VAR OS: An, -1 cee Ay, -1 eiaiielipls ib Ai} eee Aye 4 eae Ay -1 
Bo ; By, -1 By _, ey eetarat ROO By, Sita By, ee 
(13) Co see Cus, -1 see Cry, Selig ove ae out Cri, -1 


eulakaliovan bi oisisleslet a) bie le) le 1ei4\50\(0) ©. 6.01 61's 906 ole; 8p 
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yon g’ unabhiingigen Punkten des charakteristischen Raumes S,-1, worin 
jeder Punkt, der in der zweiten oder einer der folgenden Zeilen steht, 
mit dem unmittelbar dariiber stehenden und mit seinem entsprechenden 
auf einer Geraden liegt, wihrend die Punkte der ersten Zeile Doppel- 
punkte sind. Man sagt, daB jeder Punkt des Systems (13) und sein ent- 
sprechender, der mit ihm zusammenfallt, wenn der Punkt Doppelpunkt 
ist, ein charakteristisches Paar des Raumes S,-1 bildet, wihrend der 
Inbegriff der einzelnen Punkte des Systems charakteristische Gruppe des 
S,-1 genannt wird *”). 

Wir konstruieren weiter in gleicher Weise charakteristische Gruppen 
der anderen charakteristischen Riume. Da nun jede solehe Gruppe den 
zugehorigen charakteristischen Raum bestimmt und alle diese Riume dem 
S, zugehbren (Nr. 17), so bilden die +1 Punkte, die sich aus der Ver- 
einigung siimtlicher charakteristischer Gruppen ergeben, 7-+1 unabhingige 
Punkte des S, und kénnen daher als Koordinatengrundeck genommen 
werden. Wir werden sehen, wie sich dann die Gleichungen oder, was ja 
dasselbe ist, die Determinante 


oo. Aol =.=. Aoi =-. Aor 
(14) COAG Oita Clee OUT 
Ar Q Art + Api Apr 


der Kollineation abindert. 


19. Wir nehmen also als Ecken (100...0), (010...0), (001...0)... 
des Grundeckes der Reihe nach die Punkte der 1%", 2, .... (p+41)tes 
Zeile des Systems (13), das die charakteristische Gruppe des S,--1 
darstellt, damn die Punkte der 1, Qt, .... (¢11)*™ Zeile jenes 
zweiten Systems, das die charakteristische Gruppe des S,-1 darstellt 
U. 8. W. ; 

Da nun die Zahlen doi, ai, ..., di der (4-1) Kolonne der Determi- 
nante (14) die Koordinaten des der (i+-1)" Ecke des Grundeckes 
entsprechenden Punktes sind, so ist klar, da8 alle Zahlen der ersten 
h’ Kolonnen von (14) bis auf die in der Hauptdiagonale stehenden ver- 


**) Um den charakteristischen Paaren eine anschauliche Bedeutung zu geben, 
denke man sich, daf der Sy _; in den S,,_, gefallen sei, indem man hj unabhiingige 
Punkte von ihm in gewissen, von Ao, ..., Ay. _; ausgehenden Richtungen verschoben 
habe und da8 auf diesen Richtungen hi Paare allgemeiner einander entsprechender 
Punkte (By By), ees (Bu, x, By, -1) angenommen wurden; analog denke man sich den 
Sy 4 in den Si -1 gefallen u.s. w. 


schwinden miissen, damit in der betrachteten Kollineation die Punkte 
Ao, ..., An-1 des Systems (13) Doppelpunkte sind. Dem Punkt Bo, dessen 
Koordinaten bis auf die (h’+-1)* alle gleich Null sind, entspricht weiter 
ein Punkt Bo auf der Verbindungsgeraden des 1°? und (h/+ 1)" Grund- 
punktes, so daf also alle Koordinaten von Bj bis auf die 1 und (h/4-1)' 
gleich Null sind; und zwar geben diese mit ihrem Verhiiltnis die Koordinate 
von Bo auf der Geraden Ao Bo. In der (h/+-1)" Kolonne der in Rede 
stehenden Determinante verschwinden also alle Glieder bis auf das 1* und 
(h’+-1)*, und aus ihnlichen Griinden fehlen in der (h/+2)*" Kolonne 
alle Glieder “bis auf das 2° und (h’+2)*, in der (h’+3) alle bis auf 
das 3% und (h’+3) u.s.w. Wiederholen wir fiir die Punkte C, ..., D 
von (13) das eben fiir die Punkte B Gesagte, so ergeben sich in analoger 
Weise unmittelbar die folgenden Kolonnen bis einschlieBlich zur g/t. 


Beachten wir nun, daB der Grundraum Sy-1 (a =--- =x, =0) der einzige 
mebrfache Hauptraum in der untergeordneten Kollineation des Sy- 
(x =---=2z,=0) ist, so ergibt sich, da8 alle Glieder in der Haupt- 


diagonale in den ersten g’ Kolonnen untereinander gleich, und zwar 
gleich 0’ sind. 

Wiederholen wir diese Betrachtungen nun fiir das zweite System 
yon Punkten, das die charakteristische Gruppe des S,”-1 ist u.s.w., so 
gelangen wir schlieBlich zu der folgenden einfachen Regel, um die ge- 
suchte Determinante der gegebenen Kollineation zu erhalten: Man geht 
von der kanonischen Determinante der reguliren Kollineation aus, deren 
Grenzfall die betrachtete partikuldre Kollineation ist und in welcher alle 
Elemente bis auf die der Hauptdiagonale gleich Null sind; und zwar sind 
von diesen die ersten h’ untereinander gleich, ebenso die folgenden ht unter- 
einander gleich u.s.w. Von diesen Elementen setzen wir nun die ersten gf 
Elemente gleich 0’, die folgenden g'’ Elemente gleich 9" u.s.w. Dann 
riicken wir die eweite Gruppe (von hi Elementen der Hauptdiagonale) wm h’ 
Zeilen in die Héhe, die dritte Gruppe (von hz Elementen) um hy Zeilen, ..., 
die (p--1)* Gruppe (von h, Elementen) wm h,-1 Zeilen und erteilen den 
so verschobenen Klementen beliebige, nur von Null verschiedene Werte 
MMe er elgg as g Dnhacd ok 5) Vig spa Tre. Dasselbe wiederholt man fiir die 
folgenden g'’ Elemente u.s.w. Alles das wird offenbar ausgedriickt durch 
das folgende Schema der Determinante ~*) 


28) In diesem Schema bezeichnen blof die starken Punkte von Null verschiedene 
Glieder; die fein punktierten Linien zwischen zwei Elementen sollen nur andeuten, 
daB diese beiden Elemente in gleicher Zeile oder Kolonne stehen. Bemerkt sei noch, 
daB zum Beispiel die Elemente 4 und pw auf zwei Parallelen zur Hauptdiagonale 
stehen, die voneinander verschieden sind, wenn h’=- hj ist und zusammenfallen, wenn 
h=h, ist. 


nN 
aS 
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wobei fiir die Gruppen von g’, ..., 9 Elementen zu wiederholen ist, was 
hier fiir die Gruppe von g’ Elementen angezeigt ist. 


20. Wie wir bereits in der vorhergehenden Nummer festgestellt haben, 


. Ay at 
SUNG Ronee pa 


bzw. die Koordinaten von Bj, ..., By,-1 auf den Geraden 


sf eee 
Ao Bo, .--, Spe PE Leer a2: 


bzw. die Koordinaten von (, ..., 


Ci,-1 auf den Geraden By Co, ae Cio-1; u.s.w. Diese Koordinaten 
und daher auch Ay, ..., Ani; bu, ---, tag; --. konnen willkiirlich angenommen 
werden, sofern auch die Einheitspunkte auf der Geraden Ao Bo, .-., 
Ay, -1 Br,-1; Bo Co, --., Bry-1 Cig-13 --. des Grundecks willktirlich ange- 
nommen werden kénnen. Zu diesem Zwecke beachten wir, da8 der 
Einheitspunkt etwa auf Ao Bo jener Punkt ist, in welchem diese Gerade 
den durch den Einheitspunkt des S, und die iibrigen Grundpunkte be- 
stimmten S,-1 trifft. Haben wir infolgedessen den A, u,v, ... allgemeine 
Werte erteilt, so kénnen wir den Einheitspunkt des S, noch in einem 
Raum annehmen, der (Nr. 17) 


! hy - seeeat h’ hy'4 he hil: 
Eh 1 hE Ol ett og 


gegebenen Hyperebenen gemeinsam ist, also in einem gegebenen S,-1™*). 
Jeder der Punkte Ao, ...,Ay-1 hiangt nun von h,—1 Parametern 
ab, ts der Punkte Ay, ..., An, ,-1 von hp-1—1, ..., jeder der Punkte 


Ay, --., Av-1 von h’—1, da diese Punkte bzw. in den Réiumen S),-1, 
Sw, _,-1»---, Sy’-1 enthalten sind; im ganzen hangen sie also von 
Ro ipee Lid is) pated. i) ( —b) 


Parametern ab. Des weiteren hingt jeder der Punkte Bo, ... By-1 von 
h,-1 Parametern ab, da er in einem gewissen, durch Wahl der Punkte 4 
einmal bestimmten Raum von /)/-; Dimensionen willkiirlich (Nr. 18) an- 
genommen werden kann; jeder der Punkte Co, ..., Cn, -1, By,, oN, By *4 
hingt, gemiB einer analogen Uberlegung, von h,-2 Parametern ab, 

und schlieBlich hingt jeder der Punkte Do, ..., Dry, -1, Ne Cr; en Chit, -1, 
Bie yee Br 1 VOU h’ Parametern ab; somit hiingen diese Punkte im 
ganzen von hy hp-1—-+ hp-1hip-2 + --- + Mh’ Parametern ab. Wir kénnen also 
sagen, daS wir die charakteristische Gruppe (13) des Raumes S,-1 auf 


a 7 4 ad ae ‘ ee ‘ ’ he ‘ 
oop CE Dae ali Lyte +A'(h'-1) +h, thy 4+ +hy 


verschiedene Arten konstruieren kénnen. 

*4) Der Zweifel, ob die erwiihnten S,_, nicht einen Raum von einer Dimension 
>g—1gemeinsam haben, wird behoben, wenn wir diesen Hyperebenen besondere Lagen 
geben, sie z.B. durch Bo, .--, By,3 Coy ++ +> Cig +s gehen lassen, so daf wir Grund- 
hyperebenen haben, die (im ~,) ciabihitipie sind. 


96 Kapitel LV. 


Wenn wir diese Uberlegung fiir die iibrigen charakteristischen Gruppen 
wiederholen, den Bemerkungen Rechnung tragen, die wir zu Beginn 
dieser Nummer gemacht haben und uns der Beziehungen der Nr. 17 
erinnern, so folgt schlieBlich, daB die Determinante der partikulidren 
Kollineation durch geeignete Wahl der Grundpunkte und des Kinheits- 
punktes auf ~o*"*-Y*" verschiedene Arten in die Form (15) gebracht 
werden kann. Dabei haben i, W, Vv, ... willkiirlich vorgegebene, nur von Null 
verschiedene Werte und es ist 


Dt a he ee ee Poe te el eee 
ae tee ee 1) rie re a” pm” ts 1) ae ae a his Cee 


Fiir eine partikulire Kollineation gelten Betrachtungen, die denen 
analog sind, die wir in Nr. 9 fiir regulire Kollineationen angestellt haben. 
So gilt fiir die einen wie fiir die anderen der Satz: Zwei beliebige 
Kollineationen mit derselben Charakteristik und denselben absoluten In- 
varianten sind projektiv identisch und wmgekehrt; man kann mittels 
oo hh Dtr_ go2-1 verschiedenen linearen Transformationen von der einen 
zur anderen gelangen, wobei die Zahlen h—1 dieselben sind, die auch in 
der Charakteristik erscheinen, nimlich die Dimensionszahlen der verschiedenen 
oder tibereinandergelagerten Hauptriume. In diesem Satz hat die Projektivitit 
oder lineare Transformation die Bedeutung einer Kollineation, kann aber 
auch die einer Korrelation haben, wenn wir in dem einen der beiden 
Riume die Bezeichnungen der Punkte und Hyperebenen vertauschen. 

Hier ist, auch fiir die Zukunft, die folgende Bemerkung am Platze. 
Eine Kollineation zwischen Punkten und dieselbe Kollineation zwischen 
Hyperebenen, somit invers betrachtet, haben nicht nur dieselbe Charakte- 
ristik, wie aus Nr. 15 hervorgeht, wo wir ja festgestellt haben, daB dem 
Ineinanderfallen gewisser Hauptriume das Ineinanderfallen der konjugierten 
Hauptbiinde entspricht, sondern sie haben auch dieselben absoluten In- 
varianten, wie aus deren geometrischer Deutung, die wir in Nr. 6 angaben, 
hervorgeht. Aus dem obigen Theorem geht hervor, daB8 es unendlich 
viele Korrelationen gibt, mittels welcher man von einer Kollineation zu 
ihrer inversen gelangen kann oder, wie man kurz sagt, eine Kollineation 
ist auf unendlich viele Arten korrelativ zu ihrer inversen. 

SchlieBlich wollen wir noch hervorheben, da8 im friiheren Theorem 
die Projektivitat oder lineare Transformation auch die Bedeutung einer 
Korrelation haben kann, ohne dai wir die Bezeichnungen ,,Punkt“ und 
»Hyperebene~ vertauschen, wenn wir nur fiir die eine der beiden 
Kollineationen ihre inverse setzen; darauf sei auch gleich fiir spiiterhin 
hingewiesen. 
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21. Den letzten, fiir regulire Kollineationen giltigen Siitzen der Nr. 8 
entsprechen fiir partikulire die folgenden. 

Eine partikuliire Kollineation ist bestimmt durch ihre charak- 
teristischen Riitume (die mit den betreffenden Hauptriiumen zusammen- 
fallen, wenn letztere einfach sind), durch die charakteristischen Paare 
in diesen, d. h. also durch die Punkte des Systems (13) und der 
analogen Systeme und ihre entsprechenden Punkte, sowie schlieBlich durch 
ihre absoluten Invarianten. Das folgt unmittelbar, wenn man _beachtet, 
dal in der Determinante (15) bloB diese Invarianten und die Koordinaten 


Ry de Ag Uy be Pe 
28 o” ene — a ne Par MOP Puukte Bp. diy v5, Bie <1, Cy, C1, Laut 


den Geraden Ao Bo, Ay By, easy Ans, -1 Beek, Bo Co, By C1, dh auftreten. 
Wie bei einer reguliéren Kollineation kénnen wir auch bei einer 
partikularen die Charakteristik 


eee ee eee he 1 ee YI: 
wobei die h positive ganze Zahlen sind, die blof an die Bedingungen 


: (m) , 7(m) , 7, (m) 
WM hip te PR Ph + th =r +l, 


(m) ) ‘m) 
lee | acme peal ht pes 2. 


gebunden sind, und die absoluten Invarianten beliebig vorgeben. Um eine 
regulire Kollineation zu bestimmen, ist es noch ndétig, die Hauptriume 
(beliebig, nur dem S, zugehérend) vorzugeben; bei einer partikulaéren 
Kollineation muf man hingegen aufSerdem die charakteristischen Rdaume 
(beliebig, nur dem S, zugehérend) und in thnen die r—1 charakteristischen 
Paare geben, wie oben bereits erwahnt wurde. Nehmen wir die Punkte 
(13) und die analogen als Grundpunkte und betrachten die Kollineation 
mit der Determinante (15), so kénnen wir jetzt nachtriiglich leicht fest- 
stellen, daf diese allen angegebenen Bedingungen geniigt. Vor allem 
bemerken wir, daB die zugehérige Determinante D(o) sich aus (15) ergibt, 
wenn wir 0’—0,...,o™—o fiir 0’, ..., 0 einsetzen; daraus ergibt sich 
sofort, daB die Nullstellen von D(o) gerade 0’, ..., 0” sind. Multiplizieren 
wir dann die einzelnen Elemente jeder Zeile von D(0) baw. mit xo, 71, ...,%;, 
addieren sie dann und setzen die sich so ergebenden Linearformen gleich 
Null, so erhalten wir, wenn wir der Reihe nach o=—0', ..., e=o™ 
setzen, die Gleichungssysteme der einzelnen Hauptriiume. So sieht man 
sofort, da8 sich ftir g=o0’ die Gleichungen auf x =0, ..., 7 =0 
reduzieren, d. h. es ergibt sich der Hauptraum S,-1. Um zu erkennen, 
ob dieser und die anderen mehrfache Hauptriume sind, gentigt es, an 
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Stelle der partikuliren Kollineation die regulire zu betrachten, deren 
Determinante sich aus (15) ergibt, wenn wir in der Gruppe von hj 
Elementen 0{ fiir 0’ setzen, in der Gruppe von /3 Elementen 0% fiir 0’, ..., 
in der Gruppe yon h; Elementen Q, fiir o’ und analog bei den anderen 
Hauptriiumen verfahren. Setzen wir dann der Reihe nach 9 = 0’,0=01,--., 
0 =0;, So ergeben sich verschiedene Hauptriume Sy-1, Si-1, ---, Sw-13 
so ist z. B. der Sy-1 gegeben durch die Gleichungen 


F . i & rs aA iN : a 
( o’— 04) Lot Ly = O, (o’— 01) Ut hep +1= 0, ee ey (0 = 01) Lyi, -1+ dn, Uh! +h’, Fr) 
: (<joteeny 5 VENI Nor ia 

(o’— 01) an, =0, (0°- 01) tayj+1 = 9, ---, (Q'— 01) M'-1= 9, ; 


Hy Vaan’, =O, Me Uren 41> 0, 


Konvergiert nun 0) nach Q)-1, Qp-1 nach 04-2, ..., 0; nach 0’, so fallt 
der Raum Sy-1 in den Sy_,-1, dieser in den Si pty sy Und schlieBlich 
der S,.-1 in den S,-1. Analoges gilt fiir die anderen Hauptriume; und 
damit ist alles, was wir zeigen wollten, nachgewiesen. 

22. Wir geben noch, so wie in Nr. 10 fiir regulire Kollineationen, 
hier eine Konstruktion einer partikuliren Kollineation, wenn die charak- 
teristischen Riume S,-1, Sj”-1, .-., Sp)-1, in ihnen die charakteristischen 
Paare und die absoluten Invarianten gegeben sind. 

Zuerst konstruieren wir zu jedem Punkt eines charakteristischen 
Raumes, des S,-1 etwa, den entsprechenden. Aus dem einzigen Hauptraum 
des Sy-1, der also durch die Punkte Ao, 41, ..., Ay-1 des Systemes (13) 
gegeben ist, projizieren wir die Punkte Bo, ..., By,-1, Co, ---, Cia, «s+, 
Do, ..-, Dy,-1. In der zu konstruierenden Kollineation werden den 
projizierenden Riumen S, jene Raume Sj entsprechen, die aus demselben 
Sv-1 die Punkte Bo, ..., Br,-1, Co, ..., Chy-1, ---, Do, ---, Du-1 projizieren, 
die den obigen Punkten entsprechen und als solche gegeben sind. Es ist 
also klar, daB die Sj; und Sy perspektiv (d. h. homolog) sind, wobei bzw. 
Ao, .--, An, -1, Bo, ..., By,-1, -.. Perspektivitétszentren sind. Es folgt, 
daB zu einem Punkte M des S,-1, wenn er einem der S, angehdrt, ohne- 
weiters der entsprechende Punkt /’ konstruierbar ist. Gehort der Punkt Jf 
aber keinem S, an, so legen wir durch ihn im S,-1 einen vom Sy-1 
unabhingigen S,-,-1, der jeden der Raiume S, in einem Punkte  trifft 
und beachten, daS diese Schnittpunkte den S,-,-1 bestimmen (Kapitel I, 
Nr. 14). Aus den entsprechenden Punkten erhalten wir den entsprechenden 
Si-n’-1, in welchem der entsprechende Punkt /’ liegen mu8. Wiederholen 
wir diese Konstruktion »-mal, so erhalten wir einen Raum von einer 
Dimension > g’— nh’ —1, der M’ enthilt, und, wenn wir ibe! hin- 
reichend gro8 wiahlen, genau den Punkt I’. hi 

Haben wir so die untergeordneten Kollineationen der charakteristischen 
Raume Sy-1, Sy-1, ..-, S,m™-1 erhalten, so konstruieren wir noch die 
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T 


= — — = = =e 


untergeordnete Kollineation des Verbindungsraumes S,-1 der Hauptriume 
Sp'-1, Sn’-1, ---, Sxom-1, die offenbar eine regulire Kollineation mit diesen 
Hauptriumen und den gegebenen absoluten Invarianten ist (Nr. 10). 

Wir bemerken nun, daf ein S,-1, der nicht durch S,-1, Sy-1, ..., 
Sam-y; und daher auch nicht durch Sy-1, ..., S,™-1 hindurehgeht, die 
Réiume §S,-1, Sy-1, ..., Sj™-1 in m-+-1 Réumen schneidet, die den 
S,-1 selbst ihrerseits bestimmen. Denn wiirden sie in der Tat in einem 
S,-2 liegen, so erhielte man, indem man diesen mit einem weiteren Punkt 
des S,-1 verbande, einen S,-1, der den S,-1, somit auch die’ Riume 
Spa, ---, Snm21 und daher schlieBlich auch die Riitume Sy-1, ..., Sy -1 
enthalten mtiSte (denn er miiBte sicher neue Punkte derselben enthalten, 
nimlich gerade die Punkte des S,’-1, ..., S,-1, die im S,-2 noch nicht 
enthalten waren), was aber unmdglich ist. Suchen wir also die den obigen 
m+1 Schnittriumén entsprechenden Riiume, so erhalten wir m1 Raume, 
die den S;-, bestimmen, der dem obigen S,-1 entspricht. Wir kénnen 
damit zu jedem Punkt den entsprechenden konstruieren, indem wir die 
S,-1 durch ihn betrachten. 


23. Als Anwendung der zuletzt erérterten Beziehungen geben wir 
noch einen Beweis des Theorems der Nr.5. Kénnte eine partikulare 
Kollineation zyklisch sein von der Ordnung », so miiBte man durch 
n-mnalige Wiederholung derselben oder, wie man auch sagt, durch Anwendung 
ihrer n*" Potenz, die Identitaét erhalten. Gehen wir nun von der Determinante 
(15) aus, so erkennen wir das als unméglich. In der Tat nimmt die n® 
Potenz dieser Determinante, die ja offenbar gerade die Determinante der 
n2 Potenz der Kollineation ist, wenn wir den (wie wir gesehen haben, 


willkiirlichen) Konstanten A, u, ...,t; 1, ...;... baw. die Werte 0’; 0”; ... 
geben, die Form 
nN o’ Le CRN Ee aD (n—1) on 
PEO ae gee :(—1) 0" * 
no!” | | 
n 0! iss Kee 
no” 
n(o™)” 
7T* 
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an, die natiirlich fiir keinen Wert von 2(>1) die Determinante der Identitat 
sein kann. 

24. Wir gehen nun daran, nachzuweisen, da der Satz, der uns die 
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir lieferte, daB zwei Kollinea- 
tionen projektiv identisch sind (Nr. 20), in etwas andere Form gebracht, 
nichts anderes ist als das folgende bekannte Wermersrrass’sche Theorem”): 

Damit zwei Bilinearformen 


: s £ 
i 2 Oey, ; Ey QD = 2 dj; 0 Se 


durch eine lineare Transformation der x in die X und durch eine andere 


lineare Transformation der § in die = in zwei andere Bilinear formen 


f= Dai, Xi EK = > bi, Xi Ey, 


tibergefiihrt werden kinnen, ist notwendig und hinreichend, dafi die beiden 


Determinanten 
| dix — 0 dix E | Ain — 0 Dix |, 


von denen vorausgesetzt sei, dafs sie nicht identisch verschwinden, dieselben 
Elementarteiler haben*®). 

Wir beginnen mit der Bemerkung, da8B wir ohne Einschrankung der 
Allgemeinheit annehmen diirfen, da8 alle Determinanten | aiz |, | b:x|, | a%x|, 
| bi,| von Null verschieden sind. Denn ist das nicht der Fall, so kénnen 
wir, da die Determinanten | ai,—00;.|, | ai, —0 b/,| nicht identisch Null 
sind, auf unendlich viele Arten zwei Zahlen a, 6 finden, so da 
| aix — @ by, | 0, | ai, — B Bix. | + O und ebenso | ai, —ab/,| 0, lai — Bbi,|--0 
ist. Diese Determinanten sind die der Bilinearform f—ag, f—fq, 
f—ag’, f—Bg’, und es ist klar, da8 die Formen f, ¢ dann und nur 
dann in /’, ~ linear transformierbar sind, wenn f—ag, f—6@ linear 
transformierbar sind in /—aq’, f’— Bo’. Andrerseits sind die Elementar- 
teiler von 


Dy (Q) = | dix —0 Bix — @ (ain — B dix) | =| — 0) asx — (2 — 0B) Bis | 
diesélben wie die yon 
D2(Q) =| ai, — abi, — 0 (ae — Bbi)| =|(1— 0) of, — (a —0 B) di |, 


wenn nur die von |a;z—Qb;,| mit denen von | a/,— 0 b/,| zusammenfallen, 
da sich ja D:(e@) und D2(0) aus diesen Determinanten durch dieselbe 
lineare Transformation des Parameters ergeben. 


*>) Gesammelte Werke II, S. 19. 
6) Der Begriff der Elementarteiler wurde bereits in Nr. 7 eingefiihrt. 
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Der Wererstrass’sche Satz ist also allgemein bewiesen, wenn wir 
ihn unter der Voraussetzung beweisen, daf die Determinanten |a;;|, 
| bix|, |at.|, |b%.| alle von Null verschieden sind. 


25. Unter dieser Voraussetzung geben wir nun dem Werersrrass’schen 
Satz eine geometrische Form. Wir betrachten die Kollineation 


(16) Yi aen ae Dy Bix yi (k =0, Ly soley r), 


Multiplizieren wir beide Seiten mit § und addieren wir, so folgt, daB 
identisch in den §, (da x und y einander in der Kollineation entsprechende 


Punkte sind) 

er 20; &, = dix Yi Ey 

tk tk 
gilt und daB somit auch, wenn wir die Transformationen von nicht 
verschwindender Determinante des Werrersrrass’schen Satzes ausfiihren, 
also ein und dieselbe Transformation der x; in die X; und der y; in die 
Y; sowie eine beliebige andere der § in die ©, identisch in den 3, 


2D aby Xs cee ee Vy 

ik tk 
gelten muS. Das bedeutet aber, daB zwischen den Punkten 4X, Y, die 
durch die Transformationen aus z, y hervorgingen, die Relationen 


(17) dian Xi=d0nV: (k=0, 1, ..., 7) 


bestehen, die somit eine mit (16) projektiv identische Kollineation 
darstellen *’). 

Sind umgekehyt die durch (16) und (17) gegebenen Kollineationen 
projektiv identisch, so gibt es eine lineare Transformation der x; in die 
X; und zugleich der y; in die Y;, die von der einen Kollineation zur 
anderen fiihrt. Gehen durch diese Transformationen die Formeln (16) 
genau in (17) itiber, so fiihrt diese und die Transformation §,— 4, die 
Bilinearformen 7, ~ in die Bilinearformen /;  tiber. Fiihrt die erste 
Transformation jedoch (16) in die Kollineation 


Yio, X= Di Bre Vi (s=0, Ie ceey r) 


°") Wir kénnen (mehr geometrisch) auch so sagen: Sind die , Hyperebenenkoordinaten 
in einem anderen Raum S’, so stellen 2a,, x; § =O und 20,, y; §&=0 zwei Pro- 
jektivitiiten zwischen S, und S% dar, deren Produkt (16) ist. Diese beiden Projektivitaten 
werden in zwei andere =a;,, X,2,—=0 und =b;, Y, 5, transformiert, deren Produkt 
nun gerade (17) ist. 
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iiber, die mit (17) fiquivalent ist, so lassen sich die ne dieser 
daraus durch Multiplikation mit geeigneten Konstanten A.; (s=0, Wt) 
und Addition herleiten; d.h. wir kénnen (17) in der Form 


oy Xp Sb es Ye (hS0M eer) 


schreiben und um also von f,@ zu 7; ~’ zu gelangen, muf man noch die 


Transformation 
Vi here 
— land nl 


wrt 


ausflihren. 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen, damit sich die 
Formen /, ¢ in; ¢’ transformieren lassen, sind also zugleich die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen, damit die Kollineationen (16) und (17) 
projektiv identisch sind. 


26. Wir haben (Nr. 20) gefunden, da diese letzteren Bedingungen 
erstens in der Gleichheit der absoluten Invarianten bestehen oder besser 
[vgl. Anmerkung ™)| in der Gleichheit der Wurzeln der Determinanten 
D(e)=|aiz—00:,| und D’(e)=|aiz—0 bi.|"*) und zweitens darin, da8 
die beiden Kollineationen dieselbe Charakteristik 


DUS dpe te as Ie ce tai acer tu earl sae Te a ng 


haben. Wenn wir jetzt also zeigen, daf die Zahlen h in jeder der beiden 
Kollineationen die Zahlen e, die Exponenten der Elementarteiler der 
Determinante der betreffenden Kollineation, bestimmen und umgekehrt, 
so haben wir den Wetprsrrass’schen Satz bewiesen. 

Wir betrachten etwa die Gleichungen (16) und die charakteristische 
Gruppe (h’—1, hi—1, ..., hp, —1) des der Wurzel 0’ von D(o)=0 ent- 
sprechenden Hauptraumes und suchen die Relationen zwischen den 
Zahlen h dieser charakteristischen Gruppe und den Zahlen e; der zu dieser 
Wurzel 0’ gehorigen Elementarteiler. 

Zu diesem Zweck betrachten wir die Kollineation (16) als Grenzfall 
einer reguliren Kollineation. Es sei D,(o) die zur letzteren gehbrige 
Determinante und S)’-1, Sy, ae ee » Sy -1 die den Wurzeln 0’, 01, ..., Q» 
von D,(e)=0 entsprechenden vosseiiedoned Hauptriume, die der Reihe 


**) Wir hatten dort den Betrachtungen die Gleichungen der Kollineation in der 
Form x= = Pind baw. X,= 3 ~ q;7,¥; zugrunde gelegt; doch indern sich die Wurzeln 


und auch APE Elementarteiler see Determinanten D (g) und D’(e) wegen des in Nr. 7 
Gesagten nicht bei einer linearen Transformation der Kollineationen (16) und (17). 
Im vorliegenden Falle wire (16) durch 2,= ~ A; 7, Xin Y= Xa; ;,y; und analog (17) zu 


a 
transformieren. Bemerkt sei noch, da8 wir a Nr. 7 bereits einen direkten Beweis fiir 
die Notwendigheit der Bedingungen des WEIERSTRASS’schen Satzes gegeben haben. 
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nach ineinanderfallen, wenn diese Wurzeln sich dem einen Wert 0’ un- 
begrenzt nihern. Die Multiplizititen dieser Wurzeln fiir die Determinante 
D,(@) und ihre Minoren zeigt die folgende Tabelle: 


Les Ue Q1 Q2 Qp-1 O 

2 D, (@) h’ hi hs Ain Nyt hs 
— a ea hi—1 Pi en, igh i la ee 
e r—1 bez hy 2 Ry eet Ieee He) 
Re a RII ay, 6, ee or  y RR>. abaAL R 
| eee |W Sage An ei OR 
Be fh a, hah Wah. AS -0 

ee eae Se Pee NOTE ace o slontot Nt See he age 
S65 
> Faas ei 1 0 0 0 
= Phy eh es 0 0 0 ) 
MN a et ee ery cuit a Sean athe Se dents tas Mel eet 
= 
= r—h' 1-2 1 0 0 0) 0 


Geht nun die regulare Kollineation in die betrachtete tiber, so wird aus 
D,(@) die der letzteren zugehdrige Determinante D (0) und die Wurzel 0’ 
hat dann, wenn wir die Bezeichnungen der Nr. 7 verwenden, die Multi- 
plizitét 

= WM ely. 
fiir D(Q), 


pe = (h’— 1) + a—1) + --- + —1) 
fiir die »-reihigen Minoren von D(o), 

Ms = (h’— 2) + (hi —2) + --- + (hp — 2) 
fiir die (r—1)-reihigen Minoren von D(o), 


by, = (h!— hp +1) 4+ at — tp +1) +--+ + (p12 —p +1) +1 
fiir die (# —h,+2)-reihigen Minoren von D(), 
Mager = Ch’ — Ip) + (ht — tp) + +» + Up-1 — fp) 


fiir die (7 —h,+1)-reihigen Minoren von D(), 


Uy, = (h’—hi+1)+1 
fiir die (r —h{-+ 2)-reihigen Minoren von D(Q), 
Ung 41 = i h’ 


fiir die (7 —h{-+1)-reihigen Minoren von D (0), 


und schlieBlich 
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fiir die (r—h’+2)-reihigen Minoren yon D(g). Berechnen wir nun der 
Reihe nach die Differenzen der u, um die Zahlen e; zu finden, so folgt 


4 = = =. =p, 

(ana m= (NEON (ana — 

ytd Apt 2 bat ee 

RTO La OMA Oop Na Hono On mor ‘ 

Chgt+1— Cng+2= +--+ = Or, = 4, 
29), 

Cny +1 Cny+2= --- = Gi’ Sd! 


es sind also hy, der zur Wurzel @’ gehérigen Zahlen e gleich p+1, 
h,-1—hi, gleich p, hp-2—hp-1 gleich p—1, ...,hi—ha gleich 2 und h’—hy 
gleich 1. Es ergibt sich unmittelbar, daB wir auch umgekehrt die Zahlen 
h’, hi, ..., hy berechnen kénnen, wenn die Zahlen e gegeben sind; so 
ist h’ die Anzahl scimtlicher e;, hi die Anzahl siimtlicher e:>1, hg die 
Anzahl siimtlicher ¢;>2,..., schliefilich ist h, die Anzahl der e;, die gleich 
p+1 sind. Die Zahl p+ 1 ist der gréBte Wert der Zahlen e; und gibt 
zugleich die Anzahl der im S,-1 vereinigten Hauptriume. Ist dieser ein 
einfacher Hauptraum, so ist p=0O, d.h. alle zugehérigen Elementarteiler 
sind linear und umgekehrt. 

Damit ist der Satz von Werrersrrass (Nr. 24) bewiesen und noch 
durch die Bemerkung (Nr. 20) vervollstiindigt, daB die Transformation 
der Bilinear formen f, ~ in die Bilinearformen J’, ~ auf co®*@-Y+r = ®t 
verschiedene Arten ausgefiihrt werden kann. 


27. Gerade von dem Werersrrass’schen Satz geht Srcre*’) aus, um 
eine Klassifikation der Kollineationen zu geben. Sind Oy on Fey eX 
die Exponenten der der Nullstelle 9 entsprechenden Elementarteiler der 
Determinante D(o), die wie oben wieder der GriéSe nach abnehmend 
geordnet seien, so nennt Srcre den Inbegriff dieser Zahlen in der 


folgenden Anordnung 
/ (m) _(m) (m) 
[lef Catron é;,) (ef’ Coe ef.) ae (ef Cadet ym) | 
Charakteristik der betrachteten Kollineation. 
a2) 


Es sei darauf hingewiesen, daB aus unserem Beweis auch hervorgeht, da8 
jeder der Exponenten e,, ..., e,, der Elementarteiler groBer oder gleich dem folgenden ist. 


°°) Sulla teoria e sulla classificazione delle omografie ... [Memorie della R. Accad. 
dei Lincei, 19 (8), (1884)]. Vgl. auch das Buch von MuTH, Theorie und Anwendung 
der Elementarteiler (Leipzig, Teubner 1899), in welchem (§ 18) die SkGrxE’sche Lisung 
des Problems mit einigen Anderungen wiedergegeben ist. (Zu einer ersten Einfiihrung 
in die Theorie der Elementarteiler sei auch hier wieder auf das schon hiufig zitierte 
Buch von BOCHER verwiesen. [D.]) 
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Die Betrachtungen der vorhergehenden Nummern zeigen, wie man 
unmittelbar yon dieser Bezeichnungsweise zu der von uns verwendeten 
PrepELLa’schen iibergehen kann und umgekehrt. Geben wir die Kol- 
lineationen mit denselben, verschiedenen oder iibereinandergelagerten 
Hauptriumen in eine Klasse, so gibt es beispielsweise im gewdéhnlichen 
Raum folgende Arten yon Kollineationen, den beiden Bezeichnungsweisen 
entsprechend: 


1. Klasse. 

(Prepetita) [0000], (00) 00], [(00)(00)], [(000) 0}, [(0000)], 
(Secre) [1111], [211], _—*([22, [31], — [4k 
2. Klasse. 

(Prepetta) [100], (10) 0], [1(00)],  [(100)], 
(SEGRE) Beith sheloti 112i; St) 
3. Klasse. 
(Prepetta) [11], [(11)], 
(SeGRE) ((11)(11)], [(22)]. 
4. Klasse. 
(PrepeLia) [20], [(20)], 


(Secre) Pe) Tle (241). 


In jeder Bezeichnungsweise ist die Anzahl der absoluten Invarianten 
gleich der um 1 verminderten Anzahl der charakteristischen Gruppen. 


31) Man vergleiche damit die nach der in Nr. 19 gegebenen Regel aufgestellten 
kanonischen Gleichungen dieser Kollineation in der in *) zitierten PREDELLA’schen 
Abhandlung. Vgl. auch die Fufnote zu Nr. 41 der zweiten ebendort zitierten Arbeit 
von PREDELLA. 
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Korrelationen eines Raumes S; in sich. 


1. Eine nicht singuliire Korrelation eines Raumes in sich, d. h. also 
eine Korrelation zwischen zwei tibereinandergelagerten Riumen S, und 
Si, ist durch die Gleichungen 


(1) be iat iO Te lagen o 
k 


gegeben. Dabei sind die a; die Koordinaten eines Punktes des S, und 
die & die Koordinaten der entsprechenden Hyperebene des S;, bezogen 
auf dasselbe Grundeck und dieselben harmonischen Einheitselemente (vgl. 
Kapitel II, Nr. 4). 

Die Lisung des sogenannten Inzidenzproblems, d.h. die Bestimmung der 
Punkte des Raumes, die in den entsprechenden Hyperebenen liegen, ergibt 
sich unmittelbar. Liegt in der Tat der Punkt # in seiner entsprechenden 
Hyperebene &, so muB 


sein, und daraus folgt wegen (1) 
5) co) fo} 


(2) Y Gina te O, 
ik 


Da zwischen den Koordinaten eines Punktes x’ des S% und den Koordinaten 


der entsprechenden Hyperebene die Beziehungen (Kapitel II, Nr. 19) 
(3) ae re (Odi 1, aeee 1) 
k 


bestehen, kommt man zur selben Gleichung (2), wenn man einen Punkt x’ 
des S;, betrachtet, der in der entsprechenden Hyperebene & des S, liegt. 
SchlieBt man den Fall aus, daS die Gleichung (2) identisch erfiillt ist, 
daB also aiz+-a@:=0 ist, welchen Fall wir im folgenden noch behandeln 
werden, und erinnern wir uns an eine bereits eingefiihrte Bezeichnung 
(Kapitel II, Nr. 18), so folgt, daB der Ort der Punkte des 8, oder des 
S;,, die in ihren entsprechenden Hyperebenen liegen, eine Hyperfliche eweiter 
Ordnung F, (quadrica-luogo) ist, die durch die Gleichung (2) dargestellt wird. 
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Korrelativ dazu ergibt sich die Hyperfldiche zweiter Klasse P, (quadrica- 
inviluppo), die durch 
YA. Es hi= 0 
tk 
gegeben ist, wobei A;, das algebraische Komplement von a;, in der 
Determinante |a;;| ist, als Gesamtheit der Hyperebenen des S, oder des Si, 
die durch ihre entsprechenden Punkte hindurchgehen. 
Die Mannigfaltigkeiten F, und ®, heiSen Kernhyperflichen zweiten 


eA 


Grades (quadriche d’incidenza). 


2. Wir gehen nun an die Lisung des Problems der involutorischen 
Elemente. 

Die zwei Punkte, die einer einmal im S,, einmal im S’ betrachteten 
variablen Hyperebene € entsprechen, beschreiben zwei kollineare Figuren, 
in welchen offenbar (wenn wir die Hyperebene € sich um einen Punkt 
bewegen lassen) auch jene beiden Hyperebenen einander entsprechen, die 
einem einmal im S,, einmal im S, betrachteten variablen Punkt ent- 
sprechen. ‘Diese Kollineation, deren entsprechende Elemente also jene 
sind, die einem und demselben Element in der betrachteten Korrelation 
und in ihrer inversen zugeordnet sind, ist somit das Quadrat der betrachteten 
Korrelation und heibt derselben zugehdrig. 

Die Doppelpunkte und Doppelhyperebenen dieser Kollineation sind 
die involutorischen Punkte und Hyperebenen der Korrelation, d. h. es sind 
das jene Elemente, denen in der Korrelation und in ihrer inversen 
Korrelation ein und dasselbe Element entspricht und umgekehrt. 

Analytisch ergibt sich aus dem Vergleich von (1) und (3), daB die 
der Korrelation zugehérige Kollineation durch die Gleichungen 


ae 
ate Payee” 20, 1a?) 
ik k 


(und korrelativ) gegeben ist. Daher miissen die involutorischen Punkte, 
die Doppelpunkte der Kollineation, wenn @+-0 ein Proportionalitits- 
faktor ist, den Gleichungen 


DOF = OD Ope ky G=0, il tesy r) 
k 


i 


oder 


(4) Din 0a, 0 G=0, is S6Gy r) 


k 
geniigen (und korrelativ fiir die Doppelhyperebenen). 
Die involutorischen Punkte und Hyperebenen einer Korrelation, also 
die Doppelpunkte und Doppelhyperebenen der 2ugehirigen Kollineation, liegen 
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somit in den Raéumen und Biinden, die den Wurzeln 0’, 0’, ..., o™ der 
Gleichung 

(5) D(Q) =|ain—0 oxi | = 0 

entsprechen. 


Diese Riume und Biinde von involutorischen Elementen heiBen auch 
fiir die Korrelation Hauptrdume und Hauptbiinde. 


3. Multiplizieren wir die Gleichungen (4) der Reihe nach mit %, 2, ..., 
x, und addieren sie, so folgt 


Yin Xp Li = 0 day i ay Xi 


ik tk 
oder 
(1 — 0) ai, 4 @y = 0. 
ik © 
Ist also 90+ 1, so miissen die Koordinaten eines involutorischen Punktes 
der Gleichung 


aie ae 0 
ik 


gentigen, wihrend das nicht der Fall sein muS, wenn-o=1 ist. Daraus 
ergibt sich, daB jeder Hauwptrawm involutorischer Punkte der Korrelation, 
der nicht der Wurzel 0 =1 entspricht, auf der Hyperfliche zweiter Ordnung 
Fy, hegt. 

Duales gilt fiir die Hauptbiinde involutorischer Hyperebenen. 


4. Bevor wir die gegenseitigen Beziehungen zwischen den Hauptraumen 
und Hauptbiinden na&her untersuchen, wollen wir uns der Betrachtung 
der involutorischen Korrelationen zuwenden, in welchen also alle Elemente 
involutorisch sind, so da8 sich die der Korrelation zugehérige Kollineation 
auf die Identitat reduziert. 

Sollen die Gleichungen (4) Identititen in den Koordinaten sein, so 
miissen die GréBen @ und a, den (7+1) Gleichungen 


ai,—0 Gi =O (i,k =0, Late) 


gentigen. Ist mindestens eines der Elemente in der Hauptdiagonale der 
Determinante | a;;| von Null verschieden, etwa a; i, so folgt aus a;;—0a;;—0 
sofort 9=1. Verschwinden jedoch alle Elemente der Hauptdiagonale, so 
mu eines der anderen Elemente der Determinante | a;;| yon Null verschieden 
sein; es sei etwa a;,+-0(i+k) ein solehes Element. Aus ai,=0 ay; folgt, 
dab @ und a; ebenfalls +-0 sind und es ergibt sich durch Multiplikation 
dieser Relation mit der analogen a,;=0a:, somit e°=1 und also 0 — + 1. 
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Fiir @=1 werden die obigen (+ 1)’Gleichungen zu ai, —a,;=0; 
fiir op =—1 m az+a,;—0. Es gibt also zwei Arten involutorischer Kor- 
relationen: bei der einen ist die Determinante |a;;| symmetrisch, und eine 
solehe Korrelation heiBt Polarsystem oder Polaritdt, bei der anderen ist 
die Determinante | a;;,| schiefsymmetrisch und eine derartige Korrelation 
wird Nullsystem oder fokale Korrelation genannt. 

Bei den inyolutorischen Korrelationen ist die Unterscheidung der 
beiden tibereinandergelagerten Riume iiberfliissig. Wir sprechen blo8 von 
entsprechenden Punkten und Hyperebenen, die wir bei beiden Arten von 
Korrelationen Pol und Polarhyperebene nennen. Die allgemeine Eigenschaft 
einer Korrelation, da, falls ein Punkt und eine Hyperebene des einen 
Raumes inzident sind, auch die entsprechenden Elemente des anderen Raumes 
inzident sind, driickt sich jetzt im sogenannten Theorem der Reziprozitat 
einfach aus: Liegt ein Punkt in der Polarhyperebene eines zweiten Punktes, 
so liegt auch umgekehrt dieser in der Polarhyperebene des ersten. Die beiden 
Punkte (oder Hyperebenen) heiBen konjugiert. Zwischen zwei konjugierten 
Punkten x und wz’ besteht die Beziehung 


Vai, 0 2 =0 
ik 


(und korrelatiy zwischen konjugierten Hyperebenen), die fiir ai, = ai oder 
Qix—=— 4: die eine oder die andere der beiden involutorischen Korre- 
lationen darstellt (Kapitel III, Nr. 19). 

Im Polarsystem haften die beiden Kernhyperflichen Ff, und ®, an- 
einander, d. h. die Hyperebenen der zweiten beriihren die erste, was wir 
zugleich mit anderen Eigenschaften weiter unten (Kapitel VI, Nr. 4) 

zeigen werden. 
d Hier fiihren wir noch einige Eigenschaften des Nullsystems an. 


5. Vor allem bemerken wir, daS im Nullsystem, da (2) identisch 
befriedigt ist, jeder Punkt in seiner Polarhyperebene liegt. Wenn umge- 
kehrt in einer Korrelation jeder Punkt des S, und des S; in seiner 
entsprechenden Hyperebene liegt, so muS (2) eine Identitét und daher 
die Korrelation ein Nullsystem sein. 

Die Determinante | a;;| der Transformation ist schiefsymmetrisch, ver- 
schwindet also, wenn r-+-1 ungerade ist*) und hat dann im allgemeinen den 
Rang r. Ist also ein Nullsystem des S, nicht singulir, so mui r ungerade 
sein. Ist r gerade, so ist es notwendig singulir, und zwar im allgemeinen 
yon erster Art. Das laBt sich folgendermaBen genauer ausdriicken: Es sei 
ein von der Art h singuliires Nullsystem vorgelegt; seine Determinante 


) Vgl. BOCHER a. a. 0., 8. 64, Ubung 3. [D.] 
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\aix| hat also den Rang r—h+1. Da es involutorisch ist, kann es 
(Kapitel III, Nr. 24) nur einen einzigen singuliren Raum S,-1 besitzen, 
dessen Punkte die simtlichen Hyperebenen des Raumes zu Polarhyper- 
ebenen haben, wihrend im Bund S-1 ein nicht singulires Nullsystem 
vorhanden ist, in welchem ein S, jene Hyperebene zur Polarhyperebene 
hat, die im betrachteten Nullsystem Polarhyperebene simtlicher Punkte 
des S;, ist. Da dieser Bund ein Raum yon r—h Dimensionen ist, so folgt 
aus obigem Satz, daB »—h wngerade ist, wenn ein Nullsystem des S, von 
der Art h singuldr ist. Somit kann ein Nullsystem des S,, je nachdem r 
gerade oder ungerade ist, nur yon ungerader oder gerader Art singular sein. 

In einem nicht singuliren Nullsystem des S, (7 ungerade) bilden die 
Polarhyperebenen der Punkte eines S; einen zum S; projektiven %;. Ist 
S.-z-1 der Kern dieses =;, so folgt aus dem Theorem der Reziprozitiit 
sofort, daB die Polarhyperebene jedes Punktes eines der Rdwme S, oder 
S--1-1 durch den anderen hindurchgeht. Solehe Riume S; und S,-;-1 heiBen 
polar oder konjugiert im Nullsystem. 

Wir lassen nun den Punkten eines S; die S;,-1 entsprechen, in denen 
die Polarhyperebenen der betreffenden Punkte den S; schneiden, oder, 
wie man zu sagen pflegt, wir schneiden das Nullsystem mit dem &. 
Offenbar erhailt man als Schnitt wieder ein Nullsystem, wie etwa aus der 
Relation zwischen konjugierten Punkten (Nr. 4) hervorgeht, wenn wir 
a; =a; =0 @=k-+1, ..., r) setzen, also annehmen, da8 der S, Grund- 
raum sei. Ist nun & gerade, so ist das Nullsystem im Schnitt notwendig 
singulir, im allgemeinen von erster Art, so daB die obigen Schnittriume 
S:-1 durch einen Punkt gehen miissen. Diesen mu also der dem S;, polare 
Raum S,-;-1 mit dem S; gemeinsam haben. Zwei polare Riume S; und 
S,-z-1 haben daher, wenn & gerade ist, einen Punkt gemeinsam und im 
allgemeinen auch nicht mehr, wahrend sie, wenn & ungerade ist, im 
allgemeinen keinen Punkt gemeinsam haben. 


6. Wir gehen nun an die Aufstellung der kanonischen Gleichungen 
eines Nullsystems des S,. Zuerst wollen wir es nicht singulir annehmen, 
so daB (Nr. 5) r=2n-+1 ist. Wir nehmen einen beliebigen Punkt A, 
mit der Polarhyperebene o,, dann in o einen zweiten Punkt A, mit der 
Polarhyperebene o, durch A, und 4,*); dann im Schnitt von a, und o, 
einen dritten, von A), A, unabhingigen Punkt A, mit der Polarhyper- 
ebene a, durch A,, A, und A, u.s.w.; schlieBlich nehmen wir einen 
(n+ 1)*", von Ao, At, -.., An-1 unabhingigen Punkt A, im Schnitt von 


*) Hier und weiterhin halte man sich das Theorem der Reziprozitiit (Nr. 4) sowie 
die Tatsache, da8 jeder Pol in seiner Polarhyperebene liegt, stets gegenwiirtig. 
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Oo, O14, ---, Gn-1 mit der Polarhyperebene «, durch Ao, Ai, ..., An. Diese 
Punkte bestimmen einen Raum S,, der zugleich Schnittraum der Hyper- 
ebenen Oo, 4, .-., On ist. 

Jetzt betrachten wir den Schnittraum S41 von o, Cih ory heen er 
den S, und daher auch die Punkte Ao, 41, ..., An enthilt. In ihm nehmen 
wir einen von diesen Punkten unabhiingigen Punkt 4,41, der also auBer- 
halb des S, und daher auch auferhalb von «@, liegt. Seine Polarhyper- 
ebene sei Gn+i1; sie geht durch Ao, ..., An-1, An+i, wihrend o, durch 
Ao, -.-, An und M%, G4, ..., G-1 durch Ao, ..., An+1 hindurechgehen. Dann 
betrachten wir den Schnittraum S,+2 von Go, 04, ..., On-2, der den Sy41 
und daher die Punkte Ao, 41, ..., Anti enthilt. In ihm nehmen wir einen 
von diesen Punkten unabhiingigen Punkt A,+2, der also auBerhalb des 
Sn+i1 und daher auch auBerhalb von a,-1 liegt, jedoch dem Schnitt von 
G und G+; angehért. Das ist miglich, da dieser Schnittraum den 
Sn+z In einem S, schneidet, der nicht im S,41 enthalten sein kann, 
weil andernfalls O, o1, ..., Gas1 durch denselben S, gingen und somit 
nicht wie ihre Pole unabhingig wiiren. Ferner sei 42 die Polarhyper- 
ebene von An+2, die durch Ao, ..., An-2, Any An+i, Anse hindurchgeht, 
wihrend O,+; durch Ao, ..., An-1, An+i1, An+e2 hindurchgeht; o, durch 
eee asians 0,21 Oured Ay, 285 Any UNG. Mo, Ui, v2) Osa Curen 
Ao, .--, An+2 hindurchgehen. Dann betrachten wir den Schnittraum 8,43 
VON Oo, 01, ..., O,-3, der den S,+2 und daher die Punkte Ao, ..., Anse 
enthalt. In ihm nehmen wir einen von diesen Punkten unabhingigen 
Punkt A,+3, der also auSerhalb des S,42 und daher auch auSerhalb von 
a,-2 liegt, jedoch dem Schnitt von On-1, Gn, On+1, One angehort. Das ist 
moéglich, da dieser Schnittraum den S,43 in einem S,-1 schneidet, der 
nicht im S,,42 enthalten sein kann, weil andernfalls a, 04, ..., G,+2 durch 
denselben S,-1 gingen und somit nicht wie ihre Pole wnabhangig wiren. 
Ferner sei O,+3 die Polarhyperebene von An+3, die durch Ao, ..., An-s, 
An-1, An, An+1, An+2, An+3 hindurchgeht, wihrend o,+2 durch Ao, ..., An-a, 
Az, Ansi, Anza, Anse bindurehgeht; a,41 durch Ao, ..:,An-1, Ansi, Ania, 
Ame eG gsUUTCll Ag, @n-, An, An seidy 432 On,-i durch, Ao, +. 4, Anat, An+33 
pe eure AG, oie n4o Md Oo, Gin 4:-,(0,-9 durch Ag, .--, Anes hine 
durehgehen. So fahren wir fort und gelangen schlieSlich zu einer Polar- 
hyperebene 2,41 eines Punktes 4on41 (der sich noch auf einem S; beliebig 
annehmen lift), die durch alle Punkte A mit Ausnahme von A, hindureh- 
geht, wihrend o2, durch alle Punkte 4 mit Ausnahme von 4A; hindurch- 
geht, %2,-1 durch alle Punkte A mit Ausnahme von Ap: u.s. w. 

Damit haben wir 2n+-2 Punkte Ao, A1,.--, densi So gefunden, dab 
ihre Polarhyperebenen %, 04, ..., Gan+1 die Winde des durch sie bestimmten 
Grundecks sind, und zwar liegen diese Hyperebenen gerade den in um- 
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gekehrter Reihenfolge genommenen Punkten d2n+1, Aon, ---, do gegen- 
iiber. Beziehen wir unsere Koordinaten auf dieses Grundeck, so ergibt 
sich unmittelbar, daB die Gleichungen des Nullsystems die Form 


O Eo = Ao X2n+1 
O Ey = 1 L2n 


QO Sntl1 = — An Xn 


annehmen; und zwar ist das nur fiir ein derartiges Grundeck der Fall. 

In diesen Gleichungen kinnen wir den GriBen ao, a1, ..-, dn durch 
geeignete Wahl der Einheitselemente beliebig vorgegebene, von Null ver- 
schiedene Werte erteilen. Machen wir niimlich in (6) die Substitutionen 
x; = k; xi, bail (oder a; =k; &, ea so daB die Inzidenzbedingung 
immer SHE = 6 bleibt (Kapitel I, Nr. 4, so erhalten wir an Stelle von 
lo, A1, ---, An die Werte ko ken+1 do, kt kan Gi, ---, kn kn+1 Qn, die wir beliebigen, 
yon Null verschiedenen Gréfen gleichsetzen kénnen, wobei noch n+ 1 
der /; willkiirlich bleiben. So kiénnen wir zum Beispiel in (6) alle ao, a1, .-., dn 
gleich 1 annehmen. 

Sind die GréBen ao, ai, ..., @ (d. h. ihre Verhiltnisse) nach Belieben 


gegeben, so kiénnen die Gleichungen eines nicht singularen Nullsystems 


(r+1) (r +2) 


auf co*! @"+3) 55°” 2s verschiedene Arten in die Form (6) gebracht 
werden, da yon den 2n--1 Koordinaten des Einheitspunktes (oder der 
Einheitshyperebene) noch n+ 1 unbestimmt bleiben und auferdem die 
Punkte Ao, 41, An, Ansi, ---, Monti des Koordinatengrundecks wegen der 
oben auseinandergesetzten Konstruktion baw. in Riumen von 2n-+-1,2n,..., 
n+1, n,..., 1 Dimensionen beliebig gewaéhlt werden kénnen. 

Die nicht singuldren Nullsysteme der Riume von r Dimensionen sind 
projektiv identisch. Das ergibt sich sofort, wenn man die beiden Nullsysteme 
auf die Form (6) bringt, worin wir fiir beide dieselben Werte ao, a, ..., 
a, annehmen. Dann gelangen wir durch die Kollineation, die das Grundeck 
und den Einheitspunkt des einen Raumes in das Grundeck und den Ein- 


heitspunkt des anderen tiberfiihrt, auch von dem einen Nullsystem zum 
anderen. In Ubereinstimmung mit dem oben Gesagten gibt esoo 2 Kol- 


lineationen und ebensoviel Korrelationen, mittels weleher man von einem 
Nullsystem zu einem anderen gelangt. 
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Ist ein Nullsystem reell, also durch Gleichungen mit reellen Koeffizienten 
_gegeben, und haben wir die Grundpunkte Apo, Ai, ..., Aen¢1 und den Einheits- 
punkt reell angenommen, so sind auch die Gleichungen (6) der kanonischen 
Form reell (Kapitel I, Nr. 4). Nun kinnen die ao, a1, ..., dn mittels der oben 
erwihnten reellen Substitutionen beliebig in andere, gleichfalls reelle GréBen 


verwandelt werden; sind daher zwei Nullsysteme reell, so kann man yon 
(Ga) (r +2) 
dem einen zum anderen mittels co ~~ 2 Projektivitiiten gelangen (vel. 


Kapitel VI, Nr. 8). 


7. Wir wollen nun annehmen, daf das Nullsystem des S, singulair von 
der Art h sei, so daS wir (Nr. 5) r—h=2n-+1 setzen kénnen. Ist dann 
S;-1 der singulire Raum dieses Nullsystems, so gibt es in dem Bund, 
dessen Kern dieser Raum ist, ein nicht singulires Nullsystem. Daher ist 
auch das Nullsystem nicht singulair, das wir als Schnitt mit einem vom 
Sp-1 unabhingigen S,-;, erhalten. In diesem Nullsystem entsprechen ein 
So und ein S,-;-1 des S,-, einander, wenn sie, mit dem S,-1 verbunden, 
einen S, und einen S,-;, des Bundes ergeben, die einander im Nullsystem 
des Bundes zugeordnet sind. Wahlen wir nun die Ecken Ao, Aj, ..., Aonst 
des Grundecks entsprechend der obigen Konstruktion im S,-, und die 
Eeken Agn+2, ---, A, beliebig im S;,-1, so erhalten die Gleichungen unseres 
Nullsystems die Form 


0 & = AQ L2 n+1 
0% = a L2n 
Q fo — — AX 
© Eens1 = — Ao Xo 
Q >) n+2 — 0 
ra 
QS ai 0, 


wortiber sich zu den der vorhergehenden Nummer analoge Betrachtungen 
anstellen lassen. Insbesondere folgt, daB alle von derselben Art h singuldren 
Nullsysteme der Rdaume von r Dimensionen projektiv identisch sind. 


8. Von der Betrachtung der Nullsysteme kommt man ganz natur- 
gemif zu der Betrachtung der linearen Geradenkomplexe des S,, die wir 
hier noch kurz behandeln wollen. 

Es seien w und 2’ zwei in irgend einem Nullsystem konjugierte 
Punkte (vgl. Nr. 4), so daB a’ (w) in der dem Punkt «# («’) entsprechenden 
Hyperebene liegt oder, was dasselbe ist, da die Gerade xx’ im Schnitt 


Bertini, Geometrie. 8 
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der « und 2’ entsprechenden Hyperebenen liegt. Die Koordinaten der 
Punkte x und 2’ geniigen einer Gleichung 


/ 
ae YX = 0, Ain = — Ani. 
tk 
Serre 1) > ‘ “ad / 
Daraus folgt, daB die ————— homogenen Koordinaten der Geraden v2’, 
2 Q 


nimlich 
/ / 
Pik = Vi XE — UM, 


die, wie wir (Kapitel II, Nr. 17) gesehen haben, men Be OM Re) Wei 


= PHBE juadratisehe Relationen erfiillen, der Gleichung 


\ 
Li Piz = 0 
tk 


geniigen. Umgekehrt kann man von dieser Gleichung zu der obigen ge- 
langen. Nennt man die Gesamtheit der oo?’-* Geraden, die mit ihren 
Koordinaten einer linearen Gleichung geniigen, einen linearen Geraden- 
komplex, so erkennt man, daB ein derartiger Komplex die Gesamtheit der 
Verbindungsgeraden der Paare von konjugierten Punkten eines Nullsystems 
ist, d. h. die Gesamtheit der Geraden, die die Punkte des Raumes mit 
den Punkten der ihnen im Nullsystem entsprechenden Hyperebenen 
verbindet. 
Ein linearer Komplex ist im allgemeinen durch 


LS Be et) 
2 2 


seiner Geraden bestimmt, denn gerade so viele unabhingige Verhiltnisse 
der Koeffizienten a;;, seiner Gleichung gibt es. 

Wie beim Nullsystem (vgl. Nr.5) haben wir auch bei einem allgemeinen, 
d. h. durch eine Gleichung mit allgemein angenommenen Koeffizienten a;, 
gegebenen linearen Komplex die beiden Fille gerade und r ungerade 
zu unterscheiden. Ist r ungerade, so ist das Nullsystem nicht singular 
und daher erfiillen die Geraden des Komplexes durch jeden Punkt des 
S, einen 8, -1. 

Ist jedoch r gerade, so ist das Nullsystem von erster Art singular, 
d. h. es enthalt einen allen Punkten des S, konjugierten singuliren Punkt 
und daher gehéren alle Geraden des S, durch diesen Punkt, der Zentrum 
genannt wird, dem Komplex an. Alle Geraden des Komplexes durch irgend 
einen anderen Punkt X liegen in einem S,-1, der durch das Zentrum geht; 
und in diesem S,-1 liegen ferner alle Geraden, die durch irgend einen 
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Punkt der Verbindungsgeraden von X mit dem Zentrum gehen. Daraus 
schliebt man leicht, da$ jede Komplexgerade, aus dem Zentrum projiziert, 
einen S2 gibt, der ganz aus Komplexgeraden besteht. Projiziert man also 
den Komplex aus dem Zentrum So auf einen nicht durch So gehenden 
S,-1, So ergeben sich in diesem co?”~> Gerade, die einen allgemeinen linearen 
Komplex bilden, da ja dieser offenbar aus dem Nullsystem entsteht, das 
sich als Schnitt des nicht ausgearteten Nullsystems im Bund So mit dem 


S,-1 ergibt. Wir kénnen also sagen, daf (r-D +1) Gerade des S, 
2 


(r gerade) im allgemeinen einen Punkt bestimmen, aus welchem sie in 
Gerade eines linearen Komplexes eines S,-1 projiziert werden. 

Ob jetzt r gerade oder ungerade ist, kann ein Nullsystem, wenn nur 
r—h ungerade ist, von der Art / singulir sein, d. h. einen singulaéren 
Raum S,-1 haben. Dann haben wir einen Komplex, dem alle Geraden 
des S, angehéren, die den S,-1, der ebenfalls Zentrum genannt wird, 
treffen. Ein solcher Komplex hat Eigenschaften, die denen analog sind, 
die wir oben fiir den Fall h=1 angegeben haben; wir unterlassen es, 
sie besonders anzugeben. Nur das Eine bemerken wir, dai im Falle 
h—1—=r—2 der lineare Komplex genau aus den siimtlichen Geraden 
besteht, die das Zentrum S,-2 treffen. So hat man bei r—2 das Strahlen- 
biischel (einzig méglicher Fall), fiir 7 =3 und r=4 die Komplexe, die 
aus allen Geraden bestehen, die einen S; bzw. einen S2 treffen (wieder 
die beziehungsweise einzig méglichen Sonderfille)*). 

Aus der kanonischen Gleichung des Nullsystems (Nr. 6, 7) folgt noch, 
da die Gleichung eines linearen Komplexes stets in der Form 


Qo Po, 2nti-- 4 P1, an gies + On Pn, 1 0 


geschrieben werden kann, wobei r—h=2n-+1 gesetzt ist. Es kann auch 
h =O sein, in welchem Fall wir einen allgemeinen linearen Komplex des 
Raumes yon 2n--1 Dimensionen erhalten. 


9. Es seien zwei lineare Komplexe des 8S, gegeben: 


Dy 0, Di aa. 
ik 


ik 


Die Komplexe, die sich aus 
(7) YQ aen+ tt Osx) pir = 0 
tk 
5) Vel. CASTELNUOVO, Ricerche di Geometria della rette nello spazio a quattro dimen- 


sioni (Atti dell'Ist. ven., 2 (7), 1891, S. 855). 
st 
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ae r A ~ : 
durch Variation yon — ergeben, bilden ein sogenanntes Komplexbiischel, dem 
LL 


die beiden gegebenen angehéren. 

Schneidet man einen linearen Komplex mit einer Hyperebene, zum 
Beispiel mit 7, —0, so ergibt sich wieder ein linearer Komplex, denn der 
Schnitt ergibt sich, wenn man in der Gleichung des Komplexes po; = 0 setzt; 
somit ist auch der Schnitt eines Komplexbtischels mit einer Hyperebene 
oder mit irgend einem beliebigen Raum wieder ein Komplexbiischel. 

Wir wollen nun ein allgemeines Komplexbiischel betrachten, also 
eines mit durchaus allgemeinen Koeffizienten aix, bi, Sein Schnitt mit 
einem allgemeinen S, ist dann, entsprechend dem oben Gesagten, gleich- 
falls ein allgemeines Komplexbiischel. Wir unterscheiden die beiden Falle 
ry gerade und r ungerade. 


10. Ist + ungerade, so ist ein allgemeiner Komplex des Biischels (7) 
nicht singulir; es existieren aber im Biischel singuléire Komplexe, namlich 
jene, die den Werten von“ entsprechen, die die schiefsymmetrische De- 
terminante | a:,-|- b:.| der Ordnung x-+-1 und daher auch die zugehirige 


; ; : ; d 
Prarr’sche Funktion zum Verschwinden bringen*). Diese Werte von — 
l 


sind daher Wurzeln einer Gleichung in 2 vom Grade ieee deren Dis- 
W 
kriminante nicht verschwindet, da das Bitischel (7) als allgemein voraus- 


gesetzt ist. Wir erhalten damit ies verschiedene Werte von —, von 
Uw 
denen jeder Doppelwurzél der Gleichung 


lA aint pw biz,| = 0 


ist; fiir jeden solehen Wert von verschwindet also sowohl die De- 
A 


v 
terminante |Aa;,+-;.|, als auch alle ihre r-zeiligen Minoren®), nicht 
mehr verschwinden dagegen die (7 —1)-zeiligen Minoren, so da die 
Determinante also fiir jeden dieser Werte den Rang r—1 hat. Daraus 


folgt, daB das betrachtete Komplexbiischel Soy von zweiter Art singulire 


Nullsysteme enthdlt, von denen also jedes einen singuléren S, hat®). 


*) Vgl.. PASCAL, zit. in Kapitel IV, Anmerkung *), §$16, 17. 
*) Vgl. die bei PAscaL, a.a.0., S. 63, angegebene Beziehung. 


*) Dieser Satz und der der folgenden Nummer wurden von CASTELNUOVO in der 
FuSnote zu Nr. 5 der in *) zitierten Abhandlung angegeben. 


Korrelationen eines Raumes S., in sich (Nr. 10—11), fa lire 


ie 


: 

aT a : ; : 
; S, fallen weder zusammen, noch schneiden sich zwei 
von ihnen. Denn da das Biischel (7) allgemein ist, miiBte das sonst fiir 
zwei beliebige yon ihnen gelten. Das kann aber nicht der Fall sein, da 
wir zur Bestimmung des Biischels zwei singuliire Komplexe mit verschiedenen, 


windschiefen singuliren Geraden auswihlen kénnen. Aber noch mehr: 
me Posts 
Die 


abhiingig (Kapitel I, Nr. 14). 

Um diese Eigenschaft zu beweisen, betrachten wir die Nullsysteme, 
aus welchen die linearen Komplexe des Biischels (7) hervorgehen (Nr. 8), 
und zwar seien insbesondere A und B die Nullsysteme, aus denen die 
beiden Komplexe 


Diese 2 


singuldren Sy bestimmen den Operationsraum S,, sind also un- 


yas, Piz= 0, > bie Die = 0 
ik 


ik 


entstehen. Das Produkt AB dieser Nullsysteme ist eine Kollineation. Einem 
Punkt X eines der obigen S, entspricht in allen Nullsystemen ein und 
derselbe S,-1, wihrend die dem Punkt X in dem Nullsystem, fiir das 
der S, singulirer Raum ist, entsprechende Hyperebene unbestimmt bleibt; 
der Punkt X ist somit Doppelpunkt’ der Kollineation. Ist umgekehrt X 
ein Doppelpunkt der Kollineation, so folgt daraus, daf ihm in B ein 
S--1 und diesem S,-; in A wieder der Punkt X entspricht; daher ent- 
spricht der S,-1 dem Punkt X in allen Nullsystemen des Biischels, unter 
welchen es dann eines gibt, das durch eine auBerhalb des S,-; durch X 
gehende Gerade bestimmt wird und fiir welches X singulir, d.h. Punkt eines 
Fite 
2 


singuliren S, ist. Die singuliren S, sind daher gerade die Haupt- 


riitume der Kollineation und daher unabhingig (Kapitel IV, Nr. 2) und 
bestimmen also den Operationsraum S,, was zu beweisen war. Man erkennt, 
da die betrachtete Kollineation, das Produkt von A und B, eine ae MS 
Kollineation ist. 


11. Wir betrachten nun den Fall gerade. Kin allgemeiner Komplex 
des Biischels (7) ist dann singular von erster Art, hat also ein Zentrum S). 


Ich behaupte, daB der Ort dieser S, eine rationale Kurve der Ordnung as 
2 
ist, die einem Sr zugehirt (eine sogenannte rationale Normalkurve oder 
2 
Normkurve, vgl. Kapitel XIII). 
DaB diese Kurve rational ist, folgt leicht aus der Bemerkung, dab 
zwischen den Punkten der Kurve und den Komplexen des Biischels eine 
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ein-eindeutige Korrespondenz besteht, denn es hat nicht nur jeder Komplex 
ein bestimmtes Zentrum, sondern es gehért auch umgekehrt zu jedem 
Kurvenpunkt ein einziger Komplex des Biischels, fiir den er Zentrum ist, 
da sonst offenbar alle Komplexe dasselbe Zentrum hiitten, das Biischel 
also von besonderer Art wire, wiihrend wir doch zu seiner Bestimmung zwel 
Komplexe mit verschiedenen Zentren auswihlen kénnen. 


. + ED . . . 
DaB die Kurve ferner von der Ordnung— ist, ergibt sich, wenn wir 
6 


das Komplexbiischel mit einem allgemeinen S,-; schneiden, so daf wir 
als Schnitt ein allgemeines Komplexbiischel erhalten, das somit (Nr. 10) 
= von zweiter Art singulire Komplexe enthilt. Nun gehéren alle Geraden 
des S,-1, die durch irgend einen Punkt eines singuliren S, eines dieser 
Komplexe hindurchgehen, dem Komplex selbst und daher auch dem 
urspriinglichen Komplex an, dessen Schnitt er ist. Jedem Punkt eines 
solehen S; entspricht daher im urspriinglichen Komplex immer dieser S,-1; 
daher mu8 das Zentrum dieses Komplexes in einem Punkte des S, liegen. 
Ist umgekehrt ein Punkt X des S,-1 Zentrum eines Komplexes des Biischels 
(7), so gehbren alle Geraden des S,-1, die durch X gehen, dem Schnitt- 
komplex an, der daher ausgeartet sein muff mit einem singuliren S, 
durch X. Daher ist die Anzahl der Punkte, in denen ein allgemeiner S,_1 
unsere Kurve trifft, gleich der Anzahl der singuliren S, der ausgearteten 


Komplexe des Schnittbiischels, somit gleich ”. Daraus folgt auch, daB diese 
2 


Kurve nicht in einem Sr_, liegen kann, denn sonst erhielte man, wenn 
2 


. . . 1 (2 . nA . 
man diesen Raum mit weiteren—Punkten der obigen S, verbinde, einen 
2 


S,-1, der diese S; enthielte, die demgemi8 auch in dem Schnittraum S,_» 
dieses S,-1 mit dem obigen enthalten sein mtiBten, was aber nicht der 
Fall sein kann (Nr. 10). Unsere Behauptung ist damit bewiesen. 


12. Wir wollen unsere Aufmerksamkeit nun wieder auf die weder 
involutorischen noch singuliren Korrelationen eines Raumes in sich 
richten. 

Es sei y eine solche Korrelation und @ die zugehérige Kollineation. 
Da diese das Quadrat der ersteren, also w =” ist, folgt 


oy=y=yy=yao, 


weshalb eine Korrelation und thre zugehérige Kollineation vertauschbar sind, 
d.h. jede von ihnen ist mittels der anderen in sich transformierbar: 


o=y iy, y=otyo. 
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Fiir eine Kollineation , die mit einer Korrelation y vertauschbar ist, 
ergeben sich schon allein aus dieser Tatsache bemerkenswerte Beziehungen. 
Es sei y’ eine Korrelation, die in ihre inverse ~! transformiert (Kapitel IV, 
Nr. 20). Da nun die Korrelation y laut Voraussetzung o-! ebenso wie © 
in sich transformiert, folgt unmittelbar, daG die Kollineation y’y, das Produkt 
der beiden Korrelationen, © in 7+ transformiert. Also ist jede mit einer 
Korrelation y vertauschbare Kollineation (auf unendlich viele Arten) zu 
ihrer inversen ©-+ kollinear. 

Sind also Sy-1, Sp-1, --., S,@-1 die Hauptraiume und S,-7, S,-1", .-., 
S,-,@ die Hauptachsen von , die zugleich Hauptritume und Hauptachsen 
fiir ©-* sind, ferner x und y zwei einander in  entsprechende Punkte und 
2’, 2’’,..., 2™ die Schnittpunkte der Geraden wy mit S,-», S,-2", ---, 
S,-,@) (Kapitel IV, Nr. 6), so miissen die Punkte 2, y, 2’, 2’’,...,2™ eine 
Form bilden, die denselben Punkten, in anderer Reihenfolge genommen, 
projektiv ist, so daf die Punkte x, y beziehungsweise den Punkten y, x ent- 
sprechen. Wir haben infolgedessen eine Involution vor uns, von welcher (xy) 
ein Paar ist und deren weitere Paare durch die Punkte 2’, 2’’,...,2™ gebildet 
werden, wobei jedoch einer oder zwei von diesen Punkten eine Ausnahme 
machen kénnen, indem sie auch fiir die Involution Doppelpunkte sind. Ist z. B. 
(e’ 2’’) ein Paar dieser Involution, so bedeutet das, daB die kollineare Trans- 
formation yy’ von ® in w7t den Bund &,-; mit der Achse S,-; in den Bund 
=,-1 mit der Achse S,-,” und diesen in jenen tiberfiihrt und da8 zugleich 
Sy-1 und S,”-1 vertauscht werden. Daher mu die charakteristische Gruppe 
des Sy-1 (oder des %y-1) gleich der des S,-1 (oder des =,”-1) sein. Sind 
ferner 0’ und 9” (Nr. 2) die Wurzeln von D(e)=0, die den Hauptriitumen 
Sy-1 und §,-1 entsprechen, so da8 (vgl. Kapitel IV, Nr. 6) 0’ und 0” 
die Koordinaten der Punkte 2’ und 2’’ auf der Verbindungsgeraden von x 
und y sind, wenn diese als Punkte 0 und oo genommen werden, so folgt auBer- 
dem noch, da8 0’0’’=1 sein muB [vgl. Kapitel II, Anmerkung °)]. Daraus 
schlieBen wir also, dab fiir eine mit einer Korrelation vertauschbare Kol- 
lineation » die Wurzeln der Gleichung D(Q)=0 paarweise reziproke Werte 
haben, von eventuell vorhandenen Wurzeln + 1 abgesehen, und daj} zwei Haupt- 
rdume oder zwei Haupthiinde, die reziproken Wurzeln entsprechen, gleiche 
charakteristische Gruppen haben. 

Wir nennen zwei Hauptriume (oder Hauptbiinde) von © assoziiert, 


wenn sie reziproken Wurzeln 9 und — entsprechen und bezeichnen sie mit 


@ 
S,@-1 und S4@-1 (oder mit 2,0-1 und >4@-1). Durch die Korrelation y’ 
gehen zwei assoziierte Ritume S,0-1 und S,@-1 baw. in %,@-1 und 2;,@-1 
iiber und durch die Kollineation y’y gehen dieselben Raume, dem eben 
Gesagten entsprechend in S,@-1 und §,@-1 tiber. Daher fiihrt die Kor- 
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relation y die Biinde },@-; und =,@-; der Reihe nach in die Riume 
S,@-1 und S,@-, tiber und umgekehrt. Daher wird die durch die mit der 
Kollineation © vertauschbare Korrelation y ein Hauptraum S,®-1 von ©, 
der nicht der Wurzel +-1 oder —1 entspricht, in den Bund >j0-1 trans- 
formiert, der zu dem dem S,@-1 assoziierten Hauptraum S,@-1 konjugiert 
ist und umgekehrt. Ebenso wird der S;-1 in den Bund &,©-1 transformiert, 
der dem S,@-1 konjugiert ist und umgekehrt. Bemerkt sei, daB der S,@-1 
(Kapitel IV, Nr. 4) im Kern S;-,@ des Bundes =; -1 und ebenso der Sj@-1 
im S,-,@ enthalten ist. 


13. Kehren wir zu unserem Fall einer Kollineation  zuriick, die 
zu einer weder involutorischen noch singuliiren Korrelation y gehért, so 
erhalten wir in © Paare assoziierter Hauptrdéwme (und analog Paare von 


Hauptbiinden) Sy-1, Sv-13 Sur-1, Sy-13 -- 5 wobed die beiden Réume jedes Paares 
1 


‘ : oy 4 il 
dieselbe Charakteristik haben und reziproken Wurzeln 0, aa (rs 3 +5 


von D(Q)=0 entsprechen; ferner ergeben sich Hauptriiume S,-1 und S)-1, 
die beziehungsweise den Wurzeln —1, +1 entsprechen, aber nicht not- 
wendig existieren miissen. Alle diese Hauptriume (und Hauptbiinde) der 
Kollineation ® werden auch in der Korrelation y (Nr. 2) so bezeichnet. 
Den Punkten eines Raumes S,@-1 entsprechen in y in doppelter Weise 
die Hyperebenen des Bundes 24@-1, der dem S,@-; in © konjugiert ist 
und umgekehrt; diese Hyperebenen gehen durch den Raum §S),@-1. Bei 
den Raéumen S;-1 und S;-1 ist dies im allgemeinen nicht der Fall, hier 
gilt nur, daB ein Punkt des S,-1 in der ihm in doppelter Weise ent- 
sprechenden Hyperebene liegt, da der S,-1 auf der Kernhyperflache FP 
liegt (Nr. 3). Sind S;-1 und S)-1 einfache Hauptriume von ©, schneiden 
sie also die Kerne der ihnen in y entsprechenden Biinde X,-; und  )-, 
nicht, so erhalten wir in S;-1 und S;-1 offenbar zwei nicht singulire 
involutorische Korrelationen, in denen jedem Punkt die Schnitte S,-s, 
baw. Sj-2 mit der entsprechenden Hyperebene zugeordnet sind und die 
beziehungsweise ein Nullsystem und ein Polarsystem sind; daraus folgt 
noch, daB in diesem Falle & gerade sein mu‘). 


14. So wie bei den zugehérigen Kollineationen kénnen wir bei den 
Korrelationen reguldre und partikuldre unterscheiden. 


') Existiert der S,_,, so folgt auch, da& die Hyperfldche FP, k-fach singular ist 
und den Si,_, zum Doppelraum hat (vgl. Kapitel VI, Nr.5). Denn die Gleichung von F, 
ist Xa,,%; ¢, =0 oder = (453, + &, ;) x; e, = 0 und die Diskritainante daher | a; a, ;| 
die aus D(g) fiir @ = — 1 hervorgeht. 


? 


Korrelationen eines Raumes S\, in sich (Nr. 18—14). Pil 


Hat eine regulire Korrelation die Hauptriume S)-1, Sy-13 Sy-1, Sp-13 


---; Sam—1, Si 1; Sp-1; Si-1, die beziehungsweise den Wurzeln 0’, ne Ou, 
/ 
1 il 
oi - O™, = 1; +1 von D(e)=0 entsprechen, so laBt sich ihre 
Q 
Determinante in kanonischer Form folgendermaSen schreiben ®): 


ta 
2 
fas : 
og 
or 
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In der Tat ist die der Korrelation zugehirige Kollineation regular mit 
den obigen einfachen Hauptriumen, die den angegebenen Wurzeln von 
D(e)=0 entsprechen, da ihre Determinante aus lauter verschwindenden 
Elementen besteht, mit Ausnahme jener der Hauptdiagonale, die der 
Reihe nach ; 


8) Wie friiher sind auch hier alle Glieder gleich Null, die nicht durch Buchstaben, 
Ziffern oder starke Punkte bezeichnet sind. Die fein punktierten Linien sollen nur 
gleiche Zeilen oder Kolonnen anzeigen. 


122 Kapitel V. 
Peee | 1 
; ym ne i 


Q (mm) 5 


“ 

(fe) 
| 
oa 

“ 
~~ 
K 
~~ 
WR 


lauten. 

Bemerkt sei noch, daB nicht blo’ k gerade, sondern auch, wenn 7 
gerade ist, 7--O und ungerade sein mu. Von diesen EKinschrankungen 
abgesehen, kénnen die ganzen Zahlen h’, h”, ..., k, 1, sowie die von 


Null verschiedenen Werte von 0’, 0’’, ... beliebig angenommen werden. 


15. Wir fiigen noch einige Bemerkungen iiber diejenigen partikularen 
Korrelationen hinzu, die sich als Grenzfille von reguléren mit denselben 
Hauptriiumen ansehen lassen. 

Ein mehrfacher Hauptraum einer solchen Korrelation kann auf 
verschiedene Arten entstehen. Es kann, wenn wir unsere obigen Be- 
zeichnungen beibehalten, der Fall eintreten, da der Reihe nach jeder der 
Riiume Sy-1, Sy—1, Sy-1, --- in den vorhergehenden fallt (h’>h">h'">...), 


4/ 4// 1 1 1 


~ Vale. ae 4 ind: 1q ree a aes 
so daB e’=0—=—0'" =... wird; dann ist aber auch— =—~=—_=... 


Q Q Q 
und daher fallen auch die Ritume Sj, Sy-1, Syv-1, ... ineinander. Existiert 


also ein, einer yon +1 verschiedenen Wurzel 0’ entsprechender Haupt- 
raum mit der charakteristischen Gruppe 


(8) ERA DY) eer ey Ieee a EE oe 


4 


so gibt es noch einen zweiten, der Wurzel as entsprechenden Haupt- 
Q 


raum mit derselben charakteristischen Gruppe (8); wir haben bereits fest- 
gestellt, da$ das bei jeder Korrelation der Fall sein muB. 

Weiter kann es vorkommen, daf ein Hauptraum einer partikularen 
Korrelation dadurch entsteht, daB der Raum S,-1 (so wollen wir in gleicher 
Weise sowohl den S;-1 als auch den §S;,-1 bezeichnen), der der Wurzel 
+1 oder —1 einer reguliren Korrelation entspricht, in einen Raum S,0-1 


fallt. Dieser mu8 dann wegen e——, auch mit dem assoziierten Raum 


S,®-1 zusammenfallen. In gleicher Weise kann der so erhaltene Raum 
in einen weiteren, etwa S,(’-1)-1, fallen, mit dem dann wieder der assoziierte 
Raum §;¢-1)-1 zusammenfallen mu8, u.s. w.; ferner kiénnen in den §S,-1 
weitere Paare assoziierter Riume fallen, so da$ die zu einem derartigen 
Hauptraum gehorige charakteristische Gruppe folgende Gestalt bekommt 


(9) | (hi — 1, h’ — Ly ht — i hi’ — 1, ae h® — 1, h® — 1, h— 1, 
‘ Aer) _ iL Weve es jdt _ ly Alt) _ 1). 
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Es kann nun blof der erste Fall eintreten (m='0), oder blo® der zweite 
(J=0) oder schlieBlich keiner von beiden (J—m—0), so daB der Sy-1 
einfacher Hauptraum der partikuliren Korrelation ist. Es kann aber auch 
vorkommen, da in der reguliren Korrelation der +1 oder —1 entsprechende 
Raum S,-1 nicht existiert und erst aus der Ubereinanderlagerung von 
Paaren assoziierter Riume entsteht (7=0, h—=0 oder m=0, h=0). Aber 
hier bietet sich eine Bemerkung dar, die sich aus folgendem bemerkenswerten 
Satz von Kronecker”) ergibt: Die Elementarteiler der charakteristischen 
Determinante D(@) einer beliebigen Korrelation lassen sich in Paare von 
gleichem Grade ordnen, wenn sie reziproken, von +1 verschiedenen Wurzeln 
entsprechen und wenn sie entweder von ungeradem Grade sind und der 
Wurzel —1 entsprechen oder von geradem Grade sind und der Wurzel +-1 
entsprechen"®). 

Die Richtigkeit des ersten Teiles dieses Satzes ergibt sich sofort aus 
der Tatsache, daS die charakteristischen Gruppen (8) in Paaren angeordnet 
sind, wihrend der zweite Teil, der sich auf die Wurzeln + 1 bezieht, 
eine Einschriinkung fiir die Zahlen h’, h’’, ... der charakteristischen 
Gruppe (9) involviert. In der Tat lautet diese Gruppe, nach der Regel 
yon Kapitel IV, Nr. 26 in Exponenten der Elementarteiler geschrieben 


eRe a ad n@) jf n—Ret1) n@t2) ray pt 2) 
(—— ee eet ——_—_—uwe~ SS Xnsansrn—xrsr— Sh —Oeeeeeeeeee ee 
a eal a 15 is Ie ds, DI OT 

z(Z+m—1) _ 2 (2+m) pi+m) 
en, | 
oye SR ey en ey eae ae yee ree 


mit dieser Schreibweise soll angedeutet werden, daB es h’— h’’ Elementar- 
teiler vom Grade 2, h’’—h'” vom Grade 4 u.s.w. gibt. Wegen des zweiten 
Teiles des Satzes von Kronecker miissen also, wenn die Gruppe (9) der 
Wurzel —1 entspricht, die Difterenzen h—A“», ..., A’+™-) —h4™ und 
die Zahl h@™, d.h. alle Zahlen h, h'*, ..., h“™ gerade Zahlen sein; 
entspricht diese Gruppe jedoch der Wurzel 4-1, so miissen die Differenzen 
Wh" -..., hO—h gerade: sein. 

Es lat sich zeigen, da8 umgekehrt jede partikulire Korrelation, die nur 
Hauptriume mit charakteristischen Gruppen (8) oder (9) besitzt, letztere mit 
den eben angegebenen Einschrinkungen, die fiir die Existenz der Kor- 
relation notwendig sind, Grenzfall einer reguliiren Korrelation ist, fiir die 


®. Berl. Monatsberichte, 1874, S. 440 ff. — Vgl. auch SEGRE, Ricerche sulle 
omografie e correlazioni ... (Mem. dell’ Accad. di Torino, 387 (2), 1885], Nr. 10. 

10) Bei dem oben fiir 9 festgesetztem Vorzeichen muf man beim Vergleich mit 
den zitierten Arbeiten von KRONECKER und SeGRE -+-1 mit — 1 vertauschen. 
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die Hauptriiume yersehieden sind, die in jener in verschiedener Weise 
ineinander gefallen sind”). 

Wir fiihren noch einen zweiten Satz von Kronecker an, der fiir zwei 
beliebige Korrelationen gilt: Notwendige und hinreichende Bedingung, damit 
zwei Korrelationen projektiv identisch sind, ist, dafi es die zugehdrigen 
Kollineationen sind. 


16. Wir schlieBen die Betrachtung der Korrelationen eines Raumes 
in sich mit der folgenden Beziehung: Wir haben (Nr. 12) gesehen, da 
zwei Punkte « und y, die einer Hyperebene in der Korrelation y und in 
ihrer inversen entsprechen, und die Paare der Schnittpunkte ihrer Ver- 
bindungsgeraden mit den assoziierten Hauptachsen eine Involution bilden. 
Korrelativ dazu sind Paare einer Involution die beiden Hyperebenen & 
und 4, die einem Punkt in y bzw. in y~' entsprechen, und die Paare von 
Hyperebenen, die aus dem Schnitt €y die assoziierten Riume S,@-1 und - 
S;,@-1 projizieren. Diese Involutionen kann man auch auf andere Art erhalten. 

Es sei y durch 

D4 Lj tz.—= O 


und somit die inverse Korrelation dureh 
2D dn, 0,2, —0 


dargestellt. Die Gesamtheit der Korrelationen, die man durch Variation 
yon Q aus 
(10) Dida Ne 0 jane! Le= VGu — 0 i) vj x, = 0 

; ik 


tk tk 
erhilt, nennt man zweckmiibigerweise ein Biischel von Korrelationen (be- 
stimmt durch eine Korrelation und durch ihre inverse). Es ist sofort ein- 
zusehen (ygl. Nr. 1), daB die Mannigfaltigkeit inzidenter Punkte fiir eine 
allzemeine Korrelation des Biischels (10) dieselbe Hyperflache FP, ist wie 
fiir y, und dai ebenso auch die Hauptraume dieselben sind. 
Ferner enthalt das Biischel zu jeder durch einen bestimmten Wert 


von Q gegebenen Korrelation auch ihre durch den reziproken Wert ie 
Q 
™) Die Richtigkeit dieser Behauptung und die Existenz von partikuliiren Kor- 
relationen, die den obigen Bedingungen nicht geniigen und sich nicht als Grenz- 
fille regulirer Korrelationen mit denselben Hauptriumen erhalten lassen, wurde nach- 
gewiesen von 8. MEDICI, Sulle omografie e sulle correlazioni ..., (Giornale di Mate- 
matiche, 1906); dort werden auch die beiden KRONECKER’schen Siitze dieser Nummer 
in geometrischer Form bewiesen mit Hilfe der kanonischen Gleichungen einer beliebigen 
Korrelation, die erhalten werden, indem das Problem auf sogenannte Elementartypen 
zuriickgefiihrt wird. In derselben Arbeit finden sich verschiedene bibliographische 
Hinweise zu den in Rede stehenden Uberlegungen. 
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gegebene inverse. Es gibt also unendlich viele Paare von Korrelationen; 
diese sind die Paare einer Involution im Biischel. Die Doppelelemente 
dieser Involution entsprechen den Werten 9 = +1, und das sind also die 
durch die beiden Gleichungen 


a 


(11) aa) xi ty, = 0, (dix + Axe) Xi ay =0 
ik k 


dargestellten Korrelationen, von denen die erste ein Nullsystem, die aweite 
ein Polarsystem beziiglich der F, ist’). Wenn die Raume S;-1 und 
S:-1 existieren, so sind diese beiden involutorischen Korrelationen aus- 
geartet und haben S;-; und S;-1 zu singuliéren Riumen, da die De- 
terminanten |a:z—az:|, |a:,+-az:| die Werte von D(o) fiir o=+1 sind. 
Paare der Involution sind also auch die Paare von Korrelationen, die 


durch die Werte 0 und 


ceceben sind singulire und zueinander in- 
@ telied o) 2) 
Q* 


verse Korrelationen mit den singuliren Riumen §,0-1 baw. S;,@-1. 
Suchen wir also zu einem Punkt in jeder Korrelation des Biischels (10) 
und in ihrer inversen die entsprechenden Hyperebenen, so erhalten wir 
eine Involution von Hyperebenen, die offenbar gerade die zu Beginn dieser 
Nummer angegebene ist. 
Korrelative Betrachtungen lassen sich mit der durch 


De hee 0 A;x) & & =0 
ih 


gegebenen Schar von Korrelationen durchfiihren. 

Betrachten wir etwa die beiden Hyperebenen, die einem Punkt in 
der Korrelation y und in ihrer inversen entsprechen, sowie die beiden 
Hyperebenen, die demselben Punkt in den beiden involutorischen Kor- 
relationen (11) entsprechen; so sind das vier harmonische Hyperebenen. 
Nehmen wir also die zwei einem Punkt in einer Korrelation und in ihrer 
inversen entsprechenden Hyperebenen, ferner die Hyperebene des durch sie 
bestimmten Biischels durch den Punkt und die zu dieser beziiglich der 
beiden ersten harmonisch konjugierte Hyperebene, so entsprechen die beiden 
leteteren Hyperebenen demselben Punkt in einem bestimmten Nullsystem bzw. 
in einem bestimmten Polarsystem; analoges gilt in dualer Ubertragung*’). 


12) Dieser Satz ist ein ganz spezieller Fall eines allgemeinen Theorems (vgl. 
BERZOLARI, Sulle corrispondenze algebriche ... (Rendiconti dei Lincei, 4 (5), 1895], Nr. 3). 
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Hyperflachen zweiten Grades. 


1. Im vorhergehenden Kapitel (Nr. 1 und 4) haben wir gesehen, da} 
im Polarsystem mit der Gleichung 


(1) ie ai ay, = 0, 


worin @;;,—=ax; und |a;,|-+-0 ist, die Punkte, die in ihren entsprechenden 
Hyperebenen liegen, eine Hyperfliiche zweiter Ordnung mit der Gleichung 


(2) Vai 1 0 Le = O 
tk 


erfiillen. Da die Gleichung einer beliebigen Hyperfliche zweiter Ordnung 
(die Definition einer solehen wurde bereits in Kapitel II, Nr. 18 gegeben) 
stets in der Form (2), mit a:,—azi, angeschrieben werden kann, folgt 
umgekehrt, daB sich jede Hyperfliche zweiter Ordnung als Ort der Punkte 
ansehen lapt, die in einem bestimmten Polarsystem in thre entsprechenden 
Hyperebenen zu legen kommen. 

Im folgenden bezeichnen wir eine quadratische Hyperflaiche des S, 
mit eas da sie in der in Kapitel IX einzufiihrenden Ausdrucksweise eine 
algebraische Mannigfaltigkeit von »—1 Dimensionen und’ von zweiter 
Ordnung ist. 

Die Gleichungen (2) und (1) geben, wenn wir #41 =--- =2,=0 und 
Vi41—=-+-—=a%—=O0 setzen, sofern sie dann nicht identisch erfiillt sind, die 
Gleichungen einer Ver des Grundraumes S,—A,A,...A, und des zu- 
' gehérigen Polarsystems. Hin linearer Raum S,, der nicht auf einer Ven 
liegt, schneidet diese und das zugehirige Polarsystem also in einer Vee und 
dem zugehérigen Polarsystem eben desselben Sy. 

Sind zwei, durch Nullsetzen zweier Formen Deda Lit, und bi Gee 

th ik 
dargestellteV~_, identisch, so miissen diese beiden Formen panies bis auf 
einen Proportionalitétsfaktor identisch gleich sein. Die Anzahl der Ko- 
effizienten a: in (2) ist (S")= Use oe i ane +1. Da sie 
auferdem linear und homogen auftreten, sagt man, daf die Vises des S, 
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; : » (r+) 

ein lineares co 2 -System oder ein lineares System von der Dimension 
ry 3)" r(r+3) 

ae bilden. Dureh oo allgemeine Punkte des S, geht eine und 


. 72 . 
nur eine V_, hindurch’). 


2. Sind a und x’ zwei Punkte des S,, so hat ein Punkt ihrer Ver- 
bindungsgeraden die Koordinaten Aa;+ wri; setzen wir diese in (2) ein, 


‘ . . A A . : 
so ergibt sich die in | quadratische Gleichung 
2 2 
(3) MD ain cite + 2h wana ah+ w? dai, 2f xh =0, 
ik tk tk 


deren Wurzeln, in die obigen Ausdriicke fiir die Koordinaten eingesetzt, 
die beiden Punkte geben, in welchen die durch (2) dargestellte Veo von 
der Geraden x’ getroffen wird. Sind die beiden Punkte konjugiert, geniigen 
sie also der Gleichung (1), so sind die beiden Wurzeln einander absolut 
gleich, aber von entgegengesetztem Vorzeichen und umgekehrt. Sind also 
zwei Punkte konjugiert in emem Polarsystem, so werden sie harmonisch 
getrennt durch die Schnittpunkte threr Verbindungsgeraden mit der Kern- 
hyperfldche ie, dieses Polarsystems und umgekehrt. Zwei soleche Punkte 
heiBen auch konjugiert beziiglich der Vers die Polarhyperebene eines 
Punktes # im Polarsystem heift auch Polarhyperebene von x beziiglich der 
Ven. und ist definiert als der Ort der zu x beziiglich der Vee, ‘konjugierten 
Punkte, also als der Ort der zu x beziighch der Schnittpunkte der Geraden 
durch x mit der fas harmonisch konjugierten Punkte. 

Zwei beziiglich einer Vas konjugierte Punkte sind auch konjugiert 
beztiglich einer Vi _, die Schnitt der ersteren mit einem S; durch die 
beiden Punkte ist und umgekehrt. 

Eine Gerade, die mit einer Vo, drei Punkte gemeinsam hat, liegt ganz 
in ihr, da (3) unbestimmt wird. 

Die Gleichung (3) wird aber auch fiir zwei konjugierte Punkte # und 2’ 
der Tee unbestimmt, da dann die Gerade ww’ auf der ae liegt. Umge- 


kehrt sind zwei beliebige Punkte einer auf der V-_, liegenden Geraden 
konjugiert. 

Daraus folgt, daB die notwendige und hinreichende Bedingung, damit 
ein Sr-1 ganz in emer Ve liegt, darin besteht, dap irgend k unabhdngige 
Punkte des S;,-1 der es, angehéren und eu je eweien konjugiert sind. Nach 
dem obigen ist klar, da8 zwei beliebige Punkte des S;-1 konjugiert sind, 


2 : yz: . 
wenn er auf der V,_, liegt. Um auch die Umkehrung nachzuweisen, 


1) Wegen weiterer Eigenschaften, die sich an die vorstehende anschliefen, vgl. 
das Kapitel VIII iiber Hyperfliichen im allgemeinen. 
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geniigt es zu bemerken, daf die Geraden, die die & Punkte zu je zweien 
yerbinden, dem oben Gesagten entsprechend, auf der Vas liegen; dann 
gehiren aber auch die S,, die je drei dieser Punkte verbinden, der ges 
an, da eine in einem solechen S, verinderliche Gerade drei Punkte mit 
der Vis gemeinsam hat; weiter liegen alle S, durch je vier dieser Punkte 
auf der sare da eine in einem solchen verinderliche Gerade vier Punkte mit 
der oe gemeinsam hat uw. 8. w. 


3. Es sei z ein Punkt einer [ise und 2 ein Punkt auBerhalb der- 
selben, so daB also Y a;;,a/ 2; 4-0 ist. Sind und w’ konjugiert, so reduziert 
sich die Gleichung (3), die uns die Schnittpunkte von wx’ mit der Vis 
liefert, auf w°>—0; d.h. es fallen beide Schnittpunkte mit z zusammen 
und umgekehrt sind z und 2 konjugiert, wenn das der Fall ist. Jede 
Gerade, deren beide Schnittpunkte mit einer Vie in einen Punkt w zu- 
sammenfallen, nennt man T'angente an die Vy im Berihrungspunkt x. 

Daraus und aus den Uberlegungen der vorhergehenden Nummer 
folgert man leicht, daf der Ort der einem Punkt « einer ie konjugierten 
Punkte zugleich der Ort der Punkte der Tangenten an die Vie in & ist 
und die linearen Riume durch a enthilt, die der V?_, angehiren. Dieser Ort 
ist eine Hyperebene, die Polarhyperebene von x, die dann Tangentialhyper- 
ebene an die pee im Beriihrungspunkt # genannt wird. Wegen des Theorems 
der Reziprozitit (Kapitel V, Nr. 4) haben die Tangentialhyperebenen und daher 
auch die Tangenten an eine Vis durch einen Punkt ihre Bertihrungs- 
punkte in der Polarhyperebene dieses Punktes; sie erfiillen also den 


Schnitt Ve. dieser Hyperebene mit der Vie 


4, Damit die Polarhyperebene § eines Punktes x durch diesen hindurch- 
geht, ist notwendig und hinreichend, daS x auf der V;_, liegt. Ist (1) 
die Gleichung von § in laufenden Koordinaten z/, so folgt daraus, daB fiir die 
Koordinaten §, einer Tangentialhyperebene einer Vee das Gleichungssystem 


donb —=0 
Oe =) ait (=0, ig seey r) 
7 


besteht, aus welchem man durch Elimination der x 
(4) di Aix8:&=0 


erhalt, wobei A; das algebraische Komplement von a;; in der + 0 voraus- 
gesetzten Determinante |a;;| ist. Das bedeutet, daB die Tangentialhyperebenen 
einer Hyperfldiche zweiter Ordnung eine Hyperfliiche zweiter Klasse bilden, von 
der man sagt, sie hafte an der ersteren. Entsprechendes gilt korrelatiy. 
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Die beiden Kernhyperfliichen F, und ®, (Kapitel V, Nr. 1) einer 
Korrelation haften also aneinander, wenn die Korrelation ein Polarsystem 
ist; die Umkehrung gilt aber nicht”). 

5. Die Eigenschaften der Polaritit beziiglich einer Tas die wir in 
den Nummern 1 bis 3 auseinandergesetzt haben, tindern sich nicht wesentlich, 
nimlich nur in Beziehung zu den Ausfiihrungen der Nr. 24 des Kapitel II, 
wenn |a;,|=0 ist. Hat diese Determinante den Rang r—h-+-1 (r>h>1), 
so heift das Polarsystem (1) singuldr von der Art h und die Hyperfliche 
zweiter Ordnung (2), die auch dann noch mit Ves bezeichnet wird, eine 
h-fach ausgeartete Hyperfidche zweiter Ordnung oder ein quadratischer 
Kegel von der Art h. Das Polarsystem hat, da es involutorisch ist, einen 
einzigen singularen Raum S,-1, der durch die Gleichungen 


(5) X aix a= 0 (i=0, 1 sa55 r) 

gegeben ist, die sich auf r—h-+1 unabhingige reduzieren. Die linken 
Seiten sind dabei, vom Faktor 2 abgesehen, die partiellen Ableitungen 
der linken Seite der Gleichung (2) der V7... 

Einem Punkt des Sy,-1 ist jede beliebige Hyperebene des S, als Polar- 
hyperebene zugeordnet; jeder andere Punkt des S, hat jedoch eine bestimmte 
Polarhyperebene, die durch den S;,-1 hindurchgeht und sich nicht dndert, 
wenn der Punkt einen S;, durch den S;,-1 beschreibt. Dieser singulire Raum 
liegt ferner nicht nur auf der Vare sondern besitzt auch die Eigenschaft, 
daB jede Gerade durch einen seiner Punkte die Vee dort in einem Doppel- 
punkt trifft oder ganz auf ihr liegt. Das folgt sofort aus der Gleichung (3), 
die sich wegen (5) auf u*—O reduziert oder identisch erfiillt ist, je 
nachdem «’ auSerhalb oder auf der Vise liegt. 

Deshalb nennt man jeden Punkt des S,-1 Doppelpunkt der Ves, und 
den S,-1 selbst Doppelraum derselben. Damit ein Punkt Doppelpunkt 
einer Ka ist, ist notwendig und hinreichend, da seine Polarhyperebene 
unbestimmt ist oder daf ihm alle Punkte des Raumes konjugiert sind. 

Weiter folgt aus obigem, daf jeder Verbindungsraum S, des S;4 
mit einem Punkt der Tat) ganz auf dieser liegt; da alle Punkte des S, die- 
selbe Polarhyperebene haben, folgt aus Nr. 3, daB alle Punkte eines Sj, 
der durch den S,_, geht und auf der Voy liegt, dieselbe Polarhyperebene 


haben, die’ dann den S, enthilt. 


*) So ist zum Beispiel im S$, das Produkt der Polaritit beziiglich einer V? und 
einer zweiachsigen Kollineation, deren Hauptgeraden derselben Regelschar der V3 an- 
gehoren, eine nicht involutorische Korrelation (sofern die Kollineation nicht involutorisch 
ist, in welchem Falle die Korrelation ein Nullsystem ist), deren beide Kernfliichen 
durch die Punkte und Ebenen der V3 gebildet werden. 


Bertini, Geometrie. 9 
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Wieviele Bedingungen miissen wir nun den Koeffizienten aj; der 
Gleichung (2) auferlegen, damit die Veal h-fach ausgeartet ist? Weil dann 
die Determinante |a;,| den Rang »—h-+1 haben muB, gentizt es, dab 
alle Minoren yon der Ordnung 7 —h--2 verschwinden, die einen Haupt- 
minor der Ordnung r—h-+-1 zur Unterdeterminante haben’®). Da | ax 
symmetrisch ist, folgt 


ae he—h _h(h+1) 
aah? 2 


als die gesuchte Anzahl von Bedingungen. 


6. Wegen der eben zitierten Nr. 24 des Kapitels III ist die involutorische 
Korrespondenz im Bund mit dem Kern S;-1 ein nicht singulaéres Polarsystem. 
Schneidet man dasselbe mit einem vom S;-1 unabhingigen S,-,, so ergibt 
sich ein nicht singuliires Polarsystem, dessen Kernhyperfliiche infolgedessen 
eine nicht ausgeartete Vey ist. In diesem Polarsystem entspricht einem 
Punkt der Schnittraum §S,-,-1 des S,-, mit seiner Polarhyperebene im 
gegebenen singuliren Polarsystem. Infolgedessen ist die Vee Sehnitt 
der eae oder diese Projektion der ersteren. Hine ae mit emem Doppel- 
raum Sy-1 erhdlt man also, indem man aus dem S,-1 eine nicht ausgeartete 
V. i‘ Aah propiziert. 

Man kann aber auch die S,, aus denen die Vote besteht, in der Geo- 
metrie des Bundes mit dem Kern S;-1 als Elemente einer nicht ausgearteten 
quadratischen Mannigfaltigkeit ansehen. Hine solche nennt Sreer*) ,quadrica 
nucleo**). So hat eine (r —1)-fach ausgeartete V;_, mit einem Doppelraum 
S,-2, die offenbar aus allen Punkten zweier verschiedener S,-1 durch den 
S,-2 besteht, zum Ursprung das System dieser beiden Hyperebenen, die 
eine nicht ausgeartete quadratische Mannigfaltigkeit eines =, bilden. 

Korrelativ bilden die S,4, die durch die Tangentialriume S,_,-; einer 
nicht ausgearteten Vash ame eines Unterraumes S__, des 8. hindurchgehen, eine 
h-fach ausgeartete Hyperfliche zweiter Klasse, deren Ursprung die alee 
ist und die also einen Doppelbund &,-1 mit dem Kern S,_; hat. 

Halt man sich vor Augen, da jeder S,-1 durch einen Doppelpunkt 
einer Hyperfliche zweiter Ordnung als Tangentialhyperebene angesehen 
werden kann, so ist klar, daf die Gesamtheit der Tangentialhyperebenen 
einer einfach ausgearteten Hyperflache zweiter Ordnung, also mit einem 
einzigen Doppelpunkt, im Operationsraum S, eine r-fach ausgeartete Hyper- 


emes S 


r—h 


*) Vgl. Kapitel Ii, Anmerkung 5), 
*) Studio sulle quadriche ... (Mem. dell’ Acad. di Torino, 36 [2], 1884). 
°) Wir wollen sie kurz den Ursprung der ausgearteten ves. nennen. [D.] 
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fliche zweiter Klasse bildet, die aus diesem, zweimal zu nehmenden Punkt 
(als Kern eines 1) besteht. Ist die Hyperfliiche zweiter Ordnung mehr 
als einfach ausgeartet, so wird die zugehirige Hyperfliche zweiter Klasse 
im S,unbestimmt. Das folgt auch aus einfachen algebraischen Betrachtungen °). 


Wir unterlassen es, die korrelativen Siitze auszusprechen. 


7. Jede Gruppe von +1 unabhiingigen Punkten, deren Polarhyper- 
ebenen beziiglich einer V ne durch die r jeweils iibrigen Punkte bestimmt 
werden, bildet ein Polargrundeck der aie Um ein solches zuerst im Fall 
einer nicht ausgearteten Ver zu konstruieren, nehmen wir r-+-1 Punkte 
Ao, Ax, -.-, A, mit den Polarhyperebenen a, 1, ..., a auBerhalb der 
ye so an, da§ A, beliebig im S, liegt, A, in a, A, im Schnitt von a, 
und o4, A; im Schnitt von a, o, und a; u. s.w.; schlieBlich ergibt sich 
A, als der Schnittpunkt von o%, 04, ..., ¢,4. Diese Punkte sind unabhingig; 
A, liegt auBerhalb der Geraden A, 4,, denn sonst wiire er in seiner Polar- 
hyperebene enthalten, die dem Theorem der Reziprozitit entsprechend 
durch A, A, geht; ferner liegt A; auBerhalb der Ebene A, A, A, gemiB 
einer analogen Uberlegung u.s.w. Man erkennt, daS 4; in allen Hyper- 


ebenen & mit Ausnahme von o; enthalten ist. Aus der Konstruktion folgt, 
r (r+1) 
daB es co 2  §©Polargrundecke einer nicht ausgearteten ae gibt. 


Ist die Ves h-fach ausgeartet, so geht man wie oben vor, indem 
man (immer auBerhalb der V,_,) einen beliebigen Punkt A, des S, nimmt, 
in seiner Polarhyperebene einen beliebigen Punkt A, u.s. w. bis zu einem 
Punkt A,-; Der Schnitt der Polarhyperebenen dieser Punkte ist dann 
gerade der Doppelraum S,_, der se Die tbrigen’ Punkte> Al 235° .", 


A, des Polargrundeckes sind dann h peleuEe unabhingige Punkte dieses 
r(r+1 h (+1) 


S,-1- In diesem Falle gibt es also co 2 2 Polargrundecke. 


8. Machen wir ein Polargrundeck zum Koordinatengrundeck, so 
nehmen die Gleichungen der Polaritaét die kanonische Form 


(6) 0b =a: 4%; =O, dy, ois r) 


6) In der Tat ist die Gleichung (4) identisch erfiillt, wenn die Vee mehr als 
einfach ausgeartet ist. Sie reduziert sich auf das Quadrat der Gleichung des Doppel- 
punktes der eee wenn diese einfach ausgeartet ist. Sind nimlich y, die Koordinaten 
dieses Punktes, so folgt aus (5) 

Yo Yio tY p= Ayyr4gyi- + t4zp OH0,1,..., 7). 


Multiplizieren wir links der Reihe nach mit yp, ¥1,---, Y¥, 80 ergibt sich 
Oe = A; ? 


wobei © ein Proportionalititsfaktor ist. 
g* 
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an, worin h der a; gleich Null sind, wenn die Polaritét singulair von der 


Art h ist. 
. . . . . . = Y'¢ . 
Die Relation zwischen zwei konjugierten Punkten 2 und 2 wird dann 


| a “f 
dig Lo LO + 4 Wi HA. 0 2, T= 0 
. . 72 . . ° 
und die Gleichung der V~_, nimmt die hanonische Form 


2 a ag 
Ay Ly Oy H,-- 2 a, C= 


. . . + . . 2 
an, wobei wieder h der a; gleich Null sind, wenn die V__, h-fach aus- 


geartet ist. So ist a@-141=---=a,=0, wenn der Doppelraum der 
r2 ey a yes 
Vie MOl op re AD ah or ee St 


Andert man die Einheitselemente geeignet ab, so kénnen die von 
Null verschiedenen a; willktirlich vorgegebene Werte o; annehmen, auch 
alle gleich 1 werden. Machen wir etwa die Substitutionen 

Vike 


v= ky xi, E,=-— & i=0, A cey r) 


(so wie in Kapitel V, Nr. 6), so wird aus (6) 


2 . . 
ok aa (4 =0,1,-..,7) 
. 7 d z a ‘ 
wo wir dann 


i= \ ee G0) 4,2 .:r oder 4 0;-1yas.j97—)) 


a; 


zu setzen haben, d.h. die &; sind dann bis auf das willkiirlich wihlbare 
Vorzeichen bestimmt. 

Die Anzahl der Méglichkeiten, die kanonischen Gleichungen bei vor- 
.gegebenen Verhiltnissen der do, a1, ..., a zu erhalten, ist gerade die in 
Nr. 7 berechnete. Aus den Gleichungen selbst folgt das wichtige Resultat: 
Alle nicht ausgearteten VAG smd projektiv identisch und dasselbe gilt von 
allen gleich vielfach ausgearteten (Pom In der Tat gentigt es ja, die 
beiden Vo in kanonischer Form mit denselben Koeffizienten a, anzunehmen. 
Die Anzahl der Projektivitéten, mittels welecher man von der einen zur 
andern gelangen kann, ist wieder die in Nr. 7 angegebene. Diese und 
die vorhergehenden Eigenschaften beziehen sich selbstverstiindlich auf 
reelle oder imaginare Projektivititen und Hyperflichen, die also durch 
Gleichungen mit reellen oder imaginiéren Koeffizienten gegeben sind. 

Nehmen wir nun aber unsere Vas reell an, so kénnen wir durch 
Wahl eines reellen Polargrundeckes und eines reellen Einheitspunktes 
ebenfalls reelle kanonische Gleichungen (6) erhalten (vgl. den letzten 
Absatz von Kapitel I, Nr. 4). Die reellen GréBen ao, a, ..., a kénnen nun 
irgendwie in andere reelle GréBen iibergefiihrt werden, aber die oben zu 
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diesem Zweck eingefiihrten Substitutionen kénnen imaginir werden, 

wenn die PEN einiger der Verhiltnisse — negativ ausfallen. Die 
Qj 

Projektivitaten, mittels welcher man von einer reellen Ve oy) 20 einer 

andern, ebenfalls reellen Ve _, gelangt, kénnen also reell oder imaginir 

sein. Dieser Bemerkung wollen wir aber noch in einem wichtigen Theorem 

schiirferen Ausdruck verleihen. 


= ‘ 72 A c 
9. Wir betrachten eine reelle V~ ,; ihre Gleichungen, bezogen auf 
zwei reelle Polargrundecke und reelle Einheitspunkte (niétigenfalls haben 
wir die Bezeichnungen geeignet abzuiindern), seien 


27 2 Pe 2 0 
(7) | Ay X | ae Oy Ly == Oe se : ee oe , 
/ 2 2 2 
| 
| by von nis by Gy — eas toe Fa —By digs 


wobei die a, 8, b, B positive, reelle und von Null verschiedene Zahlen 
sind. Ist die Vv; _/i-fach ausgeartet, so setzen wir 7 —/ an Stelle von r. Es 
gilt nun die ais daB die beiden Zahlen & und r—k gleich den 
Zahlen k’ und r —k’ sein miissen oder genauer ausgedriickt, wenn fiir die 
Transformationsformeln, mittels welcher man von der einen Gleichung (7) 
zur anderen gelangt, bis auf einen Proportionalititsfaktor die Identitit 


2 


r+ ee ee — 4, 0, = 
= by yy pe bY — Bua Yin BY 

besteht, so mu8B k=k’ und r—k=r—k’ sein. Gerade das besagt aber 
das Trdgheitsgesetz von Sytvester: Die Anzahl der positiven und die der 
negativen Koeffizienten in der Gleichung einer reellen Vi, bezogen auf 
ein reelles Polargrundeck und auf einen reellen Kinheitspunkt, sind zwei 
Zahlen, die bei einer Anderung dieser Bezugselemente konstant bleiben. In 
der Tat laBt sich die obige Identitét auch 


2 2 ae ed 
By ++ Oy, 0, + Be Yass be + Boy = 


2 2 2 2 
ce | | | . Ley ieee 
= b, 4, reo Du Yu I O41 E41 ieee 


schreiben. Wire nun k < hk’, so stiinden auf der linken Seite dieser Identitit 
k-+-1-+-r—k’ <r Glieder und daher existierte mindestens ein reeller Punkt, 
fiir dessen Koordinaten der Ausdruck links verschwindet, also 7 = --- = %= 

Yuis1 ae yr=0 ist. Dann miibte aber auch die rechte Seite ver- 
schwinden, d. h. man erhielte, da ja alle Glieder rechts positiv sind, auch 
Yo = Yi =T41=--- =x,=0. Das ist aber unmdglich, da dann alle 
Koordinaten des betrachteten Punktes gleich Null sein miiSten. Ks kann 
also nicht k<k’ sein, analog ist aber auch k>k’ nicht méglich, also 
muB, wie behauptet, k =k’ sein. 
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Diesen Beweis kinnen wir auch verwenden, wenn wir an Stelle einer 
reellen V- , 2wei solehe haben, deren reelle kanonische Gleichungen (7) 
sind. Dain folgt: Ldjt sich eme reelle Ves , mittels einer reellen Projektivitat 
im eme andere reelle V-_, Sineforitoren so miissen die Anzahlen der 
positiven und negativen Koeffizienten in ihren reellen kanonischen Gleichungen 
einander beziehungsweise gleich sein. Gilt umgekehrt leteteres fiir die reellen 
kanonischen Gleichungen zweier reeller Vow oder ein- und derselben reellen 
pee » so kann man mittels reeller Projektivititen von der einen Gleichung 
zur anderen gelangen'). Denn die Verhiiltnisse der Koeffizienten, niéimlich 


ah — a; 


in der Bezeichnungsweise der Gleichungen (7) sind alle positiv 


Wir wenden uns wieder der Betrachtung einer reellen und nicht aus- 
72 p . . 
gearteten V", zu und treffen die Annahme, dafS k--l<r—k sei. Aus 
ihrer Gleichung 


(8) Ay x 


2 
k+1 


2 
-+ a, on Oi -— 44° =0 


Bhs 


folgt, daB die Geraden Ao Az+1, At Any, ---, Ax Aont1 des Grundeckes die © 
V_.,; in Punktepaaren U,, V,; U,, V,; -:.;°U,, V, sehneiden, “deren “you 
Null verschiedene Rhordinaten neaehane esweise gleich 


Geta s_. \ Ao Uh+2 al Ui at Bee Lies +V aK 
4 a ? , S54 ’ ) ag — 
XO On 44 Baal On+2 Ui Ogn+1 


sind. Diese Punkte sind also reell und &+1 von ihnen, unter welchen 
sich aus jedem Paar gerade einer befindet, also etwa die Punkte Uo, Ui, ..., Ux 
sind unabhiingig und zu je zweien beziiglich der Vos konjugiert. Daher 
bestimmen diese /-+-1 Punkte einen in der ae enthaltenen 8, (Nr. 2); ein 
reeller Raum von einer Dimension > kann ante der Vis tcht existieren, 
da ein solcher Raum einen S,-z-1 in mindestens einem Pankee schneiden 
wiirde, insbesondere auch den Grundraum A;41 Azs2 ...A,, der jedoch keinen 
reellen Punkt der Va , enthalten kann, da er sie in der Ve 
Gleichung 


ipa 1 OCG 


2 


a 


2 
| pane 
Ct Raa ae = 0 


schneidet, die keinen reellen Punkt besitzt. 

Die charakteristische Eigenschaft einer reellen nicht ausgearteten 
V*_, deren Gleichung beziiglich eines reellen Polargrundeckes die Form (8) 
hat, besteht also darin, daf die in ihr enthaltenen reellen Riéiume gréfter 


") Die Zah] 24—y--1 nennt man nach FROBENIUS auch Signatur der V2_,; die 
obige Bedingung besteht dann einfach in der Gleichheit der beiden Signaturen. [D.] 
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Dimension Réume 8S, sind*). Durch Projektion folgt daraus ohneweiters, 
daB die reellen Riume griBter Dimension einer /-fach ausgearteten es 
Raume S;+, sind, wenn & die kleinere Anzahl von Gliedern einerlei Vor- 
zeichens in der kanonischen Gleichung bedeutet. 

Diese charakteristische Eigenschaft ist also eine geometrische Deutung 
des Triigheitsgesetzes. Die notwendige und hiwreichende Bedingung, damit 
ewer reelle Ve _ die nicht oder in gleicher Weise ausgeartet sind, mittels 
reeller Pr ojektivitaten imeinander tibergefiihrt werden kinnen, besteht also 
darin, dafs die in den beiden Vou enthaltenen Rdéwme grépter Dimension 
von gleicher Dimension sind. Die reellen Vee kénnen also beziiglich reeller 
Projektivitaiten nach den Dimensionszahlen der in ihnen enthaltenen Riume 
erdBter Dimension klassifiziert werden. DemgemiS (vgl. Nr. 14) oder 
auch dem numerischen Kriterium von Sytvester entsprechend, gibt es 
in der projektiven Geometrie des reellen S, entweder = oder . 
verschiedene nicht ausgeartete Vie je nachdem r gerade oder ungerade 
ist, und auBerdem die Se deren kanonische Gleichung nur Glieder von 
einerlei Vorzeichen enthilt und die also aus lauter Paaren konjugiert 
imaginirer Punkte besteht. 


10. Wir gehen nun AEE weitere Eigenschaften einer beliebigen, 
reellen oder imaginiren Vis , festzustellen. Dabei soll jedoch immer, sofern 
nicht ausdriicklich das Barents bemerkt ist, von nicht ausgearteten Vee 
die Rede sein, da man aus den Eigenschaften dieser ja stets aL 
durch Projektion auf die entsprechenden Eigenschaften ausgearteter Ve 
schlieBen kann. 

Aus der Betrachtung des Polarsystems ergibt sich sofort, daf die 
Polarhyperebenen der Punkte eines &;, beztiglich emer ex einen &;, bilden, 
der auf den 8; projektiv bezogen ist. Ist S,-.-1 der Kern des %;, so stehen 
wie (Kapitel V, Nr. 5) beim Nullsystem die beiden Riitume S’ und S,—;-1 
auch hier in der Beziehung, daB jeder Punkt des einen jedem Punkt des 
andern und jede Hyperebene durch den einen Raum jeder Hyperebene 
durch den andern konjugiert ist. Zwei solche Riume heiSfen polar oder 
konjugiert beziiglich der Via 

Offenbar schneidet Jeder S,, der mit zwei polaren Riumen je einen 
Punkt gemeinsam hat, die Vn in zwei Punkten, die zu den beiden ersteren 
harmonisch konjugiert sind; ne (Kapitel IV, Nr. 13) wird eine ae 
durch jede involutorische Raeonen in sich transformiert, deren Haupt- 
rdume beziighch der Ve. polar sind. 


8) Vel. die zweite Fu8note auf S. 439 der Abhandlung von SHGRE: Etude des 
différentes surfaces du 4¢ ordre & conique double ... (Math. Ann. 24, 1884). 
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Da die Polarhyperebenen der Punkte einer Vas ihre Tangential- 
hyperebenen sind, folgt noch, daf en S; eine V_, stets so m eimer Ase 
schneidet, da/} die Tangentialhyperebenen an die igs , inden Punkten der Vis ,_ le 
durch den polaren Raum S,-x-1 gehen und igen t. 

Bemerkt sei noch (vgl. Kapitel I], Nr. 7), daB der polare Raum S,-¢-1 
eines S,, der einen zweiten Raum S, enthilt, im polaren Raum S,-)-1 des 


letzteren enthalten ist. 


11. Zwei polare Riiume S;, und S,-;,-1 migen sich in einem S, schneiden. 
Dann ist jeder Punkt des S, nicht nur sich selbst konjugiert — so dab 
liegt — sondern er ist auch jedem andern Punkt 

) konjugiert beziiglich der Vas, und daher auch be- 
ziiglich ihres Schnittes V,_, (oder V (iis = )imit dem tS, "(oder #5 vias 
folet, dah der S, Doppelraum der V, _, (oder der Vache) ist. Ist umgekehrt 
ein S, Doppelraum des Sehnittes Vee peti: V-; mit einem S,, 80 ist jeder 
Punkt des S, jedem Punkt des S, ‘Gontusiont beziiglich der Ve _, und da- 
her auch beatiglich der Vee der S, mu8 also auch im moliren Raum 
S,-z-1 des S; liegen. 

Es schneide nun ein S, eine ge , mit einem Doppel- 
raum und es sei S, entweder dieser Doppelraum oder in ihm enthalten; 
wie eben gezeigt, muS der S, dann den S, mit seinem Polarraum S,-;-1 
gemeinsam haben, wobei der S, entweder der Sehnitt von S; und S,-z-1 
oder in diesem Schnitt enthalten ist. Wir sagen, daB der S;, Tangential- 
raum der ae im S, sei oder die Sey dort beriihre, da jede Gerade des 
S; durch einen Punkt des S_ die [fades entweder in diesem Punkt beriihrt oder 
ihr ganz angehort, da sie ja in der Polar- (Tangential-) Hyperebene dieses 
Punktes liegt. Offenbar mu sowohl a<k als auch a<r—k—1 sein; 
daher kann z. B. ein S__, eine Vine héchstens in einem S, beriihren, ein 
S,-2 héchstens in einem Sy, u.s.w. Der Polar- (Tangential-) Raum S,-a-1 
eines Raumes S., einer ue enthilt alle durch den S, gehenden Réume der- 
selben, da das mit den Polar- (Tangential-) Hyperebenen aller Punkte des 
Sa der Fall ist. 

Die not endige und hinreichende Bedingung, damit em S;, Tangential- 
raum emer ae in einem S, ist, besteht darin, dafi der S, durch den S, geht 
und im Polar- ( Tang gential-). Raum S,-a-1 des Sq enthalten ist. Denn wenn der 
S;, durch den S, geht und im §S,-,~-1 liegt, so liegt sein Polarraum S,_;- 
im S,-a-1 und geht durch den S,; wenn ferner S; und S,-,-1 dureh den 

gehen, so liegen die beziehungsweisen Polarriume S,-;-1 und S;im S,-4-4. 

SchlieBlich sei noch auf folgende Beziehung hingewiesen: Liegt der 
Raum 8, in dem der V_ , angehérenden Raum 8S, so geht der Polar- 
(Tangential-) Raum S,-,-1 des S; durch den Polar- (Tangential-) Raum S 


al 9 
. Y iy ay re 
der &, auf derV,_, 


des S, (oder des S., , 


. . 2 
in einer V7 _ 


pa =i 
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des Sz hindurch. Geht umgekehrt ein S8,-;-; durch den Polar-(Tangential-) 
Raum S__,_, eines 8,, so beriihrt er die ee in einem S, des S, da der 
Polarraum S; des S,-»-1 im S, und daher im S,-,-; liegt. Die beiden 
Raéume S,-,-1 und S; entsprechen einander in der Projektivitét zwischen 
dem Bund mit dem Kern S,-.-; und dem Raum §, (Nr. 10). 


12. Wir wollen nun die Anzahl der Bedingungen angeben, denen 
ein durch die Gleichungen 


x, = hy a a arse =. ae on™ (i = Q, ls say r) 


+t 


. 4 ra 4 ; 2 
gegebener Raum S,, des S, geniigen muf, damit er die V,_, 


aia LPH, =O 

ik 
mindestens in einem S, beriihre. Zu diesem Zweck geniigt es, auszudriicken, 

. 72 . . 72 . \ 

da8 die V,_,, in welcher der S, die V,_, schneidet, (a+ 1)-fach aus- 
geartet ist. Betrachten wir (Kapitel I, Nr. 5) Ao, du, ..., Am als homogene 
Koordinaten eines Punktes des S,, so ist die ain dargestellt durch 
Ma (? 4 +14 a) (2 a” 1 ) ) = 0 
ao oe WOretet oe ane OF ae ene Nh Pe = 


oder durch ' 
eee he he —0 


wenn 
@,,= 2a, 2,” ny s=0y1,/:, m) 
ist. Die gesuchten Bedingungen sind also gerade die Bedingungen dafiir, 
daB die Matrix | a,,| den Rang m — a hat, ihre Anzahl ist somit (Nr. 5) gleich 
(a+1)(a+2) 
2 

13. Zu einem besonders wichtigen Ausdruck gelangen wir durch 
Verallgemeinerung der Uberlegungen der Nr. 4, indem wir also die Be- 
dingung analytisch angeben, der ein S, geniigen mu, damit er die a 
in einem Punkt beriihre. Wir betrachten den S, als Kern eines 2,—»-1; 
dieser ist gegeben durch Gleichungen von der Form 


‘ (0) e(r-m-1) . 2 
ECTS Tel hele eee 9 a (=0, 1, ..., r). 


Der S,, muB, wenn er die VE in einem Punkt beriihrt, in der Polarhyper- 
ebene dieses Punktes enthalten sein; es muf also Werte der A geben, fiir 
die die linken Seiten obiger Gleichungen gerade die Koordinaten dieser 
Hyperebene werden. Sind also x; die Koordinaten des Bertihrungspunktes 
des S,, des Poles der Hyperebene, so folgt 


r—m—-1 4% 


\ (0) e(r—m-1) . , 
210, 2, = § + --- +4 § (i= Onde ator): 
k 
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diese Gleichungen miissen zusammen bestehen mit den weiteren 


= (0) ae <(0) = 

Ol aie Ppp 0 
e(r-—m-1) e(r-m-1) best 
Br ee ae SE 20; 


die die notwendige und hinreichende Bedingung darstellen, damit der 
Punkt z im Raum S,, liegt. Durch Elimination von a, ..-, @ry Ao, «++ Ap-m-1 
folgt die gesuchte Bedingung 


<(0) (r—m-1) 
yy ~Oite Bere 
FN ee ey AAS et Sia 
(9) ao RK e ote Ee “a 0°) 
(0) 0) Tae 
he iS Pe 0 
fm EMD gg 


Entwickelt man die Determinante in geeigneter Weise’), so erkennt man, 
daB die Gleichung in den Koordinaten des S, quadratisch ist (vgl. Kapitel II, 
Nr. 16) und die (m-+-1)-reihigen Minoren der Diskriminante | aiz| der Vi_, 
eu Koeffizienten hat. Mittels analytischer Transformationen li8t sich noch 
leicht zeigen, daB (9) von der Gleichung der Nr. 12 nicht verschieden ist, 
wenn wir dort a=0 setzen"). 


*) Enthilt ein Raum S,, einen Punkt, dessen Polarhyperebene durch einen 
andern Raum S/ hindurchgeht, so enthilt umgekehrt auch S$” einen Punkt, dessen 
Polarhyperebene durch S,, geht, wie man sofort erkennt, wenn man bemerkt, daf 
der S,, den Polarraum S/_,,_, des S/, schneidet und da8 daher der Pol des S,_, = 


=S,,S-_m-1 im S;, liegen muB. Sind S, und S’, durch die Hyperebenen Ee oe 


m~r—m— 8) 


EC-™-D) paw. 4, ees nee) gegeben, so lautet die analytische Bedingung hiefiir 
(0) (r—m-1) 
55 Bie: 5 


00 Or 
(0) (r—m-1) 
r0 panes 5 5 
=0 
nw” i 0 0) 
Tiwi an 0 6 


und ist also bilinear in den Koordinaten des S,, und S’, was ebenso gezeigt wird 
wie die entsprechende Tatsache bei (9). 


**) Nach den Unterdeterminanten der letzten »—m Zeilen oder Kolonnen. [D.] 


“) Vgl. D’Ovinio, Le funzioni metriche ... [Memorie dell’Accad. dei Lincei, 
1 (8), 1877]. 
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Mit dem Ausdruck (9) der notwendigen und hinreichenden Bedingung, 
damit ein S) die is Meyibrt haben wir also in Verallgemeinerung yon 
(4) die @leichung diet Ke , im Koordinaten beriihrender S, gefunden. 
Fiir m=0 ergibt sich von neuem die gewoéhnliche Gleichung der ene 

Ist eine Ve _, 7—m-t 1)-fach ausgeartet, so bertihrt sie jeder s. “fea 
S, in fhindestens einem Punkt, niimlich im Sehnittpunkt des S, mit dem 
Doppelraum S,-m. Gleichung (9) ist in diesem Falle identisch erfiillt, was 
auch direkt aus der Bemerkung folgt, da8 die Koeffizienten von (9) die 
(m--1)-reihigen Minoren der Diskriminante | a;,,| sind, die alle verschwinden, 
wenn letztere yom Range m ist. Dadurech sind wir in der Lage, die 
projektive Eigenschaft einer ca in einer bestimmten Vielfachheit aus- 
geartet zu sein, mittels der Bedingung auszudriicken, daf eine Kontra- 
variante, nimlich die linke Seite von (9), identisch verschwindet. 


ay 3 F : : 2 
14. Wir gehen nun an die Bestimmung der in einer V__, enthaltenen 

: os : ‘ 2 . . . 

linearen Riume. Da jeder auf einer V__, liegende S, in seinem Polar- 


raum S,-a-1 enthalten ist, mu8B a<r—a—1 und daher ees oder 
2 


joo 
a< 


sein, je nachdem rv gerade oder ungerade ist. Wir wollen nun 


zeigen, daf diese Grenzen in beiden Fallen auch wirklich erreicht werden. 

Zu diesem Zweck betrachten wir einen Punkt x auf der Vice seine 
Polar-(Tangential-) Hyperebene sei chen Diese geht durch 2° und sehnei- 
det die Vee in einer Vee mit 2 als Doppelpunkt. Ist weiter o ein 
von «” yerschiedener Punkt der Ve ~2) 80 liegt (Nr. 2) der 8S, =o 
auf der ee und ist Doppelraum der ee die vom Polar- (rgena) 
Raum S_, des S, auf der V2_ J nigoe nat i wird. Auf der ies 3 nehmen 
wir einen weiteren von 2 fa a2 unabhingigen Punkt 2® an der also 
auBerhalb des S, liegt. Der S,=2%a%2® liegt dann (Nr. 2) ganz auf 
der ee und ist Doppelraum der ae py die vom Polar- (Tangential-) 
Raum S__, des S, aus der ee ausgeschnitten wird. In dieser Art fahren 
wir fort. 

Nehmen wir r=2q an, so kann dieser ProzeB bis zu einem Punkt 
x4-)) forteesetzt werden. Mes hat dann einen Raum S/_,= 2 e® ... v9 
der Ve , dessen Polarraum S, die re , in einer les 4 Pee die also 
aus iy zweimal zu Gehincnden S,-1 besteht. Weiter kénnen wir nicht 
gehen, da es in dieser Vee keinen von ao, a ee nr unabhingigen 
Punkt mehr gibt. 

Ist jedoch r =2q-+1 und sind wir bis zu einem Punkt af) gelangt, 
so finden wir, daf der 8,.=0° # espe vader Ve , einen Polarraum 
Si41 hat, der die Sa in einer V” hice die den S,_, als Doppeltaiin 


hat und daher in zwei S, durch den S,_, zerfallt. In idieser Vs also in 


8 
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einem der beiden S, laBt sich nun noch ein von «, oo oe anna) “ite 
abhiingiger Punkt ® Ow der zusammen mit den ersten g Punkten 
den auf der V~ , gelegenen S S, liefert. Damit ist der ProzeB natiirlich zu 
Ende. Der Raum S$, ist zu sich selbst polar oder kurz autopolar. Solche 
Riiume existieren im Falle »=2 gq nicht. 


15. Fiir eine Reihe von Fragen, die die linearen Riéume einer nicht 
ausgearteten ys betreffen, ist es ntitzlich, eine kurze Betrachtung der 
sogenannten stereographischen Projektion vorauszuschicken, die darin besteht, 
da man die ee aus einem ihrer Punkte P auf eine nicht durch P gehende 
Hyperebene x projiziert. 

Ist t die Tangentialhyperebene an die eos in P und o der Schnitt- 
raum S,-2 yon t und a, so ist die Projektion oder das Bild eines Punktes 
der Bin offenbar ein Punkt von x und umgekebrt. Eine Ausnahme bilden 
dabei nur P und die Punkte der von o aus der V,_, ausgeschnittenen 
Wes Der Punkt P entspricht dem ganzen Raum o oder schirfer ausgedriickt: 
die durch die Tangenten an die Ve in P gegebenen zu P benachbarten 
Punkte projizieren sich ein-eindeutig in die Punkte von o, da diese Punkte 
ja perspektiv auf die Tangenten in P bezogen sind. Dagegen ist jeder 
Punkt der [ake Bild aller Punkte des S,, der ihn mit P verbindet, da 
diese S, ja die ae erfiillen, die der Soh der Ve _, mit t ist und die 
einfach ausgeartet ist mit dem Doppelpunkt P. Diese Verhialtnisse lassen 
sich folgendermafen gleichfalls schiirfer zum Ausdruck bringen. Einer der 
von P ausgehenden 8S, der eee mige «x in x treffen; es sei dann 8, 
eine Gerade yon = dureh x. Der durch S; und S# bestimmte Ss beriihrt 
die aie in jenem Punkte #, der auf S, durch die zweite Gerade des 
Schnittes des S, mit der V;_, ausgeschnitten wird. Daher ist der dem 
Punkt z unendlich benachbarte Punkt des S{* Bild der dem Punkt « 
hbenachbarten Punkte des S,. Auch die Umkehrung gilt, weil ein Ss durch 
den S, diel” , im einem Punkte « beriihrt und = in einem So schneidet. 
Es | Heche; AG eine Projektivitiit Pasi, den 0° "? 8, durch den S, und 
den oo? S* von x, die durch den Punkt «” der Ve , gehen. Den ‘cot %S,, 
die in einem bestimmten Punkt «x beriihren und alts durch die Geraden 
der Ve _, durch x bestimmt werden, entsprechen die co’? Geraden durch 
gy), die im S,-2 liegen, der der Schnitt von x mit der Tangentialhyper- 
ebene an die V> ,m @ ist. Der Punkt P ist der Fundamentalpunkt der 
Vv", und die (night ausgeartete) V._, die quadratische Fundamentalmannig- 
Jaltigkeit der Bildhyperebene =. 


16. Diese stereographische Projektion kénnen wir sofort verwenden, um 
‘ . ‘ : : : . 2 : ‘ 
die Dimension der Mannigfaltigkeit der auf einer V__, liegenden linearen Riiume 
i . . . . : 2 . . . 
von gegebener Dimension m zu bestimmen. Kin S| der V_, schneidett in einem 


Hyperflichen zweiten Grades (Nr. 15—17). 2a 


Ose, cer Hose und dieser S,_, wird aus Pin einen 8’, der Vey projiziert, 
durch welchen offenbar das Bild S/, des S,, hindurchgeht. Geht umgekehrt ein 
S’ von x dureh einen S’_, der V-,, so gibt er, aus P projiziert, einen eine 
welcher den den S’,_, projizierenden S enthilt und somit die Vo, in 
einer Vv schneidet, die also in diesen S und in einen zweiten zerfiillt, 
dessen Bild eben der betrachtete S;, von x ist. Damit ein Si, von x Bild 
eines S der fn sei, ist also notwendig und hinreichend, daji der S’ durch 
einen. S’_, der Pas hindurehgeht. Nun gibt es in to" "* S’ durch einen 
Sn-1; bezeichnen wir die Dimension der Mannigfaltigkeit der S,, einer 
VS mit V_._,,80 ergibt sich aus vorstehender Uberlegung die Rekursions- 
formel 
Nm, r-1 = Nn-1,r-3 +r —m— 1. 


Daraus folgt der Reihe nach 
4 lai, oe Naas, r—5 ae r—m—2 
Mi, r=2nt1 — No, r—-2m-1 + 1 MY 


No, r—-2n-1 = Fr — Mm — (m+ Aw 


Offenbar ist co%0,r-2m-1 die Anzahl der Punkte einer V” Addiert man 


P2715 
alle diese Gleichungen, so folgt 
(10) Rain (m+ 1)(2r—3m — 2) 
2 


als Lisung unserer Aufgabe. 


17. Daraus lassen sich noch weitere Folgerungen ziehen. Es sei Veg 
h-fach ausgeartet, besitze also einen Doppelraum S,-1; wir betrachten sie 
als Projektion einer nicht ausgearteten V7, , eines S_, aus dem S,_, 
(Nr. 6). Die S der Von durch den Doppelraum ergeben sich offenbar 
durch Projektion der S,_, der hele aus dem S,_,; daher mu8 also 

es also Me etleas. sein. Die Dimension der Mannig- 
2 
faltigkeit dieser S,, folgt also aus (10), wenn wir dort m—h statt m und 


r—h statt r setzen, ist also gleich 
(11) (m—h+1)(2r—3m+h—2) - 
2 


m—h< 


Weiter folgt noch, daB die Dimension der Mannigfaltigkeit der Sn, einer 
nicht ausgearteten We , die durch einen S,.(k <m) der V. * lindurchgehen, gleich 
(m—k) (2¢ —38m—k —3) 


2 
des S, die Vey in einer (k-+1)-fach ausgearteten V,_, , mit dem S, als 


ist. In der Tat schneidet der Polarraum S,-;-14 
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: 2 ve af . 72 
Doppelraum und dieser V;_,, mitissen (Nr. 11) die S, der V,_, durch 
den S; angehéren. Wir haben also in (11) #41 an Stelle von A” und 
y —k—1 statt » zu setzen, um die gesuchte Anzahl zu erhalten. 


18. Die linearen Riume gréBSter Dimension einer nicht ausgearteten 
V;_, sind (Nr. 14) von g—1 Dimensionen, wenn r=2q ist, und von 
q Dimensionen, wenn r=2g+1 ist. Ihre Anzahl ist aber wegen (10) in 

a(q+t1 
beiden  Fiillen Noerre Mit Hilfe der stereographischen Projektion 
(Nr. 15) werden wir das verschiedene Verhalten dieser linearen Riiume 
in den beiden Fallen erkennen. 

Zu diesem Zweck haben wir den ReduktionsprozeB der Nr. 16 wieder 
durehzufiihren, also zu beachten, daB die Riume gréBter Dimension der 
Vos in « Riume derselben Dimension zu Bildern haben, die durch die 
Riume griéfter Dimension der Fundamentalmannigfaltigkeit Vor, hindureh- 
gehen, da$ diese wieder in gleicher Weise hervorgehen aus den Réiumen 
gréBter Dimension einer Vets die Fundamentalmannigfaltigkeit in einer 
stereographischen Projektion der Soe ist u.s.w. Im Falle r=2q gelangt 
man schlieBlich zu einem Kegelschnitt ie dessen Riume gréBter Dimen- 
sion Punkte sind, die eine einzige stetige Folge bilden, eine Eigenschaft, 
die offenbar erhalten bleibt, wenn wir auf dem gleichen Wege wieder 


zur a, zurtickkehren. Ist aber r=2q-+-1, so gelangt man schlieBlich 
zu einem Punktepaar Ve aus welchem sich die as des S, ergibt, die zwei 


durchaus verschiedene Systeme von Riumen gréfter Dimension, néimlich 
es : : : ‘ : : 2 
von Geraden enthilt, eine Eigenschaft, die sich gleichfalls auf die V7, 
tibertrigt. Die linearen Kdume grofiter Dimension S|, einer V,__, bilden 
q(g+1) 
also en einziges co 2 -System, so daB man durch stetige Bewegung 
innerhalb des Systems von einem §,-1 zu einem beliebigen anderen S,-1 


gelangen kann, wahrend die linearen Réwme griéfster Dimension S, einer 
a MENS, : : hs a(a*1) 
V,, sich in zwei durchaus verschiedene Systeme von je co 2  Rédéumen 


verteilen. 


19. Bei einer he eines S,,,,, die also von gerader Dimension ist, 
haben wir noch die beiden Fille g gerade und q ungerade hinsichtlich 
des Verhaltens der beiden Systeme linearer Raume gréfter Dimension 
zu unterscheiden. 

Zu diesem Zweck ist es nétig, folgenden Satz iiber die stereographische 
Projektion (Nr. 15) einer beliebigen Vee vorauszuschicken: Damit zwei 
Sn der Bildhyperebene x sich in einem Sn-1 der Fundamentalmannig- 
Jaltigkeit gee schneiden und auferhalb derselben Bilder zweier sich gleich- 
falls in einem S__, schneidender S,, der Var) sind, ist notwendig und hin- 
reichend, dafi die beiden Sn in einem S;-m-1 liegen, der durch den Polar- 
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(Tangential-) Raum S\_,,, des S’ , beeiiglich der We hindurchgeht. 


. . 2 . . . 
In der Tat schneidet ein S, der Vi, die Hyperebene t in einem 


/ 


Sm-1; das Bild S;, des ersteren geht durch das Bild S/,-1 des letzteren, 
wobei S,-1 der Schnitt des S'=PS,,-; mit « ist. Der Polar- (Tangential-) 
Raum S_ des Sy beziiglich der V2, geht durch S, und S*, die (vgl. 
Nr. 11) lineare Riume der V__, dureh den S,-; Sind, und wird von der 
Polarhyperebene t von Pin einem S-,-1 geschnitten, der also Polarraum 
des S* beziiglich der Vice und daher auch beziiglich der Vue sein wird. 
Schneidet man nun mit x, so findet man, da der S;, in einem Sy_m-1 liegt, 
der durch den Polarraum S’_,_, des 8’, beziiglich der Vag hindurchgeht. 

Ist umgekehrt letzteres der Fall, so erhalt man durch Projektion aus 
P einen S,-m durch einen S,-1, der Polarraum eines Si bezitiglich 
der ae und daher auch beziiglich der ee ist. Der S_, mu also 
(Nr. 11, letzter Absatz) die ee in einem S,_, des S* beriihren, also 
die ae in einer a mit dem Doppelraum S,, schneiden, die den 
Sn enthilt. Der Snii1= PS, liegt im S,-m, geht durch den $7 und schneidet 
infolgedessen die oes im S* und in einem weiteren S_, dessen Bild 
der S;, ist und der durch den S,-1 hindurchgeht. Dieser Sp-1 ist aber 
vollkommen bestimmt; daher gehen zwei S_, tiber die wir die obigen 
Voraussetzungen machen, auch durch denselben S,,-1. 

Die beiden co” *”'-Gesamtheiten der S, der V;,, die durch den 
Sm-1 gehen und der S;, des Sr-m-1, die durch den S;,-1 gehen, stehen also 
in ein-eindeutiger Beziehung, und ebenso sind die beiden co™Gesamtheiten 
der Spm-1 des S* ‘und der in a liegenden Sj_-m-1 durch den Sy—m-2 ein- 


eindeutig, und projektiv aufeinander bezogen. 


20. Nun gilt der Satz: In eimer ate eines S 
desselben Systems | | gerade 


A schneiden sich ewer S 
Gri q 


ist, im emem Raum von gerader 


verschiedener Systeme peeORy t ungerade 

; y Sy 1 verschiedener Systeme | 
Dimension (ss, (Siig S45: sa 4 ce: j und zwei Sq asad fone Gy ens j 
schneiden sich, wenn at ea ist, in einem Raum von ungerader 


| ungerade | 
: i y= 
Dimension (s. Pay os Cee eee | ae 
q 
gegebenen Schnittriume So und S_1 entsprechen dem allgemeinen Fall, 
d.h. 2wei allgemein angenommene 8, schneiden sich, wenn q gerade ist, in 
einem Punkt oder tiberhaupt nicht, je nachdem sie von demselben oder von 
verschiedenen Systemen sind und wungekehrt, wenn q ungerade ist. ; 
Wir beweisen den Satz durch Induktion, indem wir zeigen, daB er 
unter Voraussetzung seiner Giiltigkeit fiir einen bestimmten Wert von q 


}). Die jeweils an erster Stelle an- 
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auch fiir den folgenden Wert g+1 gilt. Wir wissen, daS der Satz fiir 
qg=1 richtig ist, in welchem Falle zwei S, desselben Systems einer V3 
entweder keinen Punkt gemeinsam haben oder zusammenfallen, Wir haben 


also eine Fe aa ZU betrachten; die Fundamentalmannigfaltigkeit in der 
x : 2 ey ; 3 ne : 
Bildhypex -ebene m= 8,,,9 ist eine Laroaiils welche wir die Giiltigkeit des 


Satzes annehmen. Wegen der Willktirlichkeit des Projektionszentrums P 

eta wir ohne Einsehriinkung der Allgemeinheit von zwei Raumen 
o+1 der V5,,. ausgehen, die auBerhalb der Tangentialhyperebene t=, ,, 

ine liegen und daher t in zwei S, schneiden. Ihre Bilder sind daher 

zwei Si+1, die = Se +1 in zwei S; schneiden. 

{ demselben System 

| verschiedenen Systemen 


so haben sie im allgemeinen einen Punkt S$ gemeinsam. 


~e . . Y r2 
Sind diese beiden S’ der V,, aus 
gerade | 
2 | unger > 
ungerade 
Jeder yon ihnen bestimmt dann mit dem $741 durch den andern einen 
$ : : oa 
6. +x Diese beiden Sj. v4 haben den Tangentialraum Sj an die Ve in 
2q 
So gemeinsam, dem die beiden Sj zugehéren'”), und kénnen verschieden 
sein oder zusammenfallen. Sind sie verschieden, so haben die beiden 
demselben System 
verschiedenen Systemen 


ist, keinen Punkt gemeinsam, weil den durch So gehenden 


eda 


Cy 


Raume S 
{ preeaii 
| gerade | 
Si des einen 3,4; die S, entsprechen, die durch einen gewissen Punkt 
So der Geraden PS} hindurchgehen, wihrend den Sj des anderen S3,+1, 
die durch denselben Punkt So hindurchgehen, ae S; entsprechen, die 
durch einen anderen Punkt So° der Geraden P So gehen (Nr. 19). Daher 
treffen die beiden S,1 diese Gerade in zwei aan Punkten So 
und Ss und kénnen daber keinen Punkt gemeinsam haben, auch nicht 
auBerhalb t, da die beiden S3,41 verschieden sind. Fallen diese beiden 
S$q41 aber zusammen, so fillt nicht nur So in Sé*, sondern auch die beiden 
Bildriiume Sj+1 haben, da sie in einem $3,441 liegen, einen S{ gemeinsam 
und nur diesen (auBerhalb o und durch So gehend) wenn, wie wir auch 
hier noch annehmen wollen, die beiden S; bloB den Punkt Sj gemeinsam, 
haben. Die beiden S,,, der Hee ,+2 Schneiden sich somit in einem S,. 
Haben die beiden s der Ve mehr als einen Punkt gemeinsam, 
so haben sie laut Voraussetzung mindestens einen S3 gemeinsam. In 
diesem Fall bestimmt jeder von ihnen mit dem S41 durch den anderen 
einen S2,-1, und diese beiden S,-1 gehen durch den Tangentialraum 
Bone , an die V a im Sh dem auch die beiden S zugehoren, und kénnen 
verschieden sein oder zusammenfallen. Sind sie verschieden, so folgt, dab 


sind, wenn g+1 


_ der Ve open die aus 


4 


**) Vgl. Kapitel I, Anmerkung 7°). (D.] 
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; : ra ae ; ; ; 
die beiden S,,, der V,,,. den S,= PS) in zwei verschiedenen S, schnei- 


den; durch diese gehen (Nr. 19) die S3, deren Bilder bezichungsweise 
die S3 der beiden $3,-; durch den S3 sind. Die beiden S,41 schneiden 
sich also in dem den beiden S: gemeinsamen S;. Fallen jedoch die beiden 
S3,-1 zusammen, so gehen die beiden S,4, nicht nur durch denselben 
Sz des obigen 3, sondern schneiden sich in einem $3, in dessen Bild 
S3 (auBerhalb ©) sich also die beiden Sj41 schneiden. Alles das gilt, wenn 
die beiden Sj nur einen Si gemeinsam haben. 

Haben die beiden S; mehr als einen $3 gemeinsam, so haben sie 
laut Voraussetzung mindestens einen Si; gemeinsam; wie oben erhalten 
wir zwei S53 die durch den Tangentialraum S),_, an die Ves im Si 
hindurchgehen. Fallen die beiden S3,-3 nicht zusammen, so schneiden 
sich die S,,, der ite in einem S,, der Schnitt zweier S, des Raumes 
S;=PS% ist; fallen sie aber zusammen, so schneiden sich die beiden 
S +1 in einem S;, u.s. w. 


Die Uberlegung dndert sich nicht wesentlich, wenn die beiden Sider 
verschiedenen Systemen 

demselben System 

ist. Im allgemeinen haben zwei solche Sj laut 


a? vou denen wir ausgegangen sind, von | 
f | 

| ungerade 

Voraussetzung keinen Punkt gemeinsam; infolgedessen haben die zwei 

(+1 von « durch die S; einen Punkt auferhalb o gemeinsam und das- 


selbe gilt von den beiden S,+1 der Vy,,9, die bei | Be eee 
verschiedenen Systemen] . ; ens ate 
sind. Schneiden sich die beiden S; in einem 
demselben System j a 
S{, so betrachten wir neuerdings die beiden Riiume S3,, die durch einen 
S, und den den anderen enthaltenden $j: bestimmt sind und durch 
den Tangentialraum Beg an die Vey im S{ hindurchgehen. Sind die 
beiden $3, verschieden, so findet man (Nr. 19), daB die beiden S,41 
der Vero einen einzigen Punkt gemeinsam haben, der Schnitt der beiden 
S; im So= Pj ist; fallen aber die $3, zusammen, so schneiden sich die 
zwei S,41 in einem Sz U. 8. Ww. 

Der somit bewiesene Satz libt sich auch folgendermafen aussprechen: 
Auf einer Va sind, ob jetet q gerade oder ungerade ist, die S,, die sich 
in einem Sq-2a schneiden, aus demselben System, wihrend diejenigen, die 
sich in einem Sy-2a-1 schneiden, aus verschiedenen Systemen sind. Dabei 
haben wir, wenn q gerade ist, in beiden Fallen fiir d alle Werte von 


0 bis 1 zu seteen, wenn aber q ungerade ist, im ersten Fall alle Werte 


2 
von O his gel und im eweiten Fall alle Werte von 0 bis q — 
2 


Bertini, Geometrie. 10 
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21. Kin beliebiger S,, durch einen S, der are schneidet diese in 
einem zweiten, vom S, verschiedenen St, da ein ae ja héchstens in 
einem S,-1 beriihren kann. Es folgt, daB S, und S; sich in einem S,-+ 
schneiden und daher (Nr. 20) in jedem Fall aus verschiedenen Systemen 
sind. Lassen wir nun den S,41 sich um den S, drehen und dann weitere 
S,+1 um die Si, die wir so erhalten, so behaupte ich, da sich derart alle S, 
beider Systeme der en ergeben. 

Die zwei Riiume S, und S* mégen sich in einem 8; schneiden oder 
sich nicht schneiden, in welchem Falle ¢ = — 1 ist; die folgende Uberlegung 
bleibt dann, von einigen Vereinfachungen abgesehen, dieselbe. Um nun 
yom S, zum S;* zu gelangen, geniigt es, im S, einen den S; enthaltenden 
Se=1 oi seinen Polar- (Tangential-) Raum S,41 za betrachten. Dieser Sji1 
schneidet die , im S, und in einem oN der dureh den S, , und daher 
auch dureh den S, geht. “Sind nun S, und S;* von demselben nae von ver- 
schiedenen Systemen, so sind umgekehrt S; und S7 von verschiedenem oder 
demselben System, und da erstere sich in einem S; schneiden, miissen letztere, 
die diesen Raum ja ebenfalls gemeinsam haben, sich mindestens in einem 
Sii1 schneiden (Nr. 20). Ahnlich kann man zu einem S%’ gelangen, der den 
S;* mindestens in einem S;42 schneidet u.s.w.; schlieBlich findet man 
einen Raum, der den S7 in einem S,-1 schneidet; damit ist die Behauptung 
bewiesen. 


22. Als Anwendung der eben auseinandergesetzten Beziehungen wollen 
wir einen kurzen Exkurs tiber die Liniengeometrie im S3° machen, die 
: + : : : 772 ‘ : : . 
(Kapitel Il, Nr. 18) mit der Geometrie einer V; des S, identisch ist. Diese 


V; ist nicht ausgeartet, wie aus ihrer Gleichung*’) 
(12) Pre Psat P13 Pax + P14 Po3 =9 


hervorgeht, deren Diskriminante + 0 ist. 
Wegen (10) gibt es auf der Vi co’ §,, die uns die Strahlenbiischel 
des S3* geben. Setzen wir der Kiirze halber 


(pp’) = Pre Psat Piz Pio t+ Pre P23 + Pic Psa t+Pis Psst Pia P235 


“*) In dieser gebriiuchlicheren Form schreiben wir, indem wir die Bezeichnungen 


tindern, die Gleichung 
Xo X25 == Xz, Xo3 + Xs, X29 


der erwihnten Nr. 18; d. h. wir nehmen die Gré8en p,,, = «,; y,— a, y, (¢, k =1, 2, 3, 4) 
als Koordinaten einer Geraden im S,*, wobei w; und y, Koordinaten zweier Punkte der 
Geraden sind. Nehmen wir korrelativ dazu zwei Ebenen durch die Gerade mit den 
Koordinaten ; und ,, so werden die Gréfen g;,—=§,n, —§,n, den p,, Preber on 


(Kapitel II, Nr. 15), und zwar ist in der obigen Bezeichnungsweise °¢;,=—> 2 ep) 
wobei @ ein Proportionalitiitsfaktor ist. 2 Di, 
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so folgt aus (12), daB zwei Punkte p und p’ des S, beziiglich der Vie 
konjugiert sind, wenn (pp’)=0 ist. Gehiren p ane p’ auverdem den 
as an, so liegt auch der S, =p p’ auf ihr (Nr. 2). Die Punkte des S, haben 
die Koordinaten p;z-+-A pix; wegen (p p’) = 0 schneiden sich aber die iden 
Geraden p und p’ im S$“) und p;.+-Api; sind Koordinaten der Strahlen 
ihres Biischels*). 

In ahnlicher Weise erkennt man, dab die beiden Systeme von je 
co S, der Vj (Nr. 18) die Strahlenfelder und Strahlenbiindel des S; geben; 
die ae der Nr. 20 fiihrt zu dem Satz, da8 zwei Biindel ater zwei 
Ebenen entweder eine Gerade gemeinsam haben oder zusammenfallen, 
wihrend ein Biindel und eine Ebene keine Gerade oder ein Geraden- 
biischel gemeinsam haben. 

Die Gleichung 


Ay 2 P34. + 13 Pso + 4 Po3 + O34 Pre + Age Piz + Ao3 Pris =O 
oder in obiger Bezeichnungsweise 
(13) (ap)=0 


definiert einen S, des S,; sein Schnitt mit der V; ist eine ae die im S¥ 
linearer Geradenkomplex heibt (vgl. Kapitel V, “Nr. 8). Da (13) zugleich 
die Relation zwischen zwei beziiglich der Use konjugierten Punkten a 
und p ist, erhalten die Koeffizienten a,, im S, die Bedeutung von Ko- 
ordinaten des Poles des S, beziiglich ian ae Enthilt der S, seinen Pol, 
ist also (aa) =0, so heift der Komplex Speed und die Gerade a, die 
yon allen Geraden des Komplexes getroffen wird, seine Achse. Die oot ein- 
fuch ausgearteten as die Schnitte der V; mit ihren Tangentialhyperebenen 


tb 
sind, geben also im Ss‘ die speziellen linearen Komplexe. 


4) Das folgt aus 

Wy Wy Ly wy | 

Ys: Yo Ys V4 0 
, 4 , t 

auigute sg 


Y', Yo Ys Y's 


(p p') = 


wenn # und y zwei Punkte der einen und a’ und 7’ zwei Punkte der anderen Geraden sind. 


**) Driicken wir p,;, und p;,, mittels der Koordinaten des gemeinsamen Punktes 
y und zweier Punkte x und «’ aus, so folgt 


Pip th Dixy = LY, —T, Yi + Aa, yy, — 24, Y= (ej + hw) Hy, — (a, A ay) y; 


und daher verbindet die Gerade mit den Koordinaten p,;,-4p;, den Punkt y mit 
einem Punkt der Geraden x x’ und umgekehrt. Im iibrigen lift sich die ganze Linien- 
geometrie des S;* allein auf der Ve des S; entwickeln, ohne daf man irgendeine Be- 
trachtung im S# durchfiihrt. Vgl. SkGRH, Sulla geometria della retta e delle sue serie- 
quadratiche. (Mem. Accad. Torino, 36 [2], 1884.) 

10* 
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23. Ein S, schneidet die es in einer Vj, die im S¥ eine sogenannte 
lineare Kongrueng liefert, die zugleich Achse eines Bischels von Komplexen 
ist, die durch die S, durch den S3 gegeben sind. Die beiden Leitlinien 
der Kongruenz, niimlich die beiden Geraden, die von allen Geraden der 
Kongruenz getroffen werden, sind gegeben durch die beiden Schnittpunkte 
des zum S, beztiglich der 28s polaren S, mit derselben. Die S,, die diese 
beiden Punkte mit den Punkten der Ve verbinden, liegen alle auf der Vo Be- 
riihrt der S, die V. in einem Punkt, schneidet er sie also in einer Ves die dort 
einen Doppelpunkt hat und also ein quadratischer Kegel des S, ist, 
so ergibt sich im Seine spezielle lineare Kongruenz, die aus cot Strahlen- 
biischeln (Erzeugende des Kegels) besteht, die alle eine Gerade gemeinsam 
haben, die sogenannte Leitlinie (Scheitel des Kegels), so daS die Ebene 
und das Zentrum jedes Biischels einander in einer Projektivitét entsprechen. 
Das wird bewiesen, indem man beachtet, daB die S, der Vas die dureh 
einen ihrer Punkte gehen, die beiden Systeme einer einfach ausgearteten 
V, sind, die der Schnitt der Vi; mit der Tangentialhyperebene S, in diesem 
Punkt ist. Der Tangentialraum 8S, an die a in diesem Punkt schneidet 
die V. in obiger Ve so, daBb dureh jede Erzeugende derselben je ein S, 
aus jeder Schar der Ve geht, die einander also in einer bestimmten 
Projektivitit entsprechen*®). Bertihrt der S, die Ve in einem S,, so zer- 
fallt die V; in zwei S, durch diesen S, und daher erhilt man im S¥ ein 
Biindel und eine Ebene mit einem gemeinsamen Biischel. 

Kin S, schneidet die Ve in einem Kegelschnitt Ven der im S;* die eine 
Regelschar einer Fliche zweiten Grades gibt, die aus den Achsen der 
speziellen Komplexe eines Netzes linearer Komplexe besteht, das durch 
die «? S, durch den S, gegeben ist. Die andere Regelschar wird durch 
den Schnitt des zum S, polaren S, mit der V5, gegeben. Beriihrt der S, 


. Bs . . . . 4 . . 
die V, in einem Punkte, so ergeben sich im S,* zwei Biischel mit einer 
gemeinsamen Geraden; beriihrt er sie in einem Sj, so ergibt sich im 


S; ein Doppelbiischel. 


24. Zwei lineare Komplexe (ap)=0 und (a’p)=0 sind konjugiert 
oder liegen nach Kurw in Involution, wenn (aa’)=0 ist. Da a und a’ 
die Pole der beiden S, sind, deren Schnitte mit der V; die beiden 
Komplexe definieren, bedeutet diese Gleichung, daB diese beiden S, beztiglich 
der V, konjugiert sind und umgekehrt. 

Es sei Sp ein beliebiger Raum des S; und S4_, sein Polarraum 
beziiglich der V; . Alle Hyperebenen durch den S sind dann allen Hyper- 
ebenen durch den S,_, konjugiert; die ersteren geben co!~™ lineare 
Komplexe, die ein sogenanntes lineares System bilden, die letzteren oo” 


**) Man kann im S, an den Schnitt mit einem beliebigen S, denken u. s. w. 
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Komplexe eines zweiten linearen Systems. Ks ist also jedem linearen 
co™- System von linearen Komplexen ein lineares cot~™-System von linearen 
Komplexen konjugiert, so daj} jeder Komplex des ersten Systems jedem 
Komplex des zweiten konjugiert ist. Ist von zwei konjugierten Komplexen 
der eine speziell, so enthilt der andere seine Achse und umgekehrt; sind 
beide speziell, so miissen sich ihre Achsen schneiden und umgekehrt. Die 
Achsen der speziellen linearen Komplexe eines oo™-Systems liegen daher in 
sdimtlichen linearen Komplexen des konjugierten linearen oo*—™-Systems. und 
die Achsen der speziellen Komplexe des einen Systems treffen die Achsen 
der speziellen Komplexe des anderen Systems. 


25. Die folgende allgemeine Bemerkung verdankt man Kuern"’), 

Wir betrachten eine beliebige Kollineation des S; in sich, die die 
V; in sich transformiert. Die beiden Systeme von SS, der Vi werden 
dabei entweder vertauscht oder nicht; in jedem Falle werden aber zwei 
S2 verschiedener Systeme, die sich in einem S; schneiden, in zwei andere 
mit derselben Eigenschaft tibergefiihrt. Im S3 gibt es infolgedessen zwei 
Arten ein-eindeutiger algebraischer Transformationen, in welehen Punkten 
und Ebenen bzw. Punkte und Ebenen oder aber Ebenen und Punkte 
entsprechen und wobei, wenn erstere inzident sind, auch letztere es sind. 
Diese Transformationen kénnen also nur entweder Kollineationen oder 
Korrelationen sein. Hat man umgekehrt eine Projektivitit des S3* in sich, 
so entsprechen in dieser Geraden wieder Gerade und die Koordinaten 
pi einer Geraden driicken sich linear und homogen durch die Ko- 
ordinaten pj, der entsprechenden Geraden aus (Kapitel III, letzter Absatz 
der Nr. 19). LafSt man in diesen Relationen die p;, und pi, ganz beliebig 
yariieren, so stellen sie eine Projektivitit des S; in sich dar; schrankt 
man diese Variabilitit aber entsprechend der Bedeutung als Linien- 
koordinaten ein, so zeigen die Relationen, daf dabei die Vi in sich 
transformiert wird. Jede Kollineation des S, in sich, die die V;, in sich 
tiberfiihrt, ist somit im $3 cine Kollineation oder eine Korrelation und 
umgekehrt. 

Demgem#8 stellen sich nun im §S,; die vier involutorischen Pro- 
jektivitiiten des S3 (vgl. Kapitel IV, Nr.13 und Kapitel V, Nr. 4) als 
involutorische Kollineationen dar, die die Vi in sich tiberfiihren. Diese 
Kollineationen haben zwei unabhingige Hauptriume S,, und Sym, von 
denen offenbar entweder der eine Polarraum des andern ist oder die 
autopolar sind, also der Vi angehéren. Im zweiten Fall sind es not- 


) KLEIN, Uber Liniengeometrie und metrische Geometric (Math. Ann. 5, 1872 
oder ges. Abh. I, S. 106). Vgl. auch KLEIN, Vergleichende Betrachtungen tiber newere 
geometrische Forschungen, §5 (Erlangen 1872 oder ges. Abh. I, 8. 460): 
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wendigerweise zwei S, der ei aus verschiedenen Systemen und das ist 
im S$} die harmonische Homologie. Im ersten Fall kann m die Werte 0,1 
und 2 haben. 

Der Fall m=O gibt im Ss; eine harmonische Homologie, deren 
Zentrum ein Punkt So und deren Achse die Polarhyperebene Sy von So 
ist. Kin S, der V; trifft den S, in einem §S,, durch welchen auch der ent- 
sprechende Ss geht; die beiden S, miissen also aus verschiedenen Systemen 
sein. Im S3 ergibt sich ein Nullsystem, und zwar das Nullsystem des 
linearen Komplexes, der durch den Sehnitt V; der Vi mit dem S, gegeben 
ist. Bemerkt sei, da8 zwei Punkte A und .A’ der ioe die mit S, auf 
einer Geraden liegen, einander in der gegebenen Homologie entsprechen; 
sie geben im S; zwei Gerade, die einander im Nullsystem entsprechen, 
sogenannte Polargerade beziiglich des Komplexes. Jeder von zwei kon- 
jugierten Komplexen des S;} wird daher durch das Nullsystem des 
anderen in sich iibergefiihrt. 

Ist m=1, so sind S, und S, die polaren Réiume und zwei S, der Fs die 
einander in der inyolutorischen Kollineation entsprechen, haben einen 
einzigen Punkt auf dem S3 gemeinsam und gehéren daher demselben 
System an; im S} ergibt sich daher eine involutorische Kollineation. In 
dieser sind alle Geraden Doppelgerade, die durch die Punkte des Schnittes 
Vv; der Vi mit dem S, gegeben sind. Sie schneiden alle zwei feste Gerade, 
die durch die Schnittpunkte der ie mit dem S, gegeben sind. Im S¥ er- 
erhalten wir also die gescharte Involution. 

Wenn schlieBlich m= 2 ist, wir also zwei polare Sz zu Hauptriumen 
machen, so fiihrt die involutorische Kollineation des S, einen S, der VA 
in einen anderen tiber, der mit ihm im allgemeinen keinen Punkt gemeinsam 
hat. Im S3 erhalten wir also ein Polarsystem, da ja auBerdem alle durch 
die Schnitte Vi der beiden polaren S, mit der V, gegebenen Erzeugenden 
und Leitlinien einer V; Doppelgerade sind. 


26. Wir betrachten ein Polargrundeck der Ve Es ergibt sich dann 
eine Gruppe von 32 involutorischen Transformationen des S; (Kapitel IV, 
Nr. 14), die im S} (vgl. die vorhergehende Nummer) auBer der Identitat 
sechs Nullsysteme, zehn Polarsysteme und fiinfzehn gescharte Involutionen 
liefern. Die zu den sechs Nullsystemen gehorigen sechs linearen Komplexe 
sind zu je zweien konjugiert (in Involution); umgekehrt erhalt man aus 
sechs derartigen linearen Komplexen eine derartige Gruppe. Daraus ergibt 
sich eine bemerkenswerte, von Kier '*) untersuchte Konfiguration. 


**) Zur Theorie der Linienkomplexe des ersten und zweiten Grades (Math. Ann. 2, 
1870 oder ges. Abh. I, S. 53). 
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Beztiglich eines Polargrundeckes liBt sich die Gleichung der Vi in 
der Form 
2 2 2 
(14) @+e,+¢,+48 


schreiben. Es seien 


%=(a%p) @=-0, 15..., 5) 


die Gleichungen der linearen Transformation, die (pp)—0 in (14) tiber- 
fiihrt. Die Gleichungen (a p)=0 geben im §; die Winde des Polar- 
grundeckes und daher im §3 die sechs zu je zweien konjugierten 
linearen Komplexe. Beziiglich sechs solecher Komplexe gibt es also im 
S3 ein neues System von Linienkoordinaten, in welehem die Koordinaten 
x; einer Geraden einer Gleichung der Form (14) gentigen miissen. Die 2; 
heiBen Kzzry’sche Koordinaten. 


27. Wir betrachten wieder eine iy ’ eines py une auf ihr eine 
algebraische Mannigfaltigkeit V" der @ramine nm und der Dimension q*®). 

Ein S,+1 dureh einen S, der V; 9, euthalt noch einen zweiten Si, 80 
daB S, und Sj aus verschiedenen Systemen sind (Nr. 21). Von den » Punkten, 
die der S,, mit der UE gemeinsam hat, wird also eine gewisse Anzahl / 
in den Sy die tibrigen m in den S/ fallen und /+m=n sein. Da wir 
nun, wie wir (Nr. 21) gesehen haben, mittels soleher S,41 zu jedem 8S, 
der V; , gelangen kénnen, so werden sich die beiden Systeme von S, der 
y pemietith der Ve offenbar so verhalten, daf alle S, des einen Systems 
mit ihr 7 Punkte gemeinsam haben und alle S, des anderen Systems m Punkte. 
Deshalb bezeichnen wir die a, weiterhin zweckmibig mit ee 

Es seien nun auf der V5, zwei solche Mannigfaltickeiten ym und 
yer? gegeben, so daB die Galilen J und 1, baw. m und m, demselben 
System von S, der a entsprechen. Proiaieren wir die Ve aus einem 
iver Punkte-P phere osrbphisoh auf einen S,,, so projizieren sich pot 
und eee in zwei Mannigfaltigkeiten Ua ” und Vom des S,, von den 
Ordnangen lm baw. l,m, die im ganzen (J++ m)(,+m,) Punkte 
gemeinsam haben. Von diesen Punkten ae aber nur die, die 
auSerhalb der Fundamentalmannigfaltigkeit Ve, » gelegen sind, gemein- 
samen Punkten von V°” und V“%™, Nun iden diese Mannigfaltig- 
keiten die Hougenteallyyperebene S,, an die Vs in P in zwei Mannig- 


(2m) 


faltigkeiten V se un nd Voce, deren Bilder zwei Mannigfaltickeiten Vy une 


pues de ey _, sind, on ein S_, der ree , hat mit ihnen ebensoviel 


Punkte gemeinsam wie der S=PS,_, mit eee nd ae also mit 
Vora nd ose gemeinsam hat. 


19) In dieser Nummer nehmen wir einige Begriffe vorweg, die im Kapitel IX 
niher entwickelt werden, iibrigens aber einfache Verallgemeinerungen aus dem gewohn- 
lichen Raum sind. 


152 Kapitel VI. 


: . : : ° (im) 
Bezeichnen wir die Anzahl gemeinsamer Punkte zweier V, und 


yes =) : = . sen (1 m) 
ve" einer V,, mit X, die Anzahl gemeinsamer Punkte zweier Vs 
und V“"" einer Vj, mit X)_, u. 8. w., so folgt die Rekursionsformel 

q- 2q-2 q- z 


X, =@U+m) (+m) — X_-1. 
Ge {= (1 -- m) (1, + mx) — Xq-2 
X, =(+m)(h4+m) —Xo. 


Daraus ergibt sich 


und insbesondere 


Infolgedessen ist X,=NX,-»2, also X,= Xi, wenn q ungerade ist und 
X,= Xo, wenn ¢ gerade ist. Nun ist aber Xo die Anzahl beziiglich eae 
2 « sis . ™m, 
V,, also eines Punktepaares, wobei in dem einen Punkt / Punkte der V, 
L ‘ : . 
und 7, Punkte der dae und im anderen beziehungsweise m und m, 


Punkte liegen. Also ist die Anzahl X, der gemeinsamen Punkte von 
r(l m) dy m1) 
yo und. 


Xy=lh+tmm,. 
Aus der letzten Relation folgt das Theorem yon CuasLEs 


X,=lm, tml, 


eine Anzahl, die sich auch direkt bestiitigen la8t, indem man obige Uber- 
legung an der stereographischen Abbildung einer V; des S, durchfiihrt. 
Im allgemeinen ist 
X,=lm-+ml, wenn qg ungerade ist, 
X,=lht+mm, wenn q gerade ist. 

Es sei g=2. Eine V,’” der V; des S, stellt oo? Gerade des S* dar, 
so daB durch jeden Punkt des S;°/ Gerade gehen und in jeder Ebene 
m Gerade liegen (vgl. Nr. 22); diese oo? Geraden bilden eine sogenannte 
Kongruenz (1, m)”°). 

Aus obigem Satz folgt nun, da die Anzahl der gemeinsamen Geraden 
zweier Kongruenzen (/, m) und (1, m,) des gewéhnlichen Raumes gleich 
li,tmm, ist; eine Zahl, die zum erstenmal von Ha.pHen_ berechnet 
wurde”'). | 

*°) Neben den beiden Zahlen 7 und m, die Ordnung und Klasse der Kongruenz 
heifen, betrachtet man zweckmiBig auch ihren Rang, niimlich die Anzahl ihrer Geraden- 
paare, die mit einer allgemeinen Geraden ein Biischel bilden, also die Anzahl der 
Punktepaare der ye die mit einem allgemeinen Punkt der Ve auf einem S, der ve 
selbst liegen. Hiezu und iiberhaupt fiir das Studium der Kongruenzen nach der hier 
angedeuteten Methode vgl. FANo, Studio di aleuni sistemi di rette ... fAnnali di 


Matematiche, 21 (2), 1893], wo sich auch zahlreiche weitere bibliographische Hin- 
weise finden. 


**) Diese Zahl ergibt sich auch als Sonderfall einer Formel von SCHUBERT, die 
ihrerseits wieder in einer allgemeineren Formel von SEVERI enthalten ist: Le coinzidenze 
di una serie algebrica ... (Rend. dei Lincei, 9 (5) 1900], Nr. 2. 
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28. Wir erwihnen -schlieBlich noch die Erzeugung der Vis durch 
korrelative Biinde. 

Zwei Biinde derselben Stufe, mit den Kernen S,-;-1 und S,/_;,-1 seien 
so projektiv aufeinander bezogen, daf den S,-; des einen die S,-; des 
anderen entsprechen. Wir betrachten den Ort der Schnitte S,,-1 der 
S,-x des ersten und der entsprechenden S,-1 des zweiten Bundes. Sind die 
Hyperebenen der beiden Biinde gegeben durch”) 


(15) Ag Uo + Ay + --- | yu, =O und 


(16) ‘ Mo Vo + by 1+ +--+, % =0 


bei variablen Parametern Ao, Ai, .--, Ax; to, br, ---, [z, 80 lassen sich diese 
als Koordinaten der Hyperebenen in den beiden Biinden auffassen (Kapitel II, 
Nr. 4); die obige Projektivit&ét wird also durch eine bilineare Relation 


(17) Mais hs Le =0 
aj 


mit konstanten Koeffizienten a;; (¢, 7 =0, 1, ..., &) gegeben, also eine 
Korrelation sein. Setzen wir in (15) und (16) die Koordinaten eines Punktes 
x des gesuchten Ortes ein und verbinden x mit dem S,-;-1, so erhalten wir 
einen S,-;, dem im anderen Bund ein S,-1 entspricht, der ebenfalls durch 
x geht. Sind nun Wo, ty, ..., Uz die Koordinaten dieses S,-1, so sind die 
ho, Aa, ---» Ax, die (15) geniigen, die Koordinaten der S,-1, die durch jenen 
S,-, hindurehgehen und daher auch die Gleichung (17) befriedigen und 
umgekehrt. Das heifSt aber, daB die linke Seite von (15) der linken Seite 
von (17) in A identisch gleich sein mu. Daraus folgt 


(18) Qu: = dar; 7] (0; 1, eared k); 
j 
daraus und aus (16) ergibt sich durch Elimination von @ und (Mo, by, ..-, ba 
0 Vo Oy) 
Uo doo Co} sai 
Uz Ono --- Ann 
oder 
(19) >) Ai; us; = 0, 


a 
wobei 4;; das algebraische Komplement von aj; in der Determinante | a;x| ist. 
Gentigt umgekehrt ein Punkt x mit seinen Koordinaten dieser Gleichung, 
so bestehen (16) und (18) und daher liegt « auf der Hyperebene (16) 
und auf allen jenen Hyperebenen (15), die dieser wegen (17) entsprechen. 


2) Die Groen w und v sind die linken Seiten der Gleichungen irgend welcher 
Hyperebenen. [D.] 
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Man erkennt, daB der gesuchte Ort eine ies ist, die wegen der Symmetrie 
von (19) beziiglich w und v zugleich der Ort der Schnittriéume S,-x-1 
der S,-; des zweiten Bundes mit den entsprechenden S,-; des ersten 
Bundes ist. 

Setzt man die partiellen Ableitungen der linken Seite von (19) 
beztiglich der laufenden Koordinaten gleich Null, so ergeben sich r+-1 
lineare homogene Gleichungen in den 2k+2 Griben w und v, die im 
allgemeinen (d.h. wenn die Koeffizienten in w und v allgemein gewahlt 
sind) r+-1 Hyperebenen liefern, die keinen Punkt gemeinsam haben, 
wenn 2k1-2>r7-+-1, so daS in diesem Falle (vgl. Nr. 5) die ete nicht 
ausgeartet ist. Jedoch ist sie notwendig (7 —2k—1)-fach ausgeartet, aber 
im allgemeinen nicht stirker, wenn 2/+-2<7r-+ 1 ist, da unsere Gleichungen 
dann durch die Koordinaten der Punkte eines S,—2;~-2 befriedigt werden, 
der der Schnittraum der Kerne S,-;-; und S;-;-1 der beiden Biinde ist. 
Die Bedingung 2k4+2>r-+1 oderr—b—1< =. damit die V2, (19) 
nicht ausgeartet sei, ist tibrigens ziemlich selbstverstiindlich, da die beiden 
Kerne S_, _, und S’_, , wegen der Beziehung der Nr. 14 der Vm offen- 
bar angehoren. 

Dai umgekehrt jede beliebige ae, durch korrelative Biinde erzeugbar 
ist, folgt unmittelbar aus Nr. 8, da ja jede beliebige h-fach oder nicht 
ausgeartete Ves auf diese Art erzeugbar ist, wenn dies nur bei einer 
einzigen gleich vielfach oder nicht ausgearteten V., der Fall ist®*). 


a 


*) Hinzugefiigt sei, daB sowohl die Kerne der beiden Biinde als auch die Korrelation 
zwischen ihnen auf unendlich viele Arten angenommen werden kénnen. Vgl. DA PORTO, 
Sulla generazione per stelle reziproche ... (Giornale di Matematiche, 6 (2), 1899). Fiir 
den S, hat Scour in der Note Uber die Erzeugung der Flichen zweiten Grades durch 
korrelative Biindel (HEINRICH WEBER- Festschrift, 1912) nach Methoden ScHROTER’s 
und R. SrurM’s auf synthetischem und analytischem Weg gezeigt, da® bei gegebenen 
Zentren der beiden Biindel co* Korrelationen existieren, die zur selben Ve fiihren und 
die sich auf folgende einfache Art aus einem Biischel von Nullsystemen ergeben. 

Es seien S und S’ die beiden Zentren auf der Fliiche zweiten Grades Q. Ist s 
die Polare der Geraden SS” beziiglich Q, so bétrachten wir ein Nullsystem, in dem s 
und SS” gleichfalls Polaren sind. Lassen wir nun irgend einem Strahl SP die Ebene 
entsprechen, die durch S’ und jene Gerade geht, die der Schnitt der beiden Polarebenen 
von P beziiglich Y und beziiglich des Nullsystems ist, so ergibt sich eine Q er- 
zeugende Korrelation zwischen den beiden Biindeln. Ist das Nullsystem singuliir und 
gehdrt es zu dem speziellen Komplex mit der Achse s, so ist die Korrelation so 
beschaffen, daf jede Ebene a durch s eine Gerade und ihre entsprechende Ebene 
beziehungsweise in einem Punkt und in einer Geraden schneidet, die beziiglich des 
Schnittes von Q mit der Ebene o Pol und Polare sind. 


KAPITEL VII. 


Biischel von V.... 


1. Es seien im Raum S, durch die Gleichungen 


(1) _ Gin i te=0, Vain Ct, 0 
tk tk 

zwei Hyperflichen zweiter Ordnung / und @ gegeben. Wir betrachten 
die aus der Gesamtheit ihrer gemeinsamen Punkte bestehende Mannig- 
faltigkeit von »—2 Dimensionen, also ihre Schnittmannigfaltigkeit. Diese 
hat mit einem allgemeinen S2 des S, vier Punkte gemeinsam, niimlich die 
vier Schnittpunkte der beiden Kegelschnitte, in denen der S2 die beiden 
Vitis: schneidet. Sie heiBt deshalb von vierter Ordnung und wird mit oe 
bezeichnet. Es ist klar, da8 diese Mannigfaltigkeit auBer f und @ auch 
allen aa gemeinsam ist, die sich aus der Gleichung 


(2) Vain +h ain) xi a = 0 
tk 

durch Variation yon A ergeben und von denen man also sagt, daf sie 
ein Biischel bilden, dessen Basis die Ve ist. Man beachte wohl, dab 
die Vk dadurch charakterisiert ist, daB sie der Schnitt zweier Ve 
oder Basis eines Biischels von Ve ist, nicht aber bloB dadurch, daB 
sie von vierter Ordnung ist, eine Eigenschaft, die auch anderen Mannig- 
faltigkeiten von r—2 Dimensionen zukommt. 

Bemerkt sei, daS man zur Bestimmung eines Biischels zwei beliebige 
Ves desselben nehmen kann, wie man mittels einer linearen Transformation 
des Parameters A sofort erkennt. 


2. Nach einem Satz von Werersrrass') ist die notwendige und hin- 
reichende Bedingung, damit sich ein Paar quadratischer Formen 2aj;, a; a 


und Yaj,x; 2, mittels einer linearen Substitution von nicht verschwindender 
Determinante in ein anderes Paar quadratischer Formen 20;,a; 2, und 


*) Berl. Monatsberichte 1868, oder ges. Werke, Bd. 1; vgl. auch MUTH [zitiert in 
Kapitel IV, Anmerkung *°)], § 9. 
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Db), a; x, transformieren laiBt, die Gleichheit der Elementarteiler der beiden 
Determinanten | a;,—0 a/,| und | b;,—e@ bf; |. Das ist also auch die Bedingung, 
damit die beiden Paare yon Vacs deren Gleichungen sich beziehungs- 
weise durch Nullsetzen obiger quadratischer Formen ergeben, mittels 
projektiver Transformationen ineinander tibergefiihrt werden kénnen”). 
Andererseits driickt die Gleichheit der Elementarteiler der beiden De- 
terminanten auch die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir aus 
(Kapitel IV), daB die Kollineation 

(3) \) 451, = Vasu Xk (i=0,..., 7), 


— 
k 


k 
: inte ae : . 72 : 
die das Produkt der Polaritiiten beziiglich der beiden ersten V_, ist, pro- 
jektiv identisch ist mit der Kollineation 


aly / ae i 
V bin te), Din wh (¢==0, wal 1), 
k k 


die das Produkt der Polaritiiten beziiglich der beiden anderen gare ist. 
Notwendig und hinreichend, damit sich zwei Hyperflichen zweiten Grades 
Ff und @ projektiv in zwei andere J" und 9’ transformieren lassen, ist also, 
dap die Kollineation, die das Produkt der Polaritdten beziiglich f und @ ist, 
projektiv identisch ist mit der Kollineation, die das Produkt der Polaritdten 


beziiglich f/ und ¢’ ist*). 


3. Die projektiven Kigenschaften des Systems zweier Vee mit den 
Gleichungen (1) sind also bestimmt durch die projektiven Eigenschaften 
der Kollineation (3) und werden also durch die Charakteristik und die 
absoluten Invarianten derselben gekennzeichnet, die wir infolgedessen auch 
Charakteristik und absolute Invarianten des Systems der zwei Vie oder ihres 
Biischels oder auch der Basis View nennen. 

Da die charakteristische Determinante D(0)=|a:,—0ai,| der Kol- 
lineation (3) fiir g=—A die Diskriminante der Virus (2) des Biischels 
wird, geben die Wurzeln von 0’, 0’, ..., 0” von D(Q)=0 die ausgearteten 
Ve _ des Biischels; die Hauptrdume der Kollineation (3) sind gerade die Doppel- 
rdume der ausgearteten (a , Daraus folgt unmittelbar, dai die absoluten 
Invarianten die Doppelverhilinisse sind, die im Biischel (2) von St, © und 


1 


*) WEIERSTRASS schlieBft den Fall aus, daS die beiden Determinanten identisch 
verschwinden, In unserer Anwendung seines Satzes haben wir also den Fall eines 
Biischels von lauter ausgearteten Ve gleichfalls auszuschlieBen, den wir dann fiir 
sich betrachten werden. Auch f und @ wollen wir als nicht ausgeartet voraussetzen; 
das ist keine wesentliche Einschrinkung, wie sich analog wie in Kapitel IV, Nr. 24, 
zeigen liSt. Dann ist auch die Kollineation (3) nicht singuliir. 


*) Ein algebraisch-geometrischer Beweis des Satzes findet sich in der Kapitel Vv, 
Anmerkung *') zitierten Arbeit von 8. MEDICI. 
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den m ausgearteten ay gebildet werden; davon sind m—1 unabhingig. 

Handelt es sich jedoch bloB um die projektive Transformation eines 
Biischels in ein anderes mit der einzigen Bedingung, daB eine Hyper- 
fliche / des einen in eine bestimmte Hyperfliiche /’ des anderen  iiber- 
gefiihrt wird, also um eine projektive Transformation yon f und einer 
ee auf f in f” und eine andere View auf /’, so reduziert sich die 
Anzahl der unabhingigen absoluten Invarianten offenbar auf m— 2 baw. 
auf Null, wenn m<2 ist. Sie reduziert sich weiter auf m—3 bzw. auf 
Null, wenn m <3 ist, falls wir bloB eine projektive Transformation eines 
Biischels in-ein anderes Biischel oder einer V"_, in eine andere V._, 


betrachten, wobei jedoch immer die Charakteristik ungeindert bleibt. 


4. Uber das System zweier Hyperfliichen zweiter Klasse lassen sich den 
obigen duale Betrachtungen anstellen, wobei das zum Biischel duale Gebilde 
die Schar ist. Da (Kapitel IV, Nr. 20) jede Kollineation zu ihrer inversen 
korrelatiy oder dual ist, folgt, daB die Charakteristik und die absoluten 
Invarianten zweier Hyperflichen zweiter Klasse auch die der beiden an- 
haftenden Hyperflichen zweiter Ordnung sind, die wir nur miteinander zu 
vertauschen haben. Die ausgearteten Vo des Biischels und der Schar mit 
gleichen charakteristischen Gruppen entsprechen einander in einer Pro- 
jektivitiit (Korrelation), die auch die beiden V*_, einander so zuordnet, 


c—% 
daB die eine der an der anderen haftenden entspricht. 


5. Die Gleichung der Polarhyperebene eines Punktes 2 beziiglich der 

Hyperfliche (2) 
2 (ain-+ hat) Line, =O 

zeigt, daB die Polarhyperebenen eines Punktes beziiglich der Vie emes 
beliebigen Biischels, sofern sie nicht zusammenfallen, ein zweites, zu dem 
ersten projektives Biischel bilden. Die Achse S,—2 dieses Hyperebenenbiischels 
pflegt man Polare des Punktes beziiglich des Biischels oder beziiglich der 
bes, zu nennen. Durch Variation des Punktes ergeben sich weitere unter- 
einander projektive Ebenenbiischel. Duale Uberlegungen gelten fiir eine 
Schar von Ve 

Insbesondere bilden die Polarhyperebenen eines Punktes beziiglich / 
und @~ und die Hyperebenen, die aus ihrem Schnitt die m Doppelraume 
der ausgearteten Vi, des Biischels projizieren, ein Biischel von m 4-2 
Hyperebenen, das sich selbst projektiv bleibt, wenn wir den Punkt variieren 
lassen. Die Doppelverhiltnisse, die sich zwischen diesen m-+-2 Hyper- 
ebenen bilden lassen, sind die absoluten Invarianten. Betrachten wir 
korrelatiy die anhaftenden Hyperflichen zweiter Klasse, so ergeben sich 


158 Kapitel VII. 


projektive Punktreihen yon m-+2 Punkten, die (Nr. 4) gleichfalls die 
absoluten Invarianten geben, so da8 diese Punktreihen also auch den 
obigen Biischeln projektiv sind, was tibrigens ohne weiteres aus Kapitel IV, 
Nr. 6 folgt. 

Die Doppelpunkte und Doppelhyperebenen der Kollineation, die das 
Produkt der Polaritiiten beziiglich f und @ ist, also (Nr. 3) die Doppel- 
punkte der Vers ihres Biischels und die Doppelhyperebenen der V,_, 
ihrer Schar, sind die Punkte und Hyperebenen, die ein und dieselbe Polar- 
hyperebene beziiglich aller Vas des Biischels bzw. ein und denselben Pol 
beziiglich alier Vii der Schar haben und umgekehrt. Die Beziehung ist 
evident, wenn man nur bemerkt, daB die Polarhyperebenen eines Punktes 2 
beziiglich aller Ve , des Biischels zusammenfallen, wenn die Polarhyper- 


ebenen beziiglich zweier, etwa / und ~ zusammenfallen; Ws ie ja dann 


: 
die Ableitungen eae =) dix. 2. proportional den Ableitungen — ase =) Ut Be 


0 2; 


<i 
Analoges gilt korrelativ. 
Von nun an unterlassen wir es, jeweils den dualen oder korrelativen 
Satz eigens auszusprechen. 


6. Wir sagen, daf das System der beiden Vets oder das durch sie 
bestimmte Biischel © oder auch die Basis Ve » von erster oder zweiter 
Art ist, je nachdem die Kollineation , das Produkt der Polarititen 
beziiglich der beiden verte regulir oder partikulir ist. Ist letzteres der 
Fall, so laft sich m als Grenzfall einer reguliiren Kollineation ’ mit 
denselben Hauptriumen ansehen (Kapitel IV, Nr. 15). Schreiben wir die 
Gleichungen der letzteren in der kanonischen Form 


Lj = Ai Yi (i =0, jee! r) 


so folgt unmittelbar, daf sie sich auf unendlich viele Arten als Produkt 
zweier nicht ausgearteter Polarititen ansehen lift, die durch Gleichungen 
von der Form : 
i= Ys &, EV; Yi 
gegeben sind, wenn wir nur die Bedingung 

Oj = Wi Vi 


hinzufiigen. Geben wir etwa die erste Polaritiit vor, so ist die zweite linear 
bestimmt. Wir beziehen uns nun auf ein allgemeines Grundeck, so da8 
unter obiger Annahme die Koeffizienten der zweiten Polaritit linear yon 
jenen der Kollineation ’ abhiingen, und lassen o’ nach  konyergieren. 
Das System der beiden Polaritéiten konvergiert dann, indem sich die zweite 
mit o’ indert, gegen ein System, das wegen Nr. 2 in das gegebene projektiv 
transformierbar ist, oder bereits dieses System selbst ist. Hin System eweier 
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ee , “weiter Art kann also immer, hichstens von einer Projektivitdt ab- 
gesehen, als Grenzfall eines Systems erster Art angesehen werden. Die Doppel- 
riume der es , des Biischels sind einfach oder mehrfach; letztere entstehen 
dadurch, daf® zwei oder mehrere einfache Doppeiriume der Reihe nach 
ineinanderfallen. In einem Biischel erster Art sind alle Doppelriume ‘ein- 
fach, in einem Biischel zweiter Art ist aber mindestens ein Doppelraum 
mehrfach. Die Charakteristik eines Biischels erhilt dadurch eine ganz 
klare geometrische Bedeutung. 

Unsere obige Uberlegung liefert noch folgenden Satz: Jede reguliire 
oder partikuldre Kollineation lait sich als Produkt der Polaritdten beziiglich 
a Vi_, ansehen. Infolgedessen gibt es immer ein System von zwei 
Ve oon bow. ein durch sie bestinumtes Biischel ® oder eine Basismannig faltig- 


heit Vs 9 Wenn Charakteristik und absolute Invarianten beliebig vorgegeben sind. 


7. Ist das Biischel ® von erster Art und sind Sy-1, Sy—41, ---, Spo -1 
die Hauptriiume von und Sy_4, 2)”-4, ..., 2-1 die konjugierten Haupt- 
biinde, so miissen offenbar die Polarhyperebenen der Punkte etwa des Sy-1 
beziiglich der re: you ®. dureli S.o.,, «-«, 8,@-., bindurchgehen, «da 
diese Raiume Doppelriume fiir einige Vee sind; diese Hyperebenen ge- 
héren also alle dem Bund %,’-; an. Diese Beziehung bleibt im Grenz- 
tibergang zu partikuliren Kollineationen erhalten. Hin Rawm S,@-1, der 
also Doppelraum einer V i von © ist, und seine in w honjugierte Haupt- 
achse, die die tibrigen Doppelrdume enthdlt, sind also polare Réume beziiglich 
jeder Vika des Biischels ®. 

Bei einem Biischel ® von erster Art existieren Polargrundecke, die 
allen seinen ane gemeinsam sind. Um ein solches zu erhalten, nehmen wir 
h’ mu je zweien konjugierte Punkte des S)~1; solche Punkte bekommen wir, 
wenn wir zuerst einen beliebigen Punkt wahlen, dann einen zweiten im 
Sehnitt S,~2 der Polarhyperebene des ersten mit dem S;-1, dann einen 
dritten im Sehnitt S,—3 der Polarhyperebene des zweiten mit dem S;’-2 
u. s.w.; dann nehmen wir h”’ ebensolche Punkte im S),”-1; ...; schlieBlich 
h) dolohe Punkte im S$, ~;. Das sind gerade r + 1 unabhingige und wegen 
der letzten Beziehung simtlich zu je zweien konjugierte Punkte. Da sich auf 
diese Art alle Polargrundecke ergeben, folgt ohneweiters aus der Bemerkung, 
daB die Ecken eines solehen den Riumen S,@-, angehéren miissen, da 
sie beziiglich aller Ve _, von ® dieselben Polarhyperebenen haben. Sind 
in © nur von erster Art ausgeartete gs _, enthalten, so gibt es nur ein 
einziges Polargrundeck *). 

Die Gleichung eines Bitischels ® von erster Art la$t sich auf die 
Form einer Summe von Quadraten der Koordinaten bringen (kanonische 


4) Seine Ecken sind dann gerade die Doppelpunkte der 7 -}-1 singuliren Bak , 1D] 
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Form). Jedes Polargrundeck bestimmt ferner eine Gruppe von 2” Trans- 
: ae ee eh esis 
formationen des Biischels ® oder der Basis V,_, in sich (Kapitel IV, Nr. 14). 


8. a Punkt einer Ye _, heiBt Doppelpunkt derselben, wenn ein allge- 


. . oe "7p. 5 
meiner S, durch ihn die V. _» dortin zwei zosammenfallenden Punkten trifft°). 
ee wir uns mers auf V. _, von erster Art, 80 bemerken wir, 
daB ein Doppelpunkt S, einer einfach ausgearteten V~ pe ® auBerhalb 


seiner Polarhyperebene find daher auch auferhalb der vs » liegt, die ja 
der Ort der Punkte ist, die beziiglich zweier und somit eforats) aller 
ae. von © sich selbst konjugiert sind. Ein Doppelraum S,,_, (/’> 1) einer 
h’-fach ausgearteten Vex wird jedoch von den Polarhyperebenen seiner 
Punkte, die dem in » konjugierten Bund >,—~; angehéren, in Raumen 
Syv—»2 geschnitten. Diese entsprechen den Punkten des Sj; in einer nicht 
singuliiren Polaritiit (Kapitel VI, Nr. 1), da ja der Kern S,—; des Bundes 
Xy-1 den S,-1 nicht trifft, weshalb nicht alle S,-2 durch denselben Raum 
gehen. Die V,,_, inzidenter Elemente dieser Polaritit ist also nicht aus- 
geartet und liegt ganz auf der Vary da sie ja durchwegs aus Punkten 
besteht, die beziiglich siimtlicher Vase von ® sich selbst konjugiert sind. Ferner 
sind alle ihre Punkte Doppelpunkte der ie. » da ein S, durch einen 
Punkt der Vega die h‘-fach ausgeartete ie von ® in zwei Geraden 
schneidet, die einander in diesem Punkt treffen; eine andere Ves von ® 
schneidet der Sz jedoch in einem Kegelschnitt durch ebendenselben Punkt, 
der somit zwei der vier Schnittpunkte absorbiert. Besitzt die Vas umge- 
kehrt einen Doppelpunkt P, so erhalten wir durch Projektion aus diesem 
eine V1, die von einem allgemeinen S; des S, in zwei Punkten getroffen 
wird, da der S:= PS; nach Vorausssetzung bloB zwei Projektionsstrahlen 
enthalt. Unsere V.—1 ist also von zweiter Ordnung, gehdrt dem Biischel 
® an und hat in P einen Doppelpunkt®). Daher sind die Doppelpunkte einer 
Vous erster Art Punkte Cee nicht aus Naa, Ve 9 die die Schnitte der 
Doppelrdume 8, _, Us 1) der ausgeartetenV._, des Biischels ® mit anderen 
Vow von © sind. 

Da zwei Punkte, die beziehungsweise zwei solchen Doppelmannig- 
faltigkeiten Ve @- , der Vie , angehoren, beziiglich aller Ven von ® zu- 
einander konjugiert sind und auf den Ves selbst hegen,. folgt noch 
(Kapitel VI, Nr. 2), daB die S,, die die Punkte einer Doppel- Ve @_, mat den 
Punkten einer anderen Doppel-V, @)_» verbinden, auf der Ve, legen. 


5) Vgl. Kapitel IX, Nr. 3. 


uh Das folgt aus dete letzten Satz von Kapitel IX, Nr. 11 sowie daraus, da8 
jede a , durch die Basis ve Re: Biischel ® sig SURE Die Fyborache des Biischels 
® dur ch eond einen Punkt der ia , auberhalb der Vom , mus ja mit der uae , Zusammen- 
fallen (vgl. Kapitel VIII, Nr. 7). 
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Tangente einer Ve in einem ihrer Punkte ist ein S,, der diesen 
Punkt mit einem unendlich benachbarten Punkt der Ven verbindet und 
daher gemeinsame Tangente aller Vex des Biischels ® ist. Es folgt, 
daf§ der Ort der Tangenten an die ates in einem allgemeinen Punkt 
derselben der S,-2 ist, der allen Polar- (Tangential-) Hyperebenen des 
Punktes gemeinsam ist, also (Nr. 5) der Polar- (Tangential-) Raum S,-2 
des Punktes beziiglich aller ve von ® ist. Die Tangenten an die Ves in 
einem Doppelpunkt P derselben miissen jedoch sowohl in dem S,-1, der 
in P alle cee von ® beriihrt, als auch in der VaR von ® liegen, die P 
zum Doppelpunkt hat und umgekehrt. Diese Tangenten bilden dann also 
eine einfach oder mehrfach ausgeartete Ves. mit Pals Doppelpunkt, die 
der Schnitt des S., mit der ausgearteten Vie des Biischels ist’). 

Bemerkt sei noch, daf eine Vea von ® mit einem Doppelraum S__, in 
zwei S_, zerfallt; demgemaS zerfallt auch die Vou in die zwei Schnitte Site 
dieser beiden S._, mit einer anderen V._, des Biischels. Gibt es im Biischel 
aber eine V. , mit einer Doppelhyperebene S,_,, so besteht diese V_, aus 
dem doppelt zu nehmenden S_, und die Vs, aus zwei zusammen- 
fallenden Ve x 

9. Wir gehen nun an den Fall eines Biischels ® zweiter Art, in 
welchem (Nr. 6) mindestens ein mehrfacher Doppelraum vorhanden sein 
mu. Die Charakteristik des Biischels oder der Vows erster Art, dessen 
Grenzfall wir vor uns haben, sei 


(ee 1” aes GE BRO co Sas ey | eg ea 


Wir wollen zuerst annehmen, da der S,,-1 in den S,-1 fallt. Das 
bedeutet, da8 der Polarraum S,-;, von Sy—1 beziiglich aller ews von ®, der 
die in zum S,—1 konjugierte Hauptachse ist, den S,--; im S,,—-1 sehneidet. 
Daher beriihren S,_, und S_,, die a im §,,-; (Kapitel VI, Nr. 14). 
Ist h’=h{, so gehort der S,,_, nicht nur der V, ma an, sondern besteht wegen 
einer thnlichen Uberlegung wie in Nr. 8 aus lauter Doppelpunkten der- 
selben, so daS fiir h’>1 die Ve des allgemeinen Falles unbestimmt wird. 
Ist jedoch h’> Hi, so ist die V;,_, ausgeartet mit einem Doppelraum par 
Um nun den Effekt weiterer Inzidenzen zu beurteilen, betrachten 
wir die entsprechenden Vorgiinge im S,-7'; doch wollen wir vorher eine 
Bemerkung allgemeiner Natur machen, auf die wir uns auch im folgenden 
beziehen werden. Wenn der S,-1 in den S,-1 fiallt, so mtissen die beiden 
ausgearteten Ves, von ® mit diesen Doppelriiumen in eine einzige Vere 
zusammenfallen, die wir mit Q bezeichnen wollen*); denn andernfalls 


") Dieser Satz gilt ganz allgemein (vgl. Kapitel IX, Nr. 12). 


*) Im Falle h; << h’ muB daher die erste Vee Ofter als hi -fach ausgeartet scin. 


Bertini, Geometrie. ileal 
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bestiinde das Biischel ® gegen die Voraussetzung aus lauter ausgearteten 
Visas Der S_,, schneidet dann das Biischel ® in einem Biischel von 
lauter ausgearteten Tee, die alle den S,,_, zum Doppelraum haben 
und unter denen von der Art hi +h3, hiths, ..., Aithp, M+R, 
ausgeartete Mannigfaltigkeiten vorkommen. Die y*_jvon ®, die etwa den 
Doppelraum S);-1 hat, wird ja vom S,—7 in einem vom Sy-1 unabhingigen 
Sy-1 und daher in ihrem Verbindungsraum S);4.-1 beriihrt. Diesem Biischel 
gehort ferner die Vast mit dem Doppelraum S,,_, an, die der Schnitt des S__,, 
mit der Mannigfaltigkeit Q ist. In der Geometrie des Bundes des S,—, mit dem 
Kern S,,_, ist die zuletet erwthnte Bakes nicht ausgeartet, wihrend die 
anderen beziehungsweise hi-, h3-, ...,hp-, h'’-, ...,-fach ausgeartet sind”). Da die 
Doppelriume derselben wegen h3+-h54----+hp-h" +... =r—hW’—h+1 
(vgl. Kapitel IV, Nr. 2) alle einfach sind, folgt noch, daB das Biischel der 
V- in der Geometrie des obigen Bundes von erster Art ist. 


r—h'—1 
Nes Y * Pee . 2 . 
Fallt nun der S,_, in den S,,_,, so fallt die V,_, von ® mit dem 


hy -1 1 
Doppelraum S,-1 aus demselben Grunde wie oben angegeben in die 


Mannigfaltigkeit Q; der (hi -+-h3)-fach ausgeartete Schnitt von Y mit dem 


. : . 2 ; : ss 
S _,, geht also in die obige V,_,,_, tiber, so daB im Biischel des Bundes 
. 72 ee os 
Syt1 des S,_,, diese V,__, gerade hi-fach ausartet, wahrend das Biischel 


selbst von erster Art bleibt’). 

Fallt jetzt weiter der S,, in den S,_,, so fallt auch die Van 
mit diesem Doppelraum in Q, und infolgedessen fallt der (h{ + h3)-fach 
ausgeartete Schnitt dieser Mannigfaltigkeit mit dem S,-, in die oben 
betrachtete yt vy Das Biischel im obigen Bunde wird von zweiter Art, 
da in der V. ce x1 2wei bezichungsweise hi- und hi-fach ausgeartete Mannig- 
Jaltigkeiten desselben zusammenfallen. Mit anderen Worten: Wihrend die 
Charakteristik yon ® jetzt 
Nhe iey Wen Lela = Ly tha Sb Mi Vee een el ee 


ist, wird die Charakteristik des zweiten Biischels oder seines Schnittes 
mit einem S,-7-1, [vgl. Anmerkung °)| 


(4) iia wig ie hs neers Te ides Ty ge a beeen 


Damit haben wir auch eine Vorstellung von den Vorgingen bei 
weiteren Inzidenzen: fallt im Biischel ® der Doppelraum S,;-1 in den 


*) Deutlicher werden diese Verhiiltnisse, wenn man mit einem vom Sy, unab- 


hingigen S,_,-_,, des S._,, schneidet. ; 

*) Ist » —h’'—1=h,—1, so reduziert sich das Biischel auf den zweimal zu 
nehmenden S,,_,. Wegen r —h'+-1=h,-+-1 (Kapitel IV, Nr. 2) gibt es im Sucka 
einen einzigen Doppelpunkt; die Vie mit diesem Doppelpunkt enthdlt also den 
ganzen S,_y, und wenn der Sjy_, == Sp in den S,,_, fillt, so fallt der S 


ppl im dre 
Mannigfaltigkeit Q. 
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Sy-1, 80 gentigt es, bei der Charakteristik (4) dieselben Uberlegungen 
durchzufiihren wie oben, wo der Sy-1 in den S,j-1 fiel*’) u.s. w., bis 
alle p in den S,-1 fallenden Riume erledigt sind, worauf man das- 
Selbe fiir die iibrigen mehrfachen Riume zu wiederholen hat. 


10. Als Beispiel zihlen wir die simtlichen miglichen Fille eines 
Flichenbiischels zweiter Ordnung ® oder seiner Basis Ve des S, auf. 

Die Biischel ® von erster Art haben (Kapitel IV, Nr. 27) die 
Charakteristiken [0000], [100], [11], [20]'*) und Eigenschaften, die sich 
unmittelbar aus Nr. 8 ergeben. Im ersten Falle existieren vier quadratische 
Kegel, deren Scheitel auBerhalb der Ve liegen; die letztere hat in diesem 
und nur in diesem Falle eine absolute Invariante**). Im zweiten Falle 
gibt es in © eine in zwei Ebenen zerfallende Fliche; demgema8 besteht 
die iG aus zwei Kegelschnitten, die zwei Punkte gemeinsam haben und 
durch die zwei quadratische Kegel gehen. Im dritten Falle gibt es in ® 
zwei in zwei Ebenen zerfallende Flaichen, die ee hat infolgedessen vier 
Doppelpunkte und besteht aus vier Geraden? Im vierten Falle ist die i 
schlieBlich ein doppelt zu zihlender Kegelschnitt; die Flichen des Biischels 
beriihren sich in ihm. 

Auf Biischel ® von zweiter Art haben wir die Uberlegungen der 
Nr. 9 anzuwenden. Aus dem ersten Fall der ersten Art entstehen vier 
verschiedene Fille. Im Falle [(00)00] hat die V; einen Doppelpunkt P 
mit verschiedenen Tangenten; diese werden von der allen Flichen von 
® gemeinsamen Tangentialebene in P aus dem Kegel von ® ausgeschnitten, 
dessen Scheitel in P liegt. Durch die ie gehen noch zwei weitere Kegel. 
Der Fall [(00) (00)] ist der einer Vj mit zwei verschiedenen Doppelpunkten, 
deren Verbindungsgerade der Ss angehirt; diese zerfallt daher in diese 
Gerade und in eine V; durch die beiden Punkte. Der Fall [(000) 0] gibt 
eine Ve mit einem Doppelpunkt P; wegen der obigen Beziehung, da der 
Schnitt der Tangentialebene in P mit dem Kegel, dessen Scheitel P ist, 


ausartet, fallen die Tangenten der V; im Doppelpunkt zusammen, so daB 


“) Die Tatsache, daB (h,—1, h,—1) die erste charakteristische Gruppe von 
(4) ist, driickt wegen des zu Beginn dieser Nummer Gesagten aus, daB im Falle hy = hg 


das Biischel des S._,, einen Sj,,,,_, von Doppelpunkten seiner Basis enthilt; dieser 

5 5 ‘ dems 5 1 , : Been A 

Scen—1 gehort somit der V_, an. Im Falle h, >h, ergibt sich im S_,, bloB eine 
2 4 ; 

Vigen—g Gt Vio 


7) In der SEGRE’schen Bezeichnungsweise: 
IT ea AD Ct, (C11) 1). 
18) Niimlich das Doppelverhiltnis der vier Tangentialebenen durch eine Sehne 
der Vi, das von der Lage der Sehne unabhingig ist. [D.] 
iG 
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P eine Spitze der V; ist. Durch P geht nur ein weiterer quadratischer 
Kegel. Im Falle |(0000)|, der ein Sonderfall des vorhergehenden ist, gehort 
die Spitzentangente der V, [vgl. ™)| an, sie zerfillt daher in diesé Gerade 
und in eine V;, die von der Geraden beriihrt wird”). 

Aus dem zweiten Fall der ersten Art ergeben sich hier drei 

Fille: {(10) 0], [1(00)] und [(100)]. Von diesen gibt der erste eine aus 
zwei einander beriihrenden Kegelschnitten bestehende ag durch die ein 
einziger weiterer Kegel geht. Der dritte Fall liefert eine Va} die in einen 
Kegelschnitt und zwei, auf ihm sich schneidende Gerade zerfallt; die Polar- 
gerade der Doppelgeraden der Fliiche Q muB ja in der Grenze auf dieser 
liegen |[vgl. '°)|, d. h. auf einer der beiden Ebenen, aus denen @ besteht. 
Da diese Ebene zwei sich schneidende Polargerade enthilt, ist sie Tangential- 
ebene aller Flichen yon ® im Schnittpunkt der beiden Geraden. Der 
Fall mit der Charakteristik {1 (00)] gibt schlieBlich eine V}, die aus einem 
Kegelschnitt und zwei Geraden besteht, die den Kegelschnitt und auBerhalb 
desselben sich selbst schneiden”’). 
Aus dem dritten Fall der ersten Art ergibt sich nur die eine Méglich- 
keit {(11)|. Die V; enthilt dann eine doppelt zahlende Gerade, lings 
welcher sich die Flichen des Biischels beriihren (d. h. sie haben in allen 
Punkten der Geraden dieselben Tangentialebenen); sie schneiden sich daher 
noch in zwei weiteren Geraden, die dem anderen System von Erzeugenden 
angehéren und die die V; vervyollstindigen. 

Aus dem vierten Fall der ersten Art folgt schlieflich die Charakteristik 
[((20)|. Der Schnitt der Doppelebene mit den Fliichen yon ® mu8 also aus 
zwei Geraden verschiedener Systeme bestehen, lings welcher sich die 
Flaichen beriihren und die, doppelt gezililt, die V; bilden?). 

\ 

11. Wie: viele Hyperflichen sind in einem Biischel ® des S, ent- 
halten, die einen allgemeinen 8, etgentlich, d.h. in einfachen Punkten 
beriihren ? 

Wir wollen annehmen, daf das Biischel ® yon erster Art sei und 
die Charakteristik 

We SAB Ih eer ema os | 


**) In der Schreibweise von SEGRE sind es die vier Fille 
[211], [22], [31], [4]. 


**) Die drei Fiille sind in der SEGRE’schen Schreibweise 


(21) 1], (14) 2}, [(81)]. 


*®) Diese beiden letzten Fille sind nach SEGRE 
[(22)] und [(211)]. 
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habe, wobei t=>1 und 
Prema le a Sad OF cag), 


aber 


Peer = SA StS) 


ist. Der S, schneidet ® in einem Biischel, das gleichfalls von erster Art 
ist; denn er schneidet die Doppelraume S;,-1 von ® in Réiumen S;,-14m-> 
und die Vii, -2 der S;,-1, die wohl bestimmt und nicht ausgeartet sind 
(Nr. 8) und aus Doppelpunkten der V"_, bestehen, in Mannigfaltigkeiten, 
die gleichfalls weder unbestimmt noch ausgeartet sind, sofern der S,, allgemein 
ist. Wegen der Nr. 9 kiénnen dann die S;,-1+m-, keine mehrfachen Doppel- 
riiume des Biischels im S,, sein. Derselben Uberlegung zufolge beriihrt der S,, 
die Vig yon ® in Punkten, die nicht auf der Ve liegen. Die Charak- 
teristik des Biischels im S,, ist daher 


2 


Pe yas he oy oe. ke = er, 0, OF 2 .., al, 


wobei mit x die gesuchte Anzahl der den S_, beriihrenden ee bezeichnet ist. 
Nun ist (Kapitel IV, Nr. 2) 


Vii —tr—m)+e=m-+, 
also, 
e=m+1ttir—m)— ki. 


Dieselbe Formel, auf einfache oder-mehrfache Hauptriiume bezogen, 
gilt auch, wenn das Biischel von zweiter Art ist. Fiihren wir niimlich 
den Grenziibergang von einem Biischel erster Art zu einem zweiter Art 
aus, so fallen blo8 in ® und daher auch im Schnitt mit dem S,, die Doppel- 
riume in verschiedener Art ineinander, d.h. die Zahlen der Charakteristik 
bleiben dieselben, nur verteilen sie sich in verschiedene charakteristische 
Gruppen und die Anwendung des Satzes aus Kapitel IV, Nr. 16, liefert 
stets dasselbe Resultat. 

So erhalten wir fiir r=3 und m=2 fiir die Biischel mit der 
Charakteristik [0000] das Resultat x = 3, fiir die Biischel [100] die Anzahl 
x —2 und fiir Biischel mit den Charakteristiken [11] oder [20] schlieBlich 
x =1. Diese Zahlen bleiben ungeiindert erhalten fiir Biischel, die Grenz- 
fille der obigen sind. 

Die vorstehende Methode kann auch zur Lisung des Problems dienen, 
wenn der S, irgend eine besondere Lage zum Biischel © hat. 


12. Wir betrachten die oot Polarriiume S,-m-1 eines Sm beziiglich 


2 : re 
der V,_, eines Biischels 


F+ig=0; 
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sie bilden eine Mannigfaltigkeit V.-» von »—m Dimensionen, deren 
Gleichungen und Ordnung wir bestimmen wollen. 

Es seien 2, a, ..., 2™ irgend welche m-+ 1 unabhangige Punkte 
des S_; ihre Polarhyperebenen beziiglich einer allgemeinen V,_, des 
Biischels schneiden sich genau im Polarraum S,-m-1 des Sp. Eliminieren 
wir also aus 


) oO y,) 
yao ik Seo a ee () 
i : Pe) Li; z ra) We 


den Parameter i, so ergeben sich die Gleichungen der V-m durch das 
Verschwinden einer Matrix: 


- 20° —— 
Z ve) a, a : rs) Ui 
(5) A oleh: 
(0) 10) >i (m) © 
Ya 2H. Hy 20. 
ae mal 74 
7 ) Xi v) ) Xi 


Daraus ergibt sich noch eine zweite Art der Erzeugung der V,-m. 


Die Gleichungen : 
é ™, ™ v2) 
SD eA eta Met ati ic YPC ME : 
: ) Xi a Ze) Li 
Ob EO op | m9 0 ay 
0 x, seo 0 tL, ——= 0 
: @ VY ¢ r) Li 
oder oe 
0) _ (0) ‘m) — (m 
Dea see eomn oad 
a 7) Xi 
©) .@) (m) _(m)\ © 
Pio a 4... 40h a0) 28 9 
i oa; 


stellen bei variablen Parametern @ zwei Biinde von Hyperebenen dar, 
deren Kerne beziehungsweise die Polarriume Si_,-1 und So,-1 von 
Sm beztiglich f# und @ sind. Diese Biinde sind projektiv aufeinander 
bezogen, wenn wir zwei zu gleichen Werten der 9 gehérige Hyperebenen, 
also die beiden Polarhyperebenen eines und desselben Punktes des S,, 
einander entsprechen lassen. Wegen (5) haben nun offenbar alle Hyper- 
ebenen des einen Bundes, die durch einen Punkt der V,—m gehen, mit 
den entsprechenden Hyperebenen des anderen Bundes diesen Punkt 
gemeinsam, so da$ zwei S,-m der beiden Biinde durch einen Punkt der 
V,-m einander entsprechen und umgekehrt. Die V.-» kann also auch als 


Biischel yon ve: (Nr. 18). 167 


—————— 


Ort der Schnittpunkte entsprechender S,-, der beiden projektiven Biinde 
Sr—-m-1 und Sion-1 angesehen werden. 

Schneiden wir die beiden Biinde mit einem allgemeinen S,,, so 
bestimmt die Projektivitiit zwischen ihnen eine Kollineation des S,, in 
sich, die im allgemeinen gerade m-+-1 Doppelpunkte hat. Die Mannig- 
Jaltigheit Vm ist daher im allgemeinen von der Ordnung m-+-i"") und 
kann mit pees bezeichnet werden. 

Es sei nun i der Polarraum eines Punktes 7° des S,» beziiglich 
der Basis We hoe (Nr. 5), ferner sei V.",, die Mannigfaltigkeit, die dem 
dureh die Punkte x Ne cones. bestimmten Sm-1 in analoger Weise ent- 
spricht, wie die V"*' dem Raum S.. Die V™ in der der S_, die 


r—m m r—m—1? 


m FL . se 
V." +1 Schneidet, ist offenbar ganz inder V;""" enthalten; die Polarrdume 


S,_, der Punkte des S, beztiglich der Basis Views sind daher Sekanten*) 


na 
ea es 


der Mannigfaltigkeit V,_.. 

Ist S.=S,, so wird die Vie eine Re p die zwei Systeme von 8, 
enthalt und also (7 —3)-fach ausgeartet ist. Die S,-2 sind die Polarriume 
des S, beziiglich der V-_, des Biischels und die Polarriume der Punkte 
des S, beziiglich des Biischels selbst. 

Ist S.=S__,, so wird die V"*" eine Normkurve V{ (vgl. Kapitel XIID, 
die von den Polarriumen S,-2 der Punkte des S,-; in r—1 Punkten 
getroffen wird. 


13. Wir suchen nun die auf einer Rey gelegenen Mannigfaltigkeiten 
zweiten Grades zu bestimmen. Zu diesem Zweck miissen wir ein Theorem 
vorwegnehmen, das erst spiiter (Kapitel LX, Nr. 6) bewiesen wird, niimlich 
daB eine irreduzible algebraische Mannigfaltigkeit Ye von der Dimension g 
und der Ordnung / héchstens > Raum Sy+,-1 zugehort. 

Enthalt die Ves also .eine Ve _p 80 gehort diese, dem obigen Satz 
zufolge, einem S, zu. Die ve _ des Biischels mit der Basis ve , die durch 
einen Punkt des a Aahecholb. der Vig _, geht, emu diesen Baan S,, ganz- 
lich, und umgekehrt schueidet ein Ss. einer ls . des Biischels eine andere 
Ve , desselben in einer Ve tate der Basis Wee AEE CR OTS, Infolge- 
ee sind alle Mannigfolt gkeiten zweiten Grades emer ee _, durch die 
linearen Raume der View des Biischels mit der Basis Vig Bae und um- 
gekehrt. 

Von den von ein und derselben Vins des Biischels herriihrenden 
quadratischen Mannigfaltigkeiten sagt man, daB sie einer Hrzeugung der 


1") Vgl. Kapitel IX, Nr. 3. 

18) Ein linearer Raum ist eine Sekante einer beliebigen Mannigfaltigkeit, wenn 
er sie in einer Mannigfaltigkeit von héherer Dimension schneidet als ein allgemeiner 
linearer Raum yon derselben Dimension. 
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Ae entsprechen; diese hat somit den co Ves des Biischels entsprechend 
co! Erzeugungen. Insbesondere gibt es ausgeartete Erzeugungen, die von den 
ausgearteten Ve, des Biischels herriihren. dAAot 
Jeder nicht ausgearteten Erzeugung entsprechen im Falle ae ’ d 
(r=2q+1 


co 2 quadratische Mannigfaltigkeiten von paenial Dimensionen und 
gd — 
zwar sind das gerade die Mannigfaltigkeiten héchster Dimension. Ist 


yr =2q-+-1, so bilden sie zwei Systeme (Kapitel VI, Nr. 18). 


14. Zugleich mit den quadratischen Mannigfaltigkeiten lassen sich 
° . e : r4 
auch die linearen Riiume einer V, angeben. 
“etka at r4 a . es 2 a 
Kin S), liegt auf der V_,, wenn er zwei Hyperfliichen V,_, des Biischels 


m(m-+-3) ree 


‘ : 2 +s «s 
angehért; damit er einer V,_, angehirt, miissen aber 


‘ * : ‘ s : pre : . 
dingungen erfillt sein, die ausdriicken, da8 die V,_, so viele allgemeine 
Punkte des S,, enthilt (vgl. Kapitel VI, Nr. 1). Andererseits gibt es 
co-™) (+1) Riume S,, im S,; ist also 


(r —m) (m+1) —m(m-+ 3) —2 =(m+ 1) r¥—2m— 2)>0, 


: r4 +1) (r- 2m -2) : A \° 
so folgt, daB die V_, gerade ow?" °"” Tineare Riume von m Dimen- 


sionen enthilt. 

Ist r>4, so gibt es auf der Ve sicher S,. Die Tangentialhyperebenen 
an die es, des Biischels in einem allgemeinen Punkt P der ve , bilden 
ein Biischel von Hyperebenen, dessen Achse S__, das Biischel der View in 
einem Biischel quadratischer Kegel schneidet, die den Punkt P zum Doppel- 
punkt haben. Der Basiskegel dieses Biischels besteht aus den S$, der 
ee durch P. Die S, durch einen allgemeinen Punkt der Ves (r= 4) bilden 
daher im S_,, der die Vee in diesem Punkt beriihrt, een Kegel vierter 
Ordnung, dessen Schnitt mit einem allgemeinen S,-3 des S,-2 die Basis- 
mannigfaltigkeit V’_, eines im allgemeinen nicht ausgearteten Biischels von 
V. ia 4 est. 

Die Projektion der Va aus einem ihrer allgememen S, auf einen 
S,-2 ist ein-eindeutig. In der Tat schneidet ein S: durch den S; jede von 
zwei beliebigen Vie des Biischels in einem weiteren S, und daher die 
V.., in einem weiteren Punkt, dessen Bild der Schnittpunkt des S, mit 
dem S,-2 ist’). 


15. Im Falle r=4 ist die Anzahl der Geraden auf einer ve des S, 
endlich. Wir wollen diese Anzahl im allgemeinsten Fall bestimmen, wo. 
das Biischel ®, dessen Basis die V> ist, die Charakteristik (00000! hat, 


2 


*) Vgl. Rosati, Rappresentazione della quartica base di un fascio... (Annali 
di Matematica, 1 (8), 1899). 
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also fiinf verschiedene quadratische Kegel erster Art durch die V; hin- 
durchgehen. 

Es sei 7 eine Gerade der V5. Diese Gerade liegt auch auf jedem der 
fiinf quadratischen Kegel, von denen wir einen mit / bezeichnen wollen, 
und gibt, aus dem Scheitel von / projiziert, eine erzeugende Ebene dieses 
Kegels. Diese Ebene enthilt also eine Gerade J, die der Ve und somit 
allen Vi; des Biischels angehért, mu8B daher noch eine zweite Gerade l’ 
enthalten und also Tangentialebene aller V; des Biischels im Schnittpunkt 
von 7 und /’ sein. Schneiden wir nun die ganze Konfiguration mit 
dem Polarraum $3; des Scheitels von f, so erhalten wir in diesem S3 
ein Biischel von V; , dem auch die nicht ausgeartete Fliche /f angehirt, 
die der Schnitt des S; mit fist. Es folgt, daB eine Gerade von fi, niimlich 
der Schnitt des S,; mit der Ebene //’ Tangente der Basis Ve des Flichen- 
biischels im Schnittpunkt von / und 7’ ist. Ist umgekehrt eine Gerade 
von f, Tangente an die Vr in einem Punkt P derselben, so folgt, daS die 
Ebene, die die Gerade von /; aus dem Scheitel von / projiziert, Tangential- 
ebene aller Ve von ® in P ist, da ja die Verbindungsgerade von P mit dem 
Scheitel von 7 alle diese V; in P bertihrt (vgl. Kapitel VI, Nr. 3); in der 
eben erwihnten Ebene liegen daher zwei Gerade der Ves die sich in P 
treffen. 

Damit ist unsere Aufgabe auf die Bestimmung der Geraden einer nicht 
ausgearteten Fliche zweiter Ordnung /; des S3 zuriickgefiihrt, die zugleich 
Tangenten an eine zweite V, sind, wobei diese V; auch ein Kegel, nimlich 
der Schnitt des S; mit einem der vier anderen quadratischen Kegel durch 
die V; sein kann. Projizieren wir die Geraden von f, aus dem Scheitel 
dieses Kegels, so reduziert sich die Aufgabe schlieBlich auf die Bestimmung 
der gemeinsamen Tangentialebenen zweier Kegel mit demselben Scheitel, 
deren Anzahl vier ist. Jede von ihnen enthilt zwei Gerade aus ver- 
schiedenen Scharen von /, und daher zwei der obenerwahnten Beriihrungs- 
punkte, durch die je zwei der gesuchten Geraden gehen. Infolgedessen 
enthilt die V, genau 16 Gerade”®). 

Bemerkt sei, daB sich die 16 Geraden beziiglich eines beliebigen der 
fiinf Kegel yon © in acht Paare verteilen, so daB jedes Paar aus zwei 
Geraden besteht, die einer erzeugenden Ebene des Kegels angehiéren, 
und zwar liegen vier Paare in vier erzeugenden Ebenen der einen und 
vier Paare in vier erzeugenden Ebenen der anderen Schar. Ferner schneidet 

°) Bei ROSATI, Sugh spazi lineari di dimensione massima... (Rend. Ist. Lomb., 
32 (2), 1899) findet sich das allgemeinere Resultat: Die Anzahl der S, auf einer 

eines So +2 mit der Charakteristik [00 ...0]| ist 


5 ie es 4 2 
Basis V._ eines Biischels von V. 
2p 2pt 


gleich 2°? *?, 


if 
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jede der 16 Geraden fiinf andere yon ihnen, und zwar gehdrt je eine zu 
jedem der fiinf Kegel®’). 


16. Eine bemerkenswerte Anwendung der Theorie der Basismannig- 
faltigkeit eines Biischels quadratischer Hyperfliichen ergibt sich in der 
Liniengeometrie des S} (vgl. Kapitel VI, Nr. 22 ff). Ein durch eine in 
Linienkoordinaten quadratische Gleichung definierter quadratischer Komplex 
ist gerade die Basis Vv; eines Biischels von quadratischen Hyperflaichen 
des S,, dem auch das Bild Vi der Geraden des S; angehort. Es folgt sofort, 
daB ein quadratischer Komplex durch 19 seiner Geraden bestimmt ist, da 
die Hyperflichen durch 19 allgemeine Punkte der Vas ein diese enthaltendes 
Biischel bilden. Wir beschrinken uns hier auf eine ganz kurze Wieder- 
gabe einiger anderer Beziehungen und verweisen den Leser auf eine bereits 
zitierte Abhandlung yon Srarn””). 

Ein quadratischer Komplex heifSt von erster Art, wenn die ihn dar- 
stellende V; es ist. Aus Nr. 7 folgt unmittelbar, daB die Gleichung eines 
quadratischen Komplexes erster Art steis auf die Form 


gebracht werden kann, wobei die Linienkoordinaten x; auf em System von 
sechs zu je zweien konjugierten linearen Komplexen bezogen sind. Die Gruppe 
von 32 linearen Transformationen beziiglich eines solehen Systems gibt 
32 Transformationen des quadratischen Komplexes in sich. 

Aus dem Satz der Nr. 13 folgt, daB~ jeder quadratische Komplex 
cot Regelscharen enthilt, die sich in o* Erzeugungen des Komplexes ver- 
teilen; jede Erzeugung besteht aus oo Regelscharen, die zwei verschiedenen 
Systemen angehéren. Die Erzeugung, die der Bildmannigfaltigkeit Vi des 
Linienraumes 83° entspricht, gibt insbesondere die Kegelschnitte und Kegel 
des Komplexes. 

Aus Nr. 14 folgt, daB ein quadratischer Komplex co® Strahlenbiischel**) 
enthilt, so dap jeder Strahl des Komplexes vieren dieser Biischel angehért”*). 


**) Die Projektion der Vy aus einem Punkte des S, auf einen S,; gibt die Fliiche 
vierter Ordnung mit einem doppelt ziihlenden Kegelschnitt. Vgl. die in Kapitel VI, 
Anmerkung §) zitierte Arbeit von SEGRE. 

*) Vgl. Kapitel VI, Anmerkung *°). 


**) Thre Zentren und ihre Ebenen sind die Punkte und Tangentialebenen der fiir 
den Komplex singuliren sogenannten KUMMER:schen Fliiche (vgl. Kapitel VIII, Nr. 36). 


**) Daraus folgt, daB die in der vorhergehenden Anmerkung erwiihnte KUMMER’sche 
Fliche von vierter Ordnung und vierter Klasse ist. 
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Ferner kann ein quadratischer Komplex ein-eindeutig auf den gewodhnlichen 


Raum abgebildet werden®’). 


17. Wir haben nun noch den Fall eines Biischels von lauter aus- 
gearteten eit zu behandeln. 

Es sei die allgemeine it eines solchen Biischels ® etwa /h-fach 
ausgeartet. Schneiden sich die Doppelriiume zweier und daher aller Se 
von ® in einem S;,-1, so erhalten wir durch Schnitt mit einem vom S;,—, 
unabhingigen S__, in diesem ein Biischel yon Vins Mer dessen alleemeine 
Mannigfaltigkeit (h—sk)-fach (oder im Falle h=k nicht) ausgeartet ist. 
In diesem Biischel haben die Doppelriume zweier Ves keine gemein- 
samen Punkte. Es geniigt also, blof diesen Fall zu erértern, da jeder 
andere daraus durch Projektion erhalten werden kann. 

Wir betrachten also ein Biischel ® von Vise, in welchem eine all- 
gemeine Ve. einen Doppelraum S,_, hat; zwei solehe S,_, sollen sich 
nicht schneiden. Die Mannigfaltigkeit von  Dimensionen, die sich als 
Ort der Doppelriume der ei von ® ergibt, bezeichnen wir mit V, und 
ihren Zugehorigkeitsraum mit S,. Die Polarhyperebene eines Punktes 
der V, ist dieselbe beziiglich aller aka des Biischels, da sie beziiglich der 
es die den Punkt zum Doppelpunkt hat, unbestimmt ist; sie enthilt 
ferner alle Doppelriume, also die V;, und somit auch den S,, da wir 
auf der V;, ja m+-1 unabhingige Punkte angeben kénnen”®). Bestimmen 
wir die Polarhyperebenen von m-+-1 solchen Punkten, so folgt daraus, 
daB der S, beziiglich aller Ves von ® denselben Polarraum hat, der 
also durch den S, hindurchgeht und daher die V?_, von ®im S,, beriihrt. 

Nun ist der Tangentialraum an eine h-fach ausgeartete os in einem 
Sm, der durch den Doppelraum S;,-1 geht, ein S,4,-m-1, wie man ohne- 
weiters entweder direkt erkennt oder indem man mit einem vom S,-1 
unabhingigen S_, schneidet und die nicht ausgeartete Schnitt-V>,_, 
betrachtet. Daraus schlieBen wir, dab zwei Ves ss mit zwet voneinander un- 
abhingigen Doppelrdumen S,-1 nur dann ein solches Biischel bilden, wenn sie 
einen durch die beiden S,-1 gehenden Sm und den Tangentialraum Sy+1-m-1 
im Sm gemeinsam haben. Diese notwendige Bedingung ist, wie wir gleich 
zeigen werden, auch hinreichend. Hat in der Tat eine Ts in einem ihr 
angehiérenden S,, einen Vangential- (Polar-) Raum S,4,-m-1, So muB sie, wie 
man sofort erkennt, /-fach ausgeartet sein; haben daher zwei solche Ve 
mit unabhingigen Doppelriumen §S,-1 einen S, und den Tangential- 


5) Vel. CAPORALI, Swi complessi e sulle congruenze di 2° grado. (Memorie del- 
lAccad. dei Lincei, 2 (3), 1878). 


6) Vgl. Kapitel IX, Nr. 5. 
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(Polar-) Raum S,4:-m-1 im Sp» gemeinsam, so mu das durch sie 
bestimmte Biischel lauter mindestens /-fach~ausgeartete Ve _, enthalten. 
Es ist ja nattirlich méglich, daB einzelne besondere ae des Biischels 
einen Doppelraum von einer gréBeren Dimension haben, womit zugleich 
die Dimension des Raumes mit dem Tangential- (Polar-) Raum S,+:-m-1 
griBer wird, wie in der folgenden Nummer gezeigt wird. 


18. Wie viele Vos enthiilt nun das Biischel ®, die mehr als h-fach 


ausgeartet sind? Wir behalten die obigen Bezeichnungen bei; schneiden 

wir dann das Biischel ® mit dem Tangentialraum S,.,-m-1 im Sm an 
: r2 : . “A 

alle seine V;_,, so erhalten wir ein Biischel ®’ von lauter (m—+1)-fach 

9 


ausgearteten V-,,, mit demselben Doppelraum. Schneiden wir das 


Biischel ©’ wieder ee einem yom S, unabhiingigen S,in-2m-2 des Srin-m-1y 


so erhalten wir ein Btischel ®’” von nicht ausgearteten Vie eee 3 Hine 


. =P) if hip Ae me 
t-fach ausgeartete V,,,,,,-, Von 0” gibt, aus dem S, projiziert, eine 


(m-—+-¢t-+-1)-fach ausgeartete eee 3 _, von ®’ und daher wird die zu- 
ont r2 r : . : 
gehirige V._, von ®, deren Schnitt die Vi.y-m9 ist, (b+ 4)-fach aus: 


geartet sein, weil sie vom S,4,-m-1 in einem S,+4z bertihrt wird. Also gibt 
es in ® ebensoviele mehr als /-fach ausgeartete Ve als es in ®’ mehr als 
(m4-1)-fach ausgeartete V2, , oder in ©” iiberhaupt ausgeartete 
ye see gibt. Ist das Biisehel ®’’ also von erster Art und sind seine 
ausgearteten V~ -ap-om_3etBerdem nur einfach ausgeartet, so gibt es in ® also 
ae? | PE rerien Vo ,, die (h+-1)-fach ausgeartet sind, 

Ist m=r+h—m—2, so peace sich das Biischel ®’ auf den 
zweimal betrachteten S_; die ae von © durch einen allgemeinen Punkt 
des Sp+2-m-1= Sm+1 enthilt dann diesen Raum, ist daher (2-4 1)-fach 
ausgeartet und die einzige Liésung unseres Problems. 

Aus unserer Uberlegung folgt, daB die projektiven Eigenschaften des 
Biischels ® durch die des Biischels ©’, also durch Charakteristik und 


absolute Invarianten desselben bestimmt sind. 


19. Es gibt jedoch eine projektive Besonderheit des Biischels ®, die 
von der Mannigfaltigkeit V,, dem Ort der Doppelriume S,_, der ae 
von ®, herriihrt*’). 

Wir bestimmen die Ordnung x der V;, also die Anzahl der Punkte, 
die die VY, mit einem allgemeinen S,-, des S, oder, da der S,-;, den 
Sm in einem Sp-, schneidet, mit einem S,-, des Sp» gemeinsam hat. 
Da in jedem Punkt der V, die aes von ® dieselbe Tangentialhyper- 
ebene haben, schneidet der S,-, das gegebene Biischel ® offenbar in 


*") Die S,,,-, (¢=1) der (A+ A-fach ausgearteten eae von ® liegen im all- 


gemeinen auferhalb des S,,; sie schneiden diesen Raum nur in SRAuen S,_4, die auf 
der V, liegen. 
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einem Biischel nicht ausgearteter fa , p die alle durch den S,_, hindurch- 
gehen und in jedem der w Punkte denselben Tangentialraum S,—,-1 haben. 
Diese a Punkte bestimmen den S,,-;, weil die V, dem S, zugehért und 
ebenso wie das Biischel © irreduzibel ist, und weil ferner der S,,-, ein 
allgemeiner Raum des S,, ist”®). AuBerdem sind diese 2 Punkte aber 
unabhiingig, weil sie Doppelpunkte der Kollineation sind, die sich im 
S,—, als Produkt der Polaritiiten beziiglich zweier nicht ausgearteter ee 
des Schnittbiischels ergibt. Infolgedessen ist w=m—h-+-17°) und die 
V, kann mit V," "** bezeichnet werden. 

Im folgenden (Kapitel XIII und XIV) werden wir sehen, daB die 
v"** im Falle h=1 projektiv identisch sind, wihrend sie sich, wenn 
h>1 ist, durch gewisse Zahlen, die Ordnungen ausgezeichneter Kurven, 
der sogenannten Minimal-Leitkurven, die ihnen angehiéren, in projektiver 
Hinsicht unterscheiden. 

Die Biischel ® von lauter ausgearteten da haben keine projektiven 
Eigenschaften auBer diesen und den in der vorhergehenden Nummer 
angegebenen; das folgt am einfachsten aus den von Kronecker angegebenen 
kanonischen Gleichungen soleher Biischel *’). : 


20. Zum Schlu8 zeigen wir noch, daB die die Art der Vans des 


Biischels ® angebende Zahl h eine gewisse Grenze nicht tibertreffen kann. 
. . . . a 2 . 
Da der S, ein linearer Raum einer /-fach ausgearteten V__, ist, 


folet vor allem, dab.m=<2t"=! ist (Kapitel VI, Nr. 17), 4. b.. der 


erdBte Wert von m ist gleich eb wobei wir mit |n] die 
2 
gréBte in 2 enthaltene ganze Zahl bezeichnen. Daraus kann man schlieSen, 


daB der gréfte Wert der Ordnung m—h-+-1 der Mannigfaltigkeit V; gleich 


[ag + P 
ce sid BP 
2 


Da weiter die Doppelriiume S,_, zweier eo von ® im S,, unabhingig 
sind, ist m > 2(h—1). Ist anion eer ganz, SO ee sya ay) 
ee er oy ¢ 


*8) Vel. Kapitel IX, Nr. 6. 

*°) Jeder dieser Doppelpunkte ziihlt, da er fiir die beiden Ves ,-1 Berithrungspunkt 
ist, im allgemeinen fiir zwei Doppelpunkte der Kollineation. Die Anzahl der weiteren 
Doppelpunkte derselben, also die der Schuittpunkte des S._, mit den Doppelriiumen S, 
der (h-+-1)-fach ausgearteten oes von ® ist daher unter der Voraussetzung, da8 in 
® keine mehr als (A-+1)-fach ausgearteten Velie vorhanden sind, gleich 7 — h-- 
+1—2(m—h+1)=r+h—2m—1, in Ubereinstimmung mit Nr. 18. 

8°) Vel. SEGRE, Ricerche sui fasci di coni quadrict. (Atti della R. Accad. di 
Torino, 19, 1884.) 
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also ee = on Werk muB man aber ausschlieBen, da sonst 
3 c 
weslieeee keine ganze Zahl sein kann. Ist jedoch ganz, so muB 


welise: >2(h—1) und somit h< ivi sein. Die Ungleichung ergibt sich 
y 3 


. 2 : cc ° 
also in beiden Fiillen*'). Fiir die Art h der V,_, eines Biischels, das nicht 
durch Projektion eines Biischels von V? geringerer Dimension aus einem 
Punkt oder Raum erhalten werden kann, gilt die Ungleichung 
rt 

3 


h<= 


Mittels des Satzes in Nr. 17 erkennt man leicht, da8 tatsiichlich der- 
artige, durch Projektion nicht darstellbare Biischel von Kegeln existieren, 
deren Art beliebig, nur ohne diese Grenze zu tiberschreiten, vorgegeben ist. 


21. Wir wenden unsere Uberlegungen noch auf die niedrigsten Werte 
yon 7 an, 

Fiir 7 = 2, 3 und 4 zeigt die obige Einschrinkung, daf es nur Biischel 
von Kegeln erster Art gibt. Fiir *=2 bestehen sie aus einer festen und 
einer in einem Biischel variablen Geraden. Das Zentrum des Biischels 
liegt dabei nicht auf der festen Geraden. Fiir r= 3 existiert gleichfalls nur 
ein Fall, nimlich Kegel mit einer gemeinsamen Geraden, dem Ort ihrer 
Scheitel, lings welcher sie sich beriihren. Diese Kegel schneiden sich 
auBerdem in einem Kegelschnitt, dessen Ebene zusammen mit der gemein- 
samen Tangentialebene die einzige (Nr. 18) zweifach ausgeartete Vs des 
Biischels gibt. Fiir r=4 kann der Ort der Scheitel der Kegel eine Gerade 
oder ein Kegelschnitt sein; im ersten Fall haben sie diese Gerade gemeinsam 
und in ihr denselben Tangentialraum $3, im zweiten Fall haben sie die 
Ebene des Kegelschnittes gemeinsam. Zur Bestimmung des Biischels gentigt 
die Angabe zweier Kegel erster Art mit einer gemeinsamen Ebene. 

Im Falle r=5 kann h=1 oder =2 sein. Ist h=1, so haben wir 
entweder Biischel von Kegeln mit einer gemeinsamen Geraden und dem- 
selben Tangentialraum S, lings derselben oder Biischel von Kegeln mit 
einem gemeinsamen S2, der einen Kegelschnitt enthalt, den Ort ihrer 
Scheitel, und demselben Tangentialraum $3 lings des Ss. Ist h=2, so 
ergeben sich Biischel von Kegeln mit einem gemcinsamen S3, in dem eine 
Regelschar, der Ort der Doppelgeraden liegt; ein solches Biischel ist durch 


*") Weitere kénnen natiirlich nicht eintreten, da entweder i sal Dae oder 


—9 
al ganz ist. [D]. 2 
2 
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zwel Us mit windschiefen Doppelgeraden bestimmt, die den Verbindungs- 
raum 3 der beiden Doppelgeraden gemeinsam haben. 

Um alle méglichen Fille zu erhalten, haben wir noch der Reihe nach 
die Biischel hinzuzufiigen, die aus vorstehenden oder aus Biischeln nicht 
ausgearteter V® durch Projektion entstehen. So gibt es fiir »=2 auBer 
dem betrachteten Fall eines aus einer festen und einer in einem Strahlen- 
biischel veriinderlichen Geraden bestehenden Biischels noch einen zweiten, 
nimlich den Fall eines Biischels, das durch die Paare einer quadratischen 
Involution in einem Strahlenbiischel gegeben ist und das als Projektion 
der Paare einer quadratischen Involution der Punkte einer Geraden, also 
eines Biischels nicht ausgearteter Ve der Geraden aufgefaBt werden kann. 

Bemerkt sei noch, daB im Falle y=1 kein eigentliches Biischel von 
lauter ausgearteten Vv existiert, es sei denn, man sieht ein aus Punkte- 
paaren, die in einem Doppelpunkt zusammenfallen, bestehendes Biischel 
noch als solehes an. 


KAPITEL VIII. 


Hyperilachen. 


1. Die Gesamtheit der oo” reellen und imaginiren Punkte des S,, die 
mit ihren Koordinaten einer ganzen rationalen und homogenen Gleichung 
m9 Grades in den laufenden Koordinaten x, 71, ..., , 


(1) S (xo, U1, +++y Uy = 0 


geniigen, heibt eine (algebraische) Hyperfldche ni” Ordnumg oder auch, wenn 
wir die in der Algebra fiir die Funktion / gebriiuchliche Bezeichnung auf 
die Gesamtheit selbst tibertragen, eine Form n” Ordnung und wird mit 
V" , bezeichnet. 

Die Funktion / ist eine lineare Kombination der Ausdrticke a, ai, ... %,, 
wo fiir 2; 22 ... 7, die Kombinationen der Zahlen 0, 1, ...,7 zur n*" Klasse 
mit Wiederholung einzusetzen sind; die Anzahl der Koeffizienten in / ist 
daher gleich 

(arenmtier S feasts hak eda) 
n n r 
Man pflegt (1) in der Form 


= Gi, ig ++: in Vi, Vig eerie 40) 
zu schreiben. Dabei ist die Summe nicht tiber alle Kombinationen, sondern 
tiber alle Variationen der Zahlen 0,1, ...,7 mit Wiederholung zu erstrecken; 
jedoch sollen die Koeffizienten a, die sich nur durch Permutation der Indizes 
unterscheiden, einander gleich sein. Fabt man die gleichen Glieder zusammen, 
so wird ai,:,---;, multipliziert mit 


n! 


Se SL, ig = 
eee (W21, 2q=n), 


wenn sich die Zahlen %, %, ...,i, in ¢ Gruppen von 1, gz, -.-,q Zahlen 
so verteilen lassen, da alle Zahlen einer Gruppe einander gleich und irgend 


Hyperfliichen (Nr. 1—4). aire? 


zwei Zahlen aus verschiedenen Gruppen verschieden sind. Diese Schreib- 
6 5 = ‘ 2 = . . 
weise haben wir bereits bei den V"_, (Kapitel VI, Nr.1) verwendet. 


2. Eine Hyperfliiche heibt reduzibel oder zusammengesetet, wenn die 
linke Seite ihrer Gleichung in ein Produkt von zwei oder mehreren gleichen 
oder verschiedenen Formen zerfiillt; sie heiBt insbesondere mehr fach baw. 
genauer s-fach, wenn sie aus s in eine einzige zusammenfallenden Hyper- 
flichen besteht, also durch Nullsetzen der s*" Potenz einer Form dargestellt 
ist. Im anderen Fall heift sie irreduzibel oder einfach. Gibt man den 
Koeffizienten, a;, :, ..- 4, die besonderen Werte a:, ai, ... d;,, wobei do, 
a, ..-, a beliebige Zahlen sind, so wird die Gleichung der Hyperfliiche 


(ao o+ a a+ --- + a,x)" =0, 


stellt also eine m-fache Hyperebene dar. Eine reduzible Hyperfliche kann 
stets aus irreduziblen Hyperflichen zusammengesetzt werden. 


3. Die Ordnung n einer V"", hiingt offenbar von der besonderen Wahl 
der Bezugselemente nicht ab und ist daher eine projektive Invariante. Sie 
hat eine einfache geometrische Bedeutung; sie ist niémlich die Anzahl der 
Punkte, in welchen ein allgemeiner S, des S die V;" , trifft. In der Tat 
haben (1) und +—1 Gleichungen allgemeiner Hyperebenen » gemeinsame 
Lisungen, die den Wurzeln einer Gleichung n*" Grades fiir das Verhiltnis 
zweier Koordinaten entsprechen. Diese letzte Gleichung ergibt sich aus den r 
obigen durch Elimination von r—1 Koordinaten. Ein S,, der »+1 Punkte 
mit einer V"", gemeinsam hat, liegt ganz auf ihr, da die eben erwiihnte 
Gleichung dann »+1 Wurzeln hat und infolgedessen identisch erfiillt ist. 

Allgemein schneidet ein Raum S;,den man sich als Grundraum Ap A; ... 
... A, deuten kann, die V,", in einer V;"_,, also in einer Hyperfliche des 
S;; ihre Gleichung im §S; erhilt man aus (1), indem man a1 =--- = 2, =0 
setzt. Hat ein S; mit einer V"", eine V;", und aufSerdem einen Punkt 
gemeinsam, so liegt der S; ganz auf der V,",, wie man sofort erkennt, 
wenn man einen S; des S; durch den Punkt sich irgendwie bewegen 1abBt. 


4, Alle Hyperfliichen 2” Ordnung bilden ein lineares coo%)-System, 
wenn man N(n) = ned —1 setzt'). Es folgt, daB durch N(n) allgemeine 
Punkte des 8, eine einzige Hyperfliche n' Ordnung hindurchgeht’”). 


) Vel. Kapitel X, Nr. 1, wozu zu bemerken ist, da8 wegen eines bekannten Satzes 
der Algebra die ie a :) reduziblen Hyperfliichen Uy He Uy = 0 linear unabhiingig sind. 

2) Das ist eine allgemeine Eigenschaft linearer Systeme, die weiter unten bewiesen 
wird (Kapitel X, erster Absatz der Nr. 7). 
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Bedingungen, die wir einer Hyperfliiche auferlegen, heiben linear, wenn 
sie, in Formeln angeschrieben, in den Koeffizienten der Gleichung der 
Hyperfliiche von erstem Grade sind. Solcherart sind die Bedingungen, vor- 
gegebene Punkte zu enthalten®). Haben wir N ()—?@ lineare und linear 
unabhiingige Bedingungen, so bilden die ihnen geniigenden Hyperflachen 
ein lineares co-System. Ist insbesondere 7 = 0, ergibt sich also eine einzige 
Hyperfliiche, so sagt man, daf die gegebenen Bedingungen eine Hyperfliche 
bestimmen. Wie oben erwiihnt, sind die Bedingungen, durch N (x) allgemeine 
Punkte hindurchzugehen, von dieser Art. 


5. Wir geben hier ein charakteristisches Beispiel yon N (2) in besonderer 
Lage vorgegebenen Punkten, die aber gleichwohl lineare und linear unab- 
hiingige Bedingungen repriisentieren und daher eine, in diesem Falle redu- 
zible Hyperfliiche bestimmen. 

Wir nehmen » Hyperebenen Se re se 


(7%) 
oe 


-. (n+r—l : 
wie: ("a 1 —1 Punkte in cues die in ihr eine V“ von der Ordnung n 


(Nr. 4) sera und einen Punkt auBerhalb der V; (” pate —1 Punkte 


2) 
in s° 


sae , und fixieren irgend- 


Dente : 2) : : . 

“, die in ihr eine V™ von der Ordnung »—1 bestimmen und einen 
7 (2. 0 : M . 7 

Punkt auBerhalb der V‘ ’. os sehlieBlich (. ae bee nye die in ihr 

eine Hyperfliche V™ von erster Ordnung, also einen S,-2 bestimmen und 


auBerhalb dieser V einen weiteren Punkt. Im ganzen sind das*) 
aM Aas 
ie re es re: 


Punkte. Eine Hyperfliche n‘* Ordnung durch diese Punkte hat mit Sua 
die V“ und einen Punkt gemeinsam; sie zerfillt daher (Nr. 3) in den 
So und in eine Hyperfliche (n—1)"" Ordnung, die in analoger Weise 
weiter in den S: uP und eine Bue (n—2 2" Ordnung zerfallt u. s. w. 


5) Fiir eine ve , ist die Bedingung linear, daB zwei gegebene Punkte beziiglich 
derselben konjugiert seien. 


*) Man erinnere sich der Formel (n — ¢>k) . 
(a) eee) dole all gees |e tee gh 


: n nt = il : 
die etwa aus A = (" k )+ (; an i durch mehrmalige Anwendung folgt und worin 
man fiir n,¢ und k baw. n-+r, m und r zu setzen hat. 


=| 
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die wir der Hyperflache dadurch auferlegen, da8 wir sie durch diese oe) —1 


Punkte hindurchgehen lassen, miissen also sicher linear unabhiingig sein °), 


6. Bedingungen, die wir einer Hyperfliche auferlegen, heiBen algebraisch, 
wenn sie sich durch algebraische Relationen zwischen den Koeffizienten 
ihrer Gleichung ausdriicken lassen. Die Gesamtheit der Hyperflichen, die 
gegebenen algebraischen Bedingungen geniigen, bildet ein algebraisches 
System. Bestehen die Bedingungen in N(x) —7 unabhiingigen algebraischen 
Gleichungen, so hangt das algebraische System von i Parametern ab und 
heiBt ein coSystem oder ein System von der Dimension 7. Einer bereits 
zitierten (Kapitel X, erster Absatz der Nr. 7), fiir lineare Systeme geltenden 
Beziehung entsprechend, findet man, daf durch 7 allgemeine Punkte des 
S, eine endliche Anzahl von Hyperfliichen des Systems geht; diese Anzahl 
heiBt dann der Index des Systems. Ist i= 0, so haben wir N (n) unabhingige 
Gleichungen, die eine endliche Anzahl von Hyperflichen bestimmen. 


7. Die Gesamtheit der zwei oder mehreren Hyperfliichen gemeinsamen 
Punkte heift ihr Schnitt..Wegen eines bekannten algebraischen Theorems °) 
haben + Hyperflichen V"?,,-V,?,, -.-, V,"; im allgemeinen n,n, ... », 
Schnittpunkte; haben sie 2...”,-+1 Punkte gemeinsam, so haben sie 
notwendig unendlich viele gemeinsam, die eine Mannigfaltigkeit’) von einer 
Dimension=1 oder auch mehrere Mannigfaltigkeiten bilden, von denen 
mindestens eine eine Dimension=1 hat’®). 

Es folgt, daB i Hyperflichen V,"1,, V7?,, ..-, V,', im Falle i<r mit 
y —iallgemeinen Hyperebenen im all gemeiner Mm m2 -.. ni Punkte gemeinsam 
haben; d.h. also, daf diese Hyperfliichen sich im allgemeinen in einer Gesamt- 


°) Die vorstehende, von SEVERI herriihrende Uberlegung lift sich verwenden, um 
mittels vollstiindiger Induktion den ersten Satz der Nr. 4 zu beweisen. Vgl. BERZOLARI, 
Sulla determinazione di una curva... (Rend. Ist. Lomb., 47, 1914), wo gleichfalls durch 
Induktion der folgende Satz bewiesen ist: Auf einer irreduziblen oder reduziblen, jedoch 
von mehrfachen Bestandteilen freien Hyperfliiche »“” Ordnung lassen sich stets N (n) 
einfache Punkte angeben, so da8 durch sie aufber der gegebenen keine weitere Hyper- 
fliche hindurchgeht. 

5) Das sogenannte BkEZOUT’sche Theorem. Vgl. WEBER, Lehrbuch der Algebra 
(Kleine Ausgabe, Braunschweig, Vieweg 1912), Seite 101. [D.] 

") Wegen des Begriffes einer Mannigfaltigkeit sowie zu den folgenden Erérterungen 
Vella ubel ee N Taal =— 1, 

®) So schneiden sich drei v; des S, im allgemeinen in acht SL te ihr Schnitt 
kann aber auch in einem se fjesuden Gebilde bestehen: eine ve a sie einem 
Biischel angehiren), eine Ve , zwei windschiefe Gerade, ein Keselschnitt und zwei Punkte, 
endlich eine Gerade und vier Punkte. Damit sind alle méglichen Fiille erschépft; die 
ae a und der Kegelschnitt kénnen selbstverstiindlich auch zerfallen. 


Fs 
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heit von Punkten schneiden, die mit einem allgemeinen S; des S, gerade 
m No... m% Punkte gemeinsam hat. Diese Gesamtheit heift infolgedessen 
eine Mannigfaltigkeit von der Ordnung nynz...ni und der Dimension r —% 
nnd, wird mit, V71"? ->™ bezeichnet”).. Haben die,.V>*\.V2inan ae 
und x —? allgemeine Hyperebenen jedoch m1 nz... 24-1 Banke gemeinsam, 
so haben sie unendlich viele gemeinsam; d. h. ein allgemeiner S; schneidet 
die Hyperfliichen in einer Mannigfaltigkeit, die mit ¢inem allgemeinen 
S;-1 des S; und daher mit einem allgemeinen S,-; des S, endlich oder 
unendlich yiele Punkte gemeinsam hat. Die 7 Hyperflichen schneiden 
sich also in einer Mannigfaltigkeit von einer Dimension >r—z7 oder, 
wenn dieser Schnitt in mehrere Mannigfaltigkeiten zerfallt, so haben 
diese Dimensionen =r—i, jedoch mindestens eine von ihnen hat eine 


Dimension >7—i"°). 


8. Betrachten wir i+-1 linear unabhaingige Hyperfliichen und das durch 
sie bestimmte lineare oo’ System, so haben alle Hyperfliichen des Systems 
die Punkte der Schnittmannigfaltigkeit — sofern sie tiberhaupt existiert 
— der i-+-1 gegebenen Hyperflichen gemeinsam. Diese Mannigfaltigkeit, 
die sogenannte Basis des linearen Systems, existiert sicher, wenn 7+-1<r 


ist, und ist wegen der Betrachtungen der vorhergehenden Nummer im 
i+1 
allgemeinen eine V" ,_,. 


Die Hyper fliichen ni” Ordnung, die durch N(n) — 1% allgemeine Punkte des 
S, hindurchgehen, bilden ein lineares Og 8 system (Nr. 4) und haben daher, wenn 


i<r—1 ist, eine Mannigfaltigkeit Vas “ey gemeinsam, die durch die N(n) —i 
Punkte bestimmt ist und im Fall es aus n” Punkten besteht. 


9. Es sei P ein Punkt einer VN wir betrachten einen allgemeinen 
S; durch P und bilden die Gleichung n‘” Grades, die die Schnittpunkte 
des S, mit der V;", liefert. Ist die dem Punkt P entsprechende Wurzel 
elne ces Wurzel et dieser Gleichung, so heiBt P ein mehrfacher, 


°) Der vorhergehende Fall «=r ordnet sich dieser Bezcichnungsweise als 


hy 1 oon %, 
¥, ME. ™ unter. 


*°) Diese Verhiiltnisse werden vollkommen deutlich, wenn wir den beliebigen Fall 
als Grenzfall des allgemeinen betrachten; es lift sich jedoch auch eine analoge 
Betrachtung wie in Kapitel IX, letzter Absatz der Nr. 31, anstellen. Wir geben ein 
Beispiel, aus dem iibrigens fiir 7 = s der vorletzte der in *) aufgeziihlten Fiille hervor- 
geht. Die drei V,_,, die durch U, — U, U; =0, U,—U, U/=Ound U, — U, U;’=0 
dargestellt sind i nie die U; sient Mormon iten Graded in Zp, 2, .--, 2%, sind) haben 
die durch U, =0, U,=0 dargestellte Bee 2 und die durch U| = U/= U7", U,—U, U,=0 


dargestellte ve _3 gemeinsam. 
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bzw. genauer ein s-facher Punkt der V," ,"). Man sagt auch kurz, daB s von 
den » Schnittpunkten des S, mit der V" , in P zusammenfallen, oder da 
der S, die V." | in P s-punktig irifft. Es ist klar, daB ein s-facher Punkt 
einer V" , auch mindestens s-facher Punkt aller Schnittmannigfaltigkeiten 
der V." , mit irgendwelchen linearen Riiumen durch den Punkt ist. 

Die mehrfachen Punkte einer Hyperfliche kinnen entweder in endlicher 
Anzahl vorhanden sein oder auch ganze Mannigfaltigkeiten, insbesondere 
lineare Riiume bilden, die dann mehrfache Mannigfaltigkeiten, baw. mehr- 
Sache Réume der V," , genannt werden. So hat eine Hyperfliiche n” Ordnung 
mit n-fachen Punkten den Verbindungsraum dieser Punkte zum n-fachen Raum. 
Sind nimlich A und B zwei solche n-fache Punkte, so schneidet ein ver- 
anderlicher S, durch A und B die Hyperfliche in einer Kurve n** Ordnung; 
diese zerfillt aber in die Gerade AB und in eine Kurve (n—1)* Ordnung, 
die A und B zu (m—1)-fachen Punkten hat und also weiter zerfillt in 
die Gerade AB und eine Kurve (n—2)** Ordnung, die A und B zu 
(n—2)-fachen Punkten hat u.s. w.; der Schnitt des S, besteht also aus 
der n-mal zu nehmenden Geraden AB; ein allgemeiner 8, durch einen 
Punkt dieser Geraden trifft die V,"., somit n-punktig u.s.w. Eine V”, 
mit einem S, von n-fachen Punkten (0O<t<r—1) besteht aus Riumen 
Si+1 durch den S, wie man (Nr. 3) durch Betrachtung der Verbindungs- 
geraden der Punkte der V,"_, mit den Punkten des S, sofort erkennt, und 
heibt Kegel mit dem Scheitel oder Scheitelraum S, Fiir t=r—2 ergeben 
sich n Hyperebenen eines Biischels. Eine V;" , mit einem S__, von n-fachen 
Punkten ist der n-mal zu zahlende S,_1 selbst. 

Eine V.", mit einem S, (0<t<r—1) von (n—1)fachen Punkten 
heiBt Monoid. Ist t=7—1, so zerfiallt das Monoid in den (m —1)-fachen 
S,-1 und einen weiteren S;-,. Ist 0<t<r—1, so besteht das Monoid 
aus Raiumen S/, die den (n—1)-fachen S; in verinderlichen Riumen S;-1 
treffen. In der Tat schneidet ein S,41 durch den S; das Monoid in einer 
V; des S,,,, fiir die der S, (n—1)-fach ist; diese V;° zerfallt daher, dem 
eben Gesagten entsprechend, in den S, und einen weiteren S;, der mit 
dem S; gerade einen S;-1 gemeinsam hat. Besitzt das Monoid auSer dem 
(1 —1)-fachen S, noch einen n-fachen Raum, so ist der Verbindungsraum 
dieser beiden offenbar (n—1)-fach; das Monoid heiSt in diesem Fall 
monoidaler Kegel. 


10. Sind y und z zwei beliebige Punkte des S,, so sind 
Nyt pei (@=0,1,...,7) 


1t) Man erkennt leicht, da8 diese Definition von einer Koordinatentransformation 
unabhiingig ist. Vgl. NOETHER, Rationale Ausfiihrung der Operationen... (Math. Ann., 
23, 1884). 
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die Koordinaten der x Schnittpunkte der Geraden yz mit der durch (1) 


h : ; 
dargestellten V"., wenn wir fiir [i der Reihe nach die Wurzeln der 


r= 12 
Gleichung j 
(2) aye (7) acy ry ailg Aue (3) PO? A need 
é 


einsetzen, die in — von n'™ Grade ist. Diese Gleichung folgt ja aus (1), 
LL 


wenn wir Ay;+ wz; fiir a; einsetzen und in wohlbekannter Schreibweise 


Sy=SF (Yo, Yrs +++5 Yr) 


sowie : 
Ax 1 3 Cael 
(n—s+1)...n 2 Yo OR 
ed 1 Sadek elie, 2 fy 
ere eS Ns OD ey oa 
setzen. 


Die Operation A’ heifSt Polarisation beziiglich des Poles 2; fiir sie 
gelten die folgenden Identititen 
8 ap n-8 
=e 
Set. soe stt p 
LA Sj=o, Sp 
8 t t 8 
LS Jy =o On yp 
die sich ohne Schwierigkeiten nachweisen lassen. 
Die Gleichung 


fsa ne 


stellt eine Hyperfliche (7 —s)** Ordnung dar, die die s@ Polare oder die 
Polare (n—s)” Ordnung von z beziiglich der V;" , heiBt; die (n—1)” Polare 
heiBt insbesondere Polarhyperebene und die (m—2) auch quadratische 
Polare™*). Ist r =1, so hat man an Stelle der Polarhyperflaichen die Polar- 
gruppen beziiglich einer Punktgruppe. Die obigen Identititen driicken sich 
in den folgenden fundamentalen Sitzen aus: 

Geht die s* Polare von 2 beziiglich einer V" , durch y, so geht die 
(n — s) Polare von y durch 2 (Satz der Reziprozitit). 


**) Die Polarhyperebene von y beziiglich der Hyperfliiche 
Ly LL... =), 
die aus den Wiinden des Grundeckes besteht, ist beispielsweise 
y% Yes Yen Ui Vin, ++ Yp =O. 


u 
Ist y der Einheitspunkt, so wird seine Polarhyperebene die Einheitshyperebene (vgl. 
Kapitel IT, Nr. 4). 
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Die s® Polare von 2 beziiglich der t#" Polaren desselben Punktes z 
beziiglich einer Vi’, ist die (s+t)* Polare von 2 beatiglich der V" , (Satz 
von den aufeinanderfolgenden Polaren). 

Konstruiert man die s® Polare eines Punktes 2 beziiglich einer V;" ,, dann 
die t® Polare eines anderen Punktes wu beziiglich dieser Polaren wu. s. w., 80 
gelangt man 2u einer Hyperfldiche, der gemischten Polaren, die von der 
Reihenfolge der Polarisationen unabhingig ist (Satz von den gemisechten 
Polaren). 


11. Die Beziehungen zwischen einer Hyperfliche und ihren Polaren 
ist projektiver Natur, d.h. eine lineare Transformation der y: in Y; und 
dieselbe Transformation der 2; in Z,, die f, in @y tiberfiihrt, fiihrt auch 
AS, in A°,tiber™). In der Tat gehen durch eine solche lineare Trans- 
formation Ausdriicke in Ay;-+ 12; bei beliebigen Werten von i und w in 
Ausdriicke in AY;+ pZ; tiber; das heiBt also, dab 


Pavan = PrvipZ 


identisch in A und u gilt; daraus folgt aber, wenn wir uns der Entwicklung (2) 
erinnern, immer wegen der Transformationsformeln 


AS, — EL®s., 


was wir beweisen wollten. 


12. Wir verlegen fiir einen Augenblick den Punkt 2 in den Grund- 
punkt A, mit den Koordinaten 1, 0,0, ..., 0 und schneiden die durch (1) 
gegebene Hyperfliche V,", mit der Grundhyperebene «,—0, die durch 
Ao hindurehgeht. Der Schnitt wird eine Hyperfliche von x;—0 sein, die 
in dieser Hyperebene die Gleichung 


AR =0 


hat, deren linke Seite das Resultat der Substitution 7,—0 in / anzeigen 
soll; die erste Polare von z beziiglich dieser Hyperfliche ist dann 


OT Fla=o =)! 


2a, 


2 Xp 


Wegen 


2 Xp 


18) Algebraisch driickt sich das in der Aussage aus, daf die Polarformen Ko- 
varianten der urspriinglichen Form sind, und zwar Kovarianten in zwei oder mehreren 


Reihen kogredienter Verianderlicher. 
2° 
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ist diese erste Polare zugleich der Schnitt von x,=0 mit der ersten 
Polaren yon 2 beziiglich der V;" ,. Diese Beziehung dehnt sich sofort 
auch auf die zweite Polare von 2 beziiglich der V;" , aus, die ja (Nr. 10) 
die erste Polare der ersten Polaren ist u. s.w. Hin S,-1 durch einen Punkt z 
schneidet also eine V;" , und die s° Polare von 2 beztiglich der V," , in einer 
Vv" , und in der s*” Polaren von 2 beziiglich der V,",, die ja eine Hyper- 
fliiche des S,-1 ist. Allgemein schneidet ein beliebiger linearer Raum Si, 
der durch einen Punkt 2 geht, eine V; , und die s° Polare von 2 beziiglich 
der V""_, in einer V;. , und der s’" Polaren von 2 beziiglich der V;" ,, die ja eine 
Hyperfliiche des S; ist. Die Richtigkeit dieses Satzes erkennt man sofort, 
wenn man den vorhergehenden auf den Sehnitt der V;"_, mit einer Hyper- 
ebene durch den S; anwendet, dann auf den Schnitt dieses Schnittes mit 
einer zweiten Hyperebene durch den 5S; u. s. w. 


13. Es sei nun y ein Punkt der V;" ,; wir suchen den Ort der Punkte 
z von der Beschaffenheit, daf die Geraden yz die V,” , in y zweipunktig 
treffen. Liegt y auf der V"" ,, so fehlt in (2) das erste Glied; damit auBer- 
dem z ein Punkt des gesuchten Ortes ist, ist notwendig und hinreichend, 


daB auch das zweite Glied fehlt, also 


ist. Fassen wir die 2 als laufende Koordinaten auf, so stellt diese 
Gleichung eine durch y gehende Hyperebene dar; verstehen wir 
unter einer Yangente an eine VG eine Gerade, die die Vi awer 
punktig trifft, so folgt also, daB die Tangenten an eine V,;" , in einem 
allgemeinen Punkt derselben in einer Hyperebene enthalten sind, die wir 
die Tangentialhyperebene an die V" , in diesem Punkt nennen. Diese Hyper- 
ebene ist zugleich die Polarhyperebene von y beziiglich der V;" ,; liegt 
umgekehrt cin Punkt in seiner Polarhyperebene, so folgt mittels des 
Evter’schen Theorems iiber homogene Funktionen, da8 der Punkt der 
Vv." , angehort und seine Polarhyperebene Tangentialhyperebene ist. Da 
nun die Polarhyperebene eines Punktes beztiglich der V” , auch Polar- 
hyperebene beziiglich jeder beliebigen Polaren der V"_ , ist (Nr. 10), folgt 
weiter, daB die Polarhyperflichen eines allgemeinen Punktes der V;"_, beziiglich 
derselben nicht nur durch den Punkt gehen, sondern dort die V;"_, auchberiihren, 
d.h. mit thr dort die Tangentialhyperebene gemeinsam haben. 


14. Ist die Polarhyperebene eines Punktes y unbestimmt, So 
daS A,f,=0 identisch in 2 gilt, so sind alle partiellen Ableitungen 
af 1, 


—<— (¢=0,1,...,7) und daher wegen des Evrer’schen Theorems auch f, 
Yi 


selbst gleich Null. Daraus folgt, daS y nicht nur auf der V." , liegt, sondern 
* 
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ein Doppelpunkt derselben ist. Man erkennt ja aus (2) sofort, da8 dann 

eine beliebige Gerade durch y die V,", in y zweipunktig trifft und um- 

gekehrt. Damit ein Punkt y Doppelpunkt einer V"" , ist, ist also notwendig 

und hinreichend, dafs seine Polarhyperebene unbestimmt ist. Es folet weiter, 

(Nr. 10), daB ein Doppelpunkt y einer V;" , auch Doppelpunkt aller Polar- 

hyperflichen von einer Ordnung >1 des Punktes y beztiglich der V"" , ist. 
Insbesondere ist die quadratische Polare von y 


Af, =0 
mindestens einfach ausgeartet. Wie man mittels (2) erkennt, ist sie der 
Ort der Punkte z von der Beschaffenheit, dap die Geraden yz dieV," , 
in y dreipunktig treffen. Diese V;_, heibt Tangentialkegel an die V"_, in y. 
Sie ist (Nr. 10) quadratische Polare von y beziiglich aller Polarhyper- 
flichen von einer Ordnung > 2 des Punktes y, die somit im Doppelpunkt y 
den Tangentialkegel mit der V,"_, gemeinsam haben. 

Ein Doppelpunkt einer V." , heibt béplanar, wenn der Tangentialkegel 
aus: zwei Hyperebenen besteht, und uniplanar, wenn der Tangentialkegel 
aus einer einzigen, doppelt ziihlenden Hyperebene besteht. 


15. Die quadratische Polare eines beliebigen Punktes y des S, beziiglich 


der V"" , hat die Gleichung 


r O2 
Pee re ee, =i) 


. Oe ee 
tk ey, oy, 


Ist diese V°_, ein Kegel, besitzt sie also einen Doppelpunkt 2, so 


f—1 
miissen die Gleichungen 
(3) 5 a, Set et) 


r= 
ee 
zusammen bestehen. Diese Gleichungen besagen aber auch, daf die erste 


Polare von 2, die durch wv of, 0 
? —_ 4, = 


i Og; 
gegeben ist, y zum Doppelpunkt hat. Hat also die quadratische Polare 
von y einen Doppelpunkt z, so hat die erste Polare von z einen Doppel- 
punkt in y und wmngekehrt. 
Die Bedingung fiir die Giltigkeit des Gleichungssystems (3) ist 


2 2 2er 
ee ta ed 
eY, ay, 2 Y; LU Y 
RG notas PED (tee kere ee At =O; 
2 2 92 
ie ge) if 
2 
oy 2, ey, oy, ay. 
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daher ist der Ort der Punkte, deren quadratische Polaren einen Doppel- 
punkt haben sowie der Ort der Doppelpunkte der ersten Polaren eine 
Hyperfliche Bon? “yon der Ordnung (r+1)(n—2), die sogenannte 
Hessz'sche Hyperfliche der V;" ,. 

Ist 2 —3 und hat die quadratische Polare von z einen Doppelpunkt 
y, so ist 2 auch Doppelpunkt der quadratischen Polaren von y. Die 
Hussr’sche Hyperfliiche ist dann nicht nur der Ort der Punkte, deren 
quadratische Polaren Doppelpunkte haben, sondern zugleich der Ort 
dieser Doppelpunkte selbst; es gibt somit cine ein-eindeutige involutorische 
Korrespondenz der Hessr’schen Hyperfliiche in sich. Ist 7 > 3, so ist der 
Ort der Doppelpunkte der quadratischen Polaren bzw. der Ort der 
Punkte, deren erste Polaren Doppelpunkte haben, im allgemeinen von der 
Hessr’schen Hyperfliche verschieden und heiBt Srzzwar’sche Hyperfliche. 

Die Hessr’sche und Srerer’sche Hyperfliiche stehen wegen Nr. 11 
sowie wegen ihrer Definition in projektiver Beziehung zur V," ,; sie sind 
also, wie man zu sagen pflegt, kovariante Hyperfliichen der V," ,. 


16. Die Schnittmannigfaltigkeit der V," , mit ihrer Hussr’schen Hyper- 
fliche enthiilt offenbar alle vorhandenen Doppelpunkte der V," , ; fiir sie 
gilt ein wichtiger Satz. 

Es sei y ein Punkt dieser Mannigfaltigkeit, der kein Doppelpunkt 
der V." , ist; seine quadratische Polare Ves bertihrt die V", in y und 
hat einen von y verschiedenen Doppelpunkt, da sonst die Polarhyperebene 
yon y unbestimmt und y Doppelpunkt wire. Der Schnitt der Vi mit 
der Tangentialhyperebene an die V;" , in y ist daher cine Vax, mit einer 
Doppelgeraden S, und umgekehrt. Andererseits erkennt man aus (2) 
sofort, daB diese V,_, aus den Geraden besteht, die die V", in y drei- 
punktig treffen. Wahrend also die Geraden, die eine Hyperfldche V," , 
in einem allgemeinen Punkt y dreipunktig treffen, eine Var mit emem 
einzigen Doppelpunkt erfiillen, bekommt diese Views eine Doppelgerade S,, 
wenn der Punkt y auf dem Schnitt der V," , mit ihrer Hussz’schen Hyper- 
fldche liegt. Einen derartigen Punkt nennt man einen parabolischen Punkt 


n 
Geraen.. 


Besitzt die V;", keine oo” ” Doppelpunkte, so ist die Mannigfaltig- 


keit ihrer parabolischen Punkte eine V"%?°*” 


17. Mit Hilfe von Uberlegungen, die den fiir Doppelpunkte einer 
Hyperfliche durchgefiihrten (Nr. 14) ganz analog sind, findet man folgendes 
allgemeine Theorem: Ist y ein s-facher Punkt einer V." ,, so sind die 
Polarhyperflichen von y von der Ordnung 1, 2, ..., s—1 unbestimmt. 
Die Polare s“” Ordnung von y ist ein Kegel mit dem Scheitel in y, der 
Tangentialkegel, der aus allen Geraden besteht, die in y die V;" , (s+-1)- 
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punktig treffen. Die Polaren hiherer Ordnung haben in y He falls s-fache 
Punkte und denselben Tangentialkegel wie die V,",. 

Der Tangentialkegel in einem s-fachen Punkt kann auf verschiedene 
Weise ausarten; zerfallt er in s Hyperebenen, so heifSt der Punkt s-planar. 
Hat der Tangentialkegel keine mehrfache Erzeugende, so sprechen wir 
von einem gewdhnlichen s-fachen Punkt. In diesem Fall kann der Tangential- 
kegel sicher nicht zerfallen. 

Ist y ein s-facher Punkt der durch f/=0 gegebenen V," ,, so miissen 
in y alle partiellen Ableitungen 1,27, ..., (s—1)t Ordnung von f 
gleich Null sein, aber nicht alle partiellen Ableitungen s**’’ Ordnung. Aus 
dem Verschwinden aller (s—1)*" Ableitungen folgt aber wegen des 
Evrer’schen Theorems das Verschwinden der Ableitungen (s— 2)t*, 
(s—3B)ter, ..., Qter, itr Ordnung sowie f=0. Man erkennt sofort, dab 
die Bedingung, dafi eine V;" , einen Punkt zum s-fachen Punkt habe, 
ae eons ‘| = ie ra | = tai eu ‘| linearen Bedingungen dqui- 

s—1. cet r 

valent ist. Eliminieren wir hieraus die Koordinaten des s-fachen Punktes, 


so folgt, daB die Bedingung, dap} eine V;" , tiberhaupt einen, nicht weiter 


é —1 : 
bestimmten s-fachen Punkt habe, oe )-r nicht linearen Bedingungen 


dquivalent ist. Da diese Anzahl >0 ist, hat eine allgemeine Vea deren 
Gleichung also allgemeine Koeffizienten hat, keinen mehrfachen Punkt; eine 
Aussage, deren Umkehrung offenbar nicht zutrifft™). 


18. Damit vorstehende Schliisse in aller Strenge gelten, haben wir 
noch den Nachweis zu erbringen, da die ia ae | linearen Bedingungen, 
r 


die erfiillt sein miissen, wenn eine Ves einen s-fachen Punkt in einem 


gegebenen Punkt y hat, auch linear unabhdngig sind. 

Wir erkennen das am einfachsten, wenn wir die V;’ , auf ein Grund- 
eck beziehen, von dem etwa die Ecke A, mit den Koordinaten 1, 0, 0, ..., 0, 
in den Punkt y fiallt, was iibrigens auch bei der Behandlung anderer 


14) Eine Hyperfliiche ohne mehrfache Punkte kann natiirlich besondere Eigen- 
schaften haben, wie beispielsweise im S, die Diagonalfliiche von CLEBSCH. Zu bemerken 
wire hier, da8 eine als Punktort allgemeine Hyperfliiche nicht allgemein ist, wenn wir 
sie als Einhiillende ihrer Tangentialhyperebenen ansehen, sobald ihre Ordnung n > 2 
ist und da® ebenso die duale Aussage gilt. Andernfalls hiitte die Hyperfliiche wegen 
des obigen und des dazu dualen Satzes weder mehrfache Punkte noch mehrfache 
Tangentialhyperebenen. Ist also m, baw. n’ Ordnung und Klasse der Hyperfliche, so 
gelten zufolge der Nr. 23 zugleich die Relationen 


n' =n(n—1)~", n=n' (n'—1)"* 


die miteinander nur vertriglich sind, wenn » = n'= 2 ist. 
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Bary . : - : n E 
Probleme zweckmiiBig ist. Die Gleichung der V ,, nach Potenzen yon 2, 


ceordnet sel n n-1 
to] ) A | fe » | = 
Uy Ly ty te ese et u,, =, 


| | 


worin die wu; Formen #** Ordnung in den Veriinderlichen a, x2, ..-, #, sind. 
Damit Ap ein s-facher Punkt ist, ist notwendig und hinreichend, dab 
Uo, Ut, «++, Ue-1 identiseh verschwinden, so daB sich obige Gleichung auf 


ns | n—s-1 | os 

U,L, +U,4,% +..-+4u, =0 
reduziert; das gilt auch im Fall s=1. Um uns davon zu iiberzeugen, 
haben wir das allgemeine Theorem der Nr. 17 anzuwenden oder aber wir 
setzen in die Gleichung der Hyperfliiche die Koordinaten A: W212 Wo: ... 1 [bp 


A 


. is Kh . an . 
eines {durch Anderung yon auf einer Geraden durch Ao variablen 
LL 
WW, 


Punktes ein; die so entstehende Gleichung in — muB8 die s-fache Wurzel 
LL 


co haben und daher miissen alle Glieder fehlen, die in a von héherem 
als (n—s)*™ Grade sind. Abnlich findet man, da8 uv,=0 den Tangential- 
kegel an die V"_, in A, darstellt. 

Die Existenz des s-fachen Punktes in Ao folgt also aus dem Ver- 


; ly+s—I1)\\ pope ; 
schwinden der | nas Koeffizienten der Formen wo, w1, .--, Us—1, die 


vollkommen willkiirlich gewa&hlt werden kénnen. Daraus folgt aber gerade 
unsere Behauptung. 


19. Wir betrachten eine V" , mit einem (n—2)-fachen Punkt y; alle 
Polaren von y bis zur Ordnung »—3 sind dann unbestimmt, die Polare 
(n —2)** Ordnung ist der Tangentialkegel in y und die Polare (n— 1)* 
Ordnung ist ein Monoid mit dem (mn —2)-fachen Punkt y. Eine Gerade 


durch y schneidet die V", in zwei weiteren Punkten, die wegen (2) durch 


(na) BATA (1) AOI, +e = 0 


gegeben sind. Liegt der Punkt 2 auf dem erwihnten Monoid AY F,=9, 


A 


4 Pe: 3 : : " 
so erhalten wir fiir — zwei Werte, die sich nur durch das Vorzeichen 
uw 


unterscheiden. Die Polare (n—1)* Ordnmg eines (n— 2)- -fachen Punktes 
y einer V," , ist also der Ort der Punkte, die 2u y beziiglich der beiden 
Schnittpunkte einer beliebigen Geraden durch y mit der V" , harmonisch 
konjugiert sind. 

Trifft insbesondere eine allgemeine Erzeugende des Tangentialkegels 
die V;", im (m — 2)-fachen Punkt n-punktig, so kénnen wir aus der obigen 
Gleichung schlieBen, daB A?” un ein Teiler yon A” af sein muB8 und um- 
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gekehrt. Der Tangentialkegel ist dann Bestandteil der Polaren (nm — 1) 
Ordnung, wie auch aus obigem Satz folgt, da dann auf den Erzeugenden 
des Kegels die harmonisch konjugierten Punkte unbestimmt sind. Diese 
Polare (x — 1)** Ordnung besteht also aus dem Kegel und einer Hyperebene, 
die nicht durch den (n— 2)-fachen Punkt hindurehgehen kann; es wiire ja 
sonst die Polare (m2 — 2)" Ordnung dieses Punktes, der dann (m — 1)-facher 
Punkt der Polare (2 —1)" Ordnung wiire, unbestimmt und der Punkt 
ein (vn —1)-facher Punkt der V,"_,. Die eben erwihnte Hyperebene kann 
man als harmonische Hyperebene des betrachteten (m — 2)-fachen Punktes 
bezeichnen; sie ist ja (zusammen mit dem Tangentialkegel) der Ort der 
obigen harmonisch konjugierten Punkte. 

Ist n=3 und hat ein einfacher Punkt y einer Vans die obige Eigen- 
schaft, niimlich daf eine allgemeine Gerade der Tangentialhyperebene 
durch y die Woes dreipunktig trifft, so besteht die quadratische Polare aus 
der Tangentialhyperebene und der harmonischen Hyperebene. Der Schnitt 
der salen mit der Tangentialhyperebene ist ein Kegel dritter Ordnung mit 
dem Scheitel in y; im Fall + =3 reduziert er sich auf drei Gerade durch y. 
Ist » = 2 und betrachten wir einen Wendepunkt einer ebenen Kurve dritter 
Ordnung, so besteht sein Polarkegelschnitt aus der Wendetangente und 
der harmonischen Polaren des Wendepunktes. 


20. Es sei y ein s-facher Punkt einer V7," ,. Die Polare s‘* Ordnung 
V_, von y ist ein Kegel mit dem Scheitel in y und die Polare (s+ 1)" 
Ordnung adi eine Hyperfliiche mit einem s-fachen Punkt in y oder ein 
Monoid, welches wie die V;, in y die V;_, zum Tangentialkegel hat 
(Nr. 17). Verbindet man also y mit einem Punkt, der dem Kegel und dem 
Monoid gemeinsam ist, so erhailt man einen S;, der ebenfalls beiden an- 
gehort, da er ja das Monoid in y schon (s + 1)-punktig trifft. Ein solcher S; 
trifft die V;" , in y aber (s-- 2)-punktig, denn ist 2 ein Punkt des S,, so 


beginnt die Entwicklung (2) jetzt 


n m—-8-2 st2 pst2 p 
Gane pe a fA = 0: 

Beachten wir daher, daB die V,, und VES sich in einer noe sehneiden 
und da8 sie auch Polaren von y beziiglich aller Polaren von y von hoherer 
als (s-+-1)" Ordnung sind, so folgt, daB die Geraden, die eine V., in 
einem s-fachen Punkt y derselben (s+-2)-punktig treffen, eine Mannig- 
Jaltigkeit Via erfiillen, die der Schnitt der Polaren s” und (s+1)” 
Ordnung von y ist, und dab diese Geraden alle Polaren hiherer als 
(s +1) Ordnung von y gleichfalls (s+-2)-punktig treffen. 

In analoger Weise schlie8t man, daS der Schnitt V2°'?°? dieser 


rn 
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yeS*) mit der Polaren (s-+2)"" Ordnung von y von den S, gebildet 


wird, die die V" , in y gerade (s+ 3)-punktig treffen. Fihrt man so fort, 
so gelangt man zum Beweis des Satzes, dal die Geraden, die eine Vie 
in einem s-fachen Punkt y derselben (s +-i)-punktig treffen, eine Mannig faltig- 
Writ Ve oe G+) o> fillen, die der Schnitt der Polaren s“,(s+-1), ..., 
(s+i—1)” Ordnung von y ist, und daB diese Geraden alle Polaren von 
hiherer als (s+-i—1)*" Ordnung von y gleichfalls (s+-i)-punktig treffen. 
Es gibt also co” ‘~! solehe Geraden, so daBi<r—1 sein mul. Bestimmen 
wir 7 so, daB s+i=n-+1 ist — und das ist wegen obiger Ungleichung 
modglich, wenn r>n—s-+ 2 ist — so findet man, dab die Geraden durch den 
s-fachen Punkt, die der V"_ , angehiren, eine Mannigfaltigkeit Vee ay ate: 
bilden, die der Schnitt aller Polaren von hoherer als s*" Ordnung ist. Ist 
die V."., ein Monoid, so erfiillen diese Geraden eine eee 

Diese Beziechungen gelten auch im Falle s=1; der Fall «= 2 wurde 
zu einem anderen Zweck bereits in Nr. 16 betrachtet. Ist r>n-+1, so 
bilden die Geraden einer V;"_, durch einen einfachen Punkt derselben eine 
vie @"0". es sind insbesondere 1.2. ... (n —1)n Gerade, wenn r=n-+1 
ist *°), 

Ist der Punkt y die Ecke A, des Grundeckes und also die Gleichung 
der Hyperfliiche die in Nr. 18 angegebene, so ist der Ort der S,, die in A, 
die Hyperfliche (s -+-7)-punktig treffen, dargestellt durch wu, = 0, ws+1=0, . 
Ui, 0. 


r—-2 


sy 


21. Wir betrachten die Geraden durch einen allgemeinen Punkt P 
des S, die eine V,", (¢-+1)-punktig treffen oder sie, wie man auch sagt, 
von v* Ordnung bertihren. Der Ort dieser Punkte liegt in der 1", 2%", ..., if" 
Polaren von P und ist daher eine Vowae ates) Vag folgt unmittelbar aus 
Nr. 20, wo wir ja bewiesen haben, da8 ein Punkt P einer Geraden PX, 
die die V."., im Punkt X gerade (i+ 1)-punktig trifft, in der (n—1)™, 
(m — 2)", ..., (n—i)*™ Polaren von X liegt; daraus folgt aber wegen 
des Saizes der Reziprozitit, da} X in der 1%", 2, ..., 2™ Polaren vou 
P liegt und umgekehrt. Hat die Hyperfliiche V;"., mehrfache Mannigfaltig- 
keiten von einer Vielfachheit >i-+-1, so sind diese Teile des betrachteten 
Ortes. Liegt der Punkt P auf der Hyperfliiche, so haben seine Polaren 
in P dieselbe Tangentialhyperebene oder denselben Tangentialkegel; der 
Ort selbst hat P daher zum mehrfachen Punkt. 


**) Ein bemerkenswertes Beispiel erhilt man fiir » = 4, n = 3. Vgl. Fano, Sul 
sistema Oo” di rette contenute in una varieta cubica generale di S, [Rend. della R. 
Acead. di Torino, 89 (1904)]. Die sechs Geraden durch einen Punkt der V; liegen auf 


einem Kegel zweiter Ordnung, dem Schnitt der Tangentialhyperebene mit der quadratischen 
Polaren des Punktes. 
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Ist 2=1, so folgt, da8 der Ort der Beriihrungspunkte der Tangenten 
aus einem Punkt P im allgemeinen eine V""~” ist, namlich der Sehnitt 
der V", mit der ersten Polaren von P. In dieser Mannigfaltigkeit sind 
dann alle anderen Orter mit i 1 enthalten. Die v7") ist gugleich der 
Ort der Beriihrungspunkte der Tangentialhyperebenen an die V7" , durch P. 
Projiziert man die V;""~*’ aus P, so erhiilt man einen Kegel, der im allge- 


meinen von der Ordnung »(m— 1) ist und den man der V ” , umschrieben nennt. 


22. Haben + Hyperfliichen einen Punkt y beziehungsweise zum s,-, 
Sx, ..., S-fachen Punkt, so kann man beweisen’’), daB der Punkt y 
mindestens sy 82... 8s, von den Schnittpunkten der r Hyperflichen absorbiert; 
und zwar ist diese Anzahl genau, wenn die r Hyperfldéchen in y keine gemein- 
samen Tangenten haben, d.h. wenn ihre Tangentialkegel keine gemeinsamen 
Erzeugenden haben. Man sagt dann, daB die Hyperfldchen in y den einfachen 
Fall darstellen. 

Daraus folgt, daB der Schnitt V,-; von & (<r) Hyperflachen, die einen 
Punkt y beziehungsweise zum s;-, so, ... s;-fachen Punkt haben, von einem 
(r —k allgemeinen Hyperebenen gemeinsamen) allgemeinen S; durch y so 
getroffen wird, daf mindestens s; sz... s;, von den Schnittpunkten in y 
zusammenfallen. Die V,-; hat daher*') den Punkt y mindestens zum 
$152... S;-fachen Punkt; und zwar ist diese Anzahl genau, wenn die Tangential- 
kegel in y keinen Kegel von der Dimension r—k-+1 gemeinsam haben; 
betrachtet man den letzteren Kegel als Gesamtheit von S,, so ist seine 
Dimension »—k. Auch hier sagt man dann, dal die k Hyperfldchen in y 

den einfachen Fall darstellen. 


23. Wir betrachten nun eine von mehrfachen Punkten freie V," , und 
bestimmen ihre Klasse, d.h. die Anzahl ihrer Tangentialhyperebenen, die 
durch einen allgemeinen S,-2 hindurehgehen**). Es seien P1, Po, ..., P,-1 
ry —1 unabhingige Punkte des S,-2. Wegen der Beziehung in Nr. 21, letzter 
Absatz, liegen die Beriihrungspunkte der Tangentialhyperebenen durch den 
S,-2 im Schnitt der V;" , mit den ersten Polaren der Punkte Pi, Ps, ..., P,-1. 
Die Klasse einer von mehrfachen Punkten freien V,", ist daher gleich 
Wii 1, 


16) Hinen algebraischen Beweis gab BERZOLARI, Sulle intersezioni di tre superficie 
algebriche (Annali di Matem., 24, 1896). 


17) Vel. Kapitel IX, Nr. 3. 


8) Dem Dualitiitsgesetz entsprechend haben wir neben den Ortern von Punkten 
auch die Hinhiillenden von Hyperebenen zu betrachten. Fiir diese ist die Klasse der 
zur Ordnung duale Begriff; es gelten dann die zu den angefiihrten korrelativen 
Beziehungen. 
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Hat die V"., jedoch mehrfache Punkte, so haben wir jedenfalls eine 
Anderung dieser Anzahl vorzunehmen. 

Vor allem bemerken wir, da jede Hyperebene durch einen s-fachen 
(s >1) Punkt y einer V." , als Tangentialhyperebene in y angesehen werden 
kann, da ja die Geraden der Hyperebene durch y die V,", hier mindestens 
zweipunktig treffen, was mit der Tatsache tibereinstimmt, daS die erste 
Polare eines beliebigen Punktes des S, durch y hindurehgeht (Nr. 24). Sieht 
man diesen Fall als Grenzfall des allgemeinen an, so fillt eine gewisse 
Anzahl der Tangentialhyperebenen der V7," , aus einem allgemeinen S,-2 
in den S,-1=yS,-2, so dab diese Hyperebene eine mehrfache Lisung ist. 

Fiir gewohnlich pflegt man aber als Tangentialhyperebenen in einem 
s-fachen Punkt einer V’;" , nur jene zu bezeichnen, die den Tangentialkegel 
dort beriihren, so daB die erwiihnte mehrfache Lisung wegfallt. Dann wird 
durch die Anwesenheit des s-fachen Punktes die Klasse vermindert, und 
zwar genau um die Vielfachheit der mehrfachen Liésung, also um die Anzahl 
der im s-fachen Punkt zusammenfallenden Schnittpunkte der V," , und der 
ersten Polaren allgemeiner »—1 Punkte. 


i 


24. Es sei der s-fache Punkt y der V,", die Ecke A, des Grundeckes. 
Dann hat (Nr. 18) die Gleichung der Hyperfliche das Aussehen 


n-s 


U,% +-:-tu,=9; 


die Gleichung der ersten Polaren eines allgemeinen Punktes 2 wird daher 


2 Us 0 Us ou n-8 
24 a 1 2p = Nn Ee ey ao ere 0) 
| oxy 2 xe Cia 
wo der Koeffizient von 2,“ nicht verschwinden kann, denn da ¢ allgemein 
angenommen ist, miiBte sonst w, identisch Null sein. Diese erste Polare 
hat somit im s-fachen Punkt Ao der V"., einen (s—1)-fachen Punkt. 


Chea | 


Der Tangentialkegel an die erste Polare in Ao hat die Gleichung 


Dus ou, ou, 
1 | 22 g aiante er = == (I). 
ox Eye ! o 2, 


Betrachtet man diesen in der Geometrie des Bundes do, so erkennt man 
sofort, daf er die erste Polare der Geraden Ay 2 beziiglich des Tangential- 
kegels an die V," , in A, ist. 

Wir betrachten nun die ersten Polaren von 7 —1 unabhingigen Punkten 
P,, Po,..., P,-1 eines allgemeinen S, -2; jede von ihnen hat im s-fachen Punkt y 
der V."., einen (s—1)-fachen Punkt. Haben die r—1 Tangentialkegel 
an diese ersten Polaren in y eine Erzeugende S; mit dem Tangential- 
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kegel an die V.", im selben Punkte gemeinsam, so bertihrt die Polar- 
hyperebene des S, beziiglich des letzteren Kegels denselben lings des S, 
und ferner enthilt diese Hyperebene wegen der eben bewiesenen Beziehung 
und wegen des Satzes der Reziprozitiit (Nr. 10) die Geraden y Pi, y Ps, ...,y Pr—1 
und daher auch den S,—2; das kann aber nicht der Fall sein, da der S,-» dann, 
obwohl er allgemein angenommen war, in einer Tangentialhyperebene des 
die V;" , in y beriihrenden Kegels liegen miiSte. Es wiire nur noch méglich, 
daB die Polarhyperebene der erwiihnten Erzeugenden beziiglich dieses Kegels 
unbestimmt, also die Erzeugende selbst eine Doppelgerade des Kegels ist. 
Schlieben wir diese Méglichkeit aus, setzen wir also den s-fachen Punkt y als 
gewohnlichen s-fachen Punkt voraus (Nr. 17), so sehneiden sich die Polar- 
hyperfliichen in y gerade in. s(s—1)’~1 Punkten (Nr. 22); daher vermindert ein 
gewohnlicher s-facher Punkt die Klasse einer V"_, um s(s-- 1) * Einheiten. 
In jedem anderen Fall ist die Verminderung gréfSer als diese Zahl. 


25. Die bisher erliuterten Beziehungen wollen wir nun verwenden, 
um eine bemerkenswerte Hyperfliiche des S, zu studieren. Wir wollen 
dabei der Kiirze halber inzident nennen: zwei Gerade mit gemeinsamem 
Punkt, die also in einer Ebene liegen; zwei Ebenen mit gemeinsamer 
Geraden, die also in einer Hyperebene liegen und schlieBlich eine Gerade 
und eine Ebene, die sich in einem Punkt treffen und also gleichfalls in 
einer Hyperebene liegen. | 

Es seien a, 6B, y und 8 vier Ebenen des S,, die sich zu je zweien 
in sechs Punkten treffen, von denen keine drei in gerader Linie liegen”®). 
Der Ort der ~* Geraden, die mit den vier Ebenen inzident sind, ist eine 
Hyperfldche ve von dritter Ordnung. Projizieren wir nimlich eine all- 
gemeine Punktreihe ry aus den drei Ebenen a, B und y auf die vierte 4, 
so ergeben sich in letzterer drei Strahlenbiischel mit den Scheiteln a, 
BS und yd, die aufeinander projektiv bezogen sind. Unsere Behauptung 
folet nun daraus, daf8 in 6 im allgemeinen drei Punkte existieren — 
nimlich die gemeinsamen Punkte der drei Kegelschnitte, die von den 
drei projektiven Biischeln zu je zweien erzeugt werden — so daf in 
jedem dieser drei Punkte drei entsprechende Strahlen der drei Biischel 
zusammentretten. Zugleich folgt daraus, da’ die Geraden, die mit drei 
Ebenen o, B und y und einer Geraden r inzident sind, eine kubische 
Regelfliiche bilden. 


9) Solcherart sind vier allgemeine Ebenen des S,; denn wiiren etwa die Punkte 
«5, 65 und y4 in gerader Linie gelegen, so giibe es anstatt co® nur oo® Ebenen 4, 
weil diesen dann die Bedingung auferlegt wiire, die Ebenen a, 6, y in drei Punkten 
einer Geraden zu treffen. Sind weitere drei Punkte in gerader Linie, so werden mindestens 
zwei der vier Ebenen inzident. 


Bertini, Geometrie. 13 
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In dem zuvor ausgeschlossenen Fall, daf etwa die drei Punkte «64, 
65 und yd in einer Geraden g liegen, ergibt sich gleichfalls eine V,,die 
g zur Doppelgeraden hat; denn wiihlen wir 7 mit g inzident, so werden die 
drei erwihnten Biischel perspektiv und infolgedessen gibt es eine einzige, 
von g yerschiedene Gerade, die mit » und den vier Ebenen inzident ist. 


26. Eine fundamentale Eigenschaft unserer i ergibt sich aus 
folzendem Satz iiber die Inzidenz von Geraden und Ebenen des 8,: 
Sind a, B, y und 5 vier Ebenen, die sich zu je zweien im sechs Punkten 
schneiden, von denen keine drei in einer Geraden legen, so treffen die mit 
a, B, y und 3 inzidenten Geraden noch eine fiinfte Ebene”). 

Zum Beweis betrachten wir den Komplex der oo* Geraden, die etwa 
mit a, 6 und y inzident sind. Durch einen Pinkt P geht ene einzige 
Gerade, niimlich der Schnitt der Hyperebenen oP, BP und y P; eine 
Ausnahme bilden dabei nur die Punkte der Ebenen a, B, y und der 
durch die Punkte aB, ay und By bestimmten, mit a, B und y inzidenten 
Ebene 8’. Durch jeden Punkt von a, 6 und y geht ein Biischel, durch 
die Punkte «6, ay und By insbesondere ein Biindel von Strahlen des 
Systems, wiihrend die Ebene 6’ ganz aus solchen besteht. 

Wir projizieren nun diesen Komplex aus einem Punkt P von 8’ auf 
einen S3; wir erhalten in diesem Raum dann einen linearen Komplex, da ein 
S; durch P yom urspriinglichen Komplex die Schar von Geraden enthiilt, 
die mit den drei Geraden S;,a, S,B, S;y inzident ist und der auch die 
Gerade 8,5’ angehirt; diese Schar wird also in ein Biischel projiziert. 
Wir kénnen auch eine Gerade r durch P betrachten; die Geraden des 
urspriinglichen Komplexes, die mit x inzident sind, bilden eine quadratische 
Regelschar, die dem S; durch zwei ihrer Geraden angehort und mit 6’ 
zusammen die kubische Regelflache der Nr. 25 bildet; diese Regelschar 
wird daher gleichfalls in ein Biischel projiziert, dessen Scheitel der Schnitt- 
punkt S37 ist. Die Strahlen des Komplexes durch einen Punkt oder in 
einer Ebene des §; bilden also ein Strahlenbiischel, der Komplex selbst 
ist also (Kapitel VI, Nr. 22) linear. 

Wir bezeichnen nun mit a’, B’, y’ und 8 (letztere wurde bereits 
eingefiihrt) die vier Ebenen, die bezichungsweise mit B,y,8; y,5,a; 5,a,B 
und «@,6,y inzident sind und projizieren das System der mit a,B,y und 5 
inzidenten Geraden etwa aus dem Punkt 698’ auf einen S3. Als Projektion 
erhalten wir ein Geradensystem, das in dem linearen Komplex. enthalten 
ist, der die Projektion des Komplexes der mit o, § und y inzidenten 
Geraden ist; die Geraden des Systems sind mit der Geraden 5, inzident, 
in der 5 den S} trifft. Es handelt sich also um eine lineare Kongruenz 


*) Vgl. SEGRE, Alcune considerazioni elementari ... (Rendiconti di Palermo 2, 1888). 
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mit der einen Leitgeraden 5,. Ist ©, die zweite Leitgerade, so gibt sie, 
aus dem Punkt 59’ projiziert, eine Ebene «, die offenbar yon allen 
‘Geraden des betrachteten Systems getroffen wird. Diese Ebene © ist sicher 
von 6 verschieden, denn wenn 8 und ¢ und daher auch 5, und ¢, zusammen- 
fielen, so wiire die erwihnte lineare Kongruenz speziell und die einzige 
Leitgerade 5,=¢ gehorte ihr an (vgl. Kapitel VI, Nr. 23). In 8 giibe es 
dann eine Gerade, die a, B und y trifft, d.h. die drei Punkte a5, 65 
und y5 miiBten gegen unsere Voraussetzung auf einer Geraden liegen. 
Ebenso ist © von @ (und aus analogen Griinden auch von 6 und y) ver- 
schieden; denn ginge @ durch den Punkt 595’, so miiBten auf der Geraden 
a8 die drei Punkte a5, a6 und ay liegen. Damit ist der Satz bewiesen- 

Fiir das Folgende sei noch bemerkt, daB8 in der Ebene ¢ keine Gerade 
unseres Systems liegen kann, weil sonst ©, der erwihnten linearen Kon- 
gruenz des S; angehéren wiirde; diese wiire dann speziell, und da® das 
nicht der Fall sein kann, haben wir bereits gesehen. 


27. Die vorstehende Beziehung wird noch durch die Bemerkung 
veryollstiindigt, daB die Ebene ¢ aufser durch den Punkt 50’ auch durch 
die Punkte aa’, BB’ und yy" geht und die einzige Ebene ist, die von allen 
mit a, B, y und 8 inzidenten Geraden getroffen wird. Betrachten wir 
namlich einen Ss, der durch keine dieser vier Ebenen geht und eine 
Schar yon mit ihnen inzidenten Geraden enthalt. Dieser Schar gehort 
auch die Schnittgerade des 8; mit 0’ an, die also 6 treffen mu8; daher ent- 
halt der S; den Punkt 595’ und aus analogen Griinden auch die Punkte 
aa’, BB’ und yy’. Aber diese Eigenschaft hat jeder ¢ enthaltende S;; 
denn sind a, 6, ¢ undd seine Sehnittgeraden mit o, B, y und 9; so muB 
eine Gerade unseres Systems durch irgend einen Punkt etwa von d die 
Ebenen o@, 6 und y und daher auch « treffen, also im S; liegen und auch 
a, b und ¢ schneiden; die Ebene « geht daher durch die vier Punkte aa’, 
BB’, yy’, 58 und kann durch Projektion aus aa’, BB’ oder yy’ eben- 
sogut erhalten werden wie durch Projektion aus 596’, wie es in der 
vorhergehenden Nummer geschah. Hinzugefiigt sei, dafi keine drei dieser 
vier Punkte in gerader Linie liegen; denn wire das ftir ein Tripel von 
ihnen der Fall, so miiSten wegen der Allgemeinheit von a, B, y und 5 
auch die anderen drei Tripel und daher alle vier Punkte in einer Geraden 
liegen; das ist aber unmdglich, da diese mit a, B, y und 56 inzidente 
Gerade unserem System angehiren und zugleich in ¢ liegen wiirde (vgl. 
den letzten Absatz der vorhergehenden Nummer). Daraus ergibt sich auch, 
da8 es auBer ¢ keine weitere mit allen Geraden unseres Systems inzidente 
Ebene geben kann, da eine solche wegen vorstehender Uberlegung gleich- 
falls die vier Punkte aa’, BB’, yy’ und 59’ enthalten miiBte. SchlieBlich 

UB 
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folet, daB von den vier Punkten, in denen ¢ die Ebenen a, B, y und 8 
trifit, keine drei einer Geraden angehiren kénnen™*). 

Erwiihnt sei noch, daB jede der vier Ebenen a’, B’, y’ und 98’ ein 
Biischel von Geraden unseres Systems enthilt, nimlich das Biischel, dessen 
Scheitel beziehungsweise aa’, BB’, yy’, 59’ ist, da siimtliche Geraden etwa 
yon @ mit 6, y und 46 inzident sind, weshalb diejenigen von ihnen, die 
auch @ treffen, ein Biischel mit dem Scheitel aa’ =ae bilden. 


28. Die Beziehungen zwischen den sogenannten assoziierten Hbenen 
a, B, y, 8 und « sind durchaus symmetrisch, jede von ihnen ist dadurch 
bestimmt, daB sie siimiliche mit den vier anderen inzidenten Geraden trifft. 


Es ergeben sich also neben den vier Ebenen a’, B’, y’ und 9’, die 


beziehungsweise durch y$, 58, By, ea; y5, 5a, ay, eB; ... hindureh- 
gehen, sechs weitere Ebenen, die analogen Bedingungen geniigen, also 
bezichungsweise durch ae, ¢6, Ba, yd; Be, ey, yB, ad; ... hindurch- 


gehen; das sind im ganzen zehn Ebenen, von denen jede vier der zehn Schnitt- 
punkte von a, B, y, 5 und ¢ enthilt. Jede von diesen zehn Ebenen enthalt ein 
Biischel von Geraden unseres Systems (vgl. den letzten Absatz der vorher- 
gehenden Nummer). Fiigen wir zu diesen noch die fiinf Ebenen a, B, y, 
5 und € hinzu, deren jede gleichfalls vier von den zehn Punkten, nimlich die 
Schnittpunkte mit den vier iibrigen enthalt, so erhalten wir eine Konfiguration 
yon zehn Punkten und fiinfzehn Ebenen, so daB in jeder Ebene vier Punkte 
liegen und durch jeden Punkt sechs Ebenen gehen. Das folgt sofort aus der 
angegebenen Beziehungsweise der Ebenen; so gehen zum Beispiel durch den 
Punkt «f die sechs Ebenen a, B, y’, 8’, (ae, eB, Ba, 79), (v4, d¢, ey, a B)*). 

Bezeichnen wir die zehn Punkte af, ae, ad, de, yd, ye, ay, By, 
65, Be baw. mit 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 und verteilen wir die fiinfzehn 
Ebenen in die folgenden sechs Quintupel: 


1) 0126, 0789, 4567, 2348, 1359 
2) 0345, 0789, 1237, 1568, 2469 
3) 0258, 0149, 1237, 4567, 3689 
4) 0367, 0149, 1568, 2348, 2579 
5) 0367, 0258, 2469, 1359, 1478 
6) 0345, 0126, 1478, 2579, 3689. 


**) Daf e jede der vier Ebenen o, 6. y und’ in einem Punkt trifft, ist klar, da 
sie diese ja sonst in vier Geraden schneiden miiSte, deren jede drei der den vier 
Ebenen gemeinsamen Punkte enthielte. ; 

*2) Hinsichtlich dieser Konfiguration und mancherlei weiterer Eigenschaften ver- 
gleiche die Abhandlungen I und II von BERZOLARI unter dem Titel: Sulla varieta 
cubica con diect punti doppi dello spazio a quattre dimensioni e sulla configurazione 
di quindicr cerchi dello spazio ordinario studiata dallo SrrpHANos (Rend. Accad. Lincei, 
25 (5), 1917), wo sich auch weitere bibliographische Hinweise finden. 
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Das erste Quintupel ist das, von welchem wir ausgegangen sind, naimlich 
a, B, y, 5, ©; die tibrigen haben Eigensechaften, die den fiir dieses 
bewiesenen vollkommen entsprechen. Betrachten wir etwa die ersten vier 
Ebenen des zweiten Quintupels, so sind die Ebenen 0367, 0258, 1359 
und 1478 mit je drei von ihnen inzident; sie treffen beziehungsweise 
1568, 1237, 0789 und 0345 in Punkten der fiinften Ebene 2469, die also 
von allen mit den vier ersten Ebenen inzidenten Geraden getroffen wird. 

Zwei Quintupel haben eine Ebene gemeinsam, und umgekehrt kommt 
jede Ebene in zwei Quintupeln vor und ist mit den acht anderen Ebenen 
der beiden Quintupel nicht inzident, wohl aber mit den sechs tibrigen 
Ebenen~®). 


29. Die Hyperfliiche V; (Nr. 25), der Ort der mit a, B, y, 5 und « 
inzidenten Geraden, enthdlt alle fiinfzehn angegebenen Ebenen (Nr. 28); 
infolgedessen enthilt sie sechs verschiedene Systeme von co” Geraden, die den sechs 
obigen Quintupeln entsprechen; jedes solche System besteht aus den mit den 
Ebenen eines solchen Quintupels inzidenten Geraden. Die Punkte 0, 1,..., 9 
sind zehn Doppelpunkte der Ve, die daher von vierter Klasse ist (Nr. 23 
und 24) und die griéStmbgliche Anzahl von Doppelpunkten besitzt. Hinzu- 
gefiigt sei noch, daf eine der fiinfzehn Ebenen, da sie ja zweien der sechs 
Quintupel angehért, von simtlichen Geraden zweier Systeme getroffen wird, 
von jedem der vier tibrigen Systeme dagegen ein Strahlenbiischel, im 
ganzen also vier solche enthilt, deren Scheitel die vier in der Ebene 
gelegenen Doppelpunkte sind. 

Durch jeden Punkt der V; gehen sechs Gerade, je eine aus jedem 
der sechs Systeme. Es sind das die sechs Schnittgeraden der Ve mit dem 
quadratischen Kegel, der der Polarhyperebene und der quadratischen Polaren 
des Punktes gemeinsam ist (Nr. 20). Es kann daher auf der ie auBer den 
Geraden der sechs Systeme und den in den fiinfzehn Ebenen enthaltenen 
keine weiteren Geraden geben. Die sechs Ebenen durch einen Doppel- 
punkt sind ja ebenfalls der vollstindige Schnitt der V; mit dem Tangential- 
kegel im Doppelpunkt. 

Bemerkt sei, daB unsere Hyperfldche dadurch vollkommen bestimmt ist, 
dafi sie von dritter Ordnung ist und zehn Doppelpunkte besitzt: Ist V eine 
soleche Hyperfliche, so hat der Kegel sechster Ordnung, der aus den Geraden 
durch einen der Doppelpunkte, etwa 0, besteht und Schnitt der V mit der 
quadratischen Polaren von 0 ist, die neun Geraden O1, 02, ..., 09 zu 
Doppelgeraden, die 0 mit den anderen Doppelpunkten 1, 2, ..., 9 ver- 


3) Vel. SEGRE, Sulla varieta cubica con dieci punti doppi (Atti dell’Acead. di 
Torino 22, 1887) und Sulle varieta cubiche ... (Memorie dell’Accad. di Torino 39 (2). 
1888). 
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binden. Durch Schnitt mit einem allgemeinen S, erhalten wir eine Kurve 
sechster Ordnung mit neun Doppelpunkten. Man erkennt leicht, ectwa 
mittels stereographischer Projektion der Pe auf der diese Kurve gelegen 
ist, daB sie aus sechs Geraden dieser V, besteht, von denen drei der einen 
und drei der anderen Schar angehéren. Es folgt, daB V sechs Ebenen 
durch 0 (und ebensoviele durch jeden anderen Doppelpunkt) enthilt; in 
jeder dieser Ebenen liegen drei weitere Doppelpunkte und sie lassen sich 
in sechs Paaren nicht inzidenter Ebenen anordnen. Die Tangentialhyper- 
ebene in einem Punkt von V enthilt sechs Gerade von V, die je eins 
dieser Ebenenpaare treffen und bei Anderung des Punktes auf V sechs 
verschiedene Systeme beschreiben. Jedes dieser Systeme besteht aus den 
Geraden, die ein Paar nicht inzidenter Ebenen durch jeden der zehn Doppel- 
punkte treffen, also aus den Geraden, die eine Ebene und die vier weiteren 
Ebenen treffen, die durch die vier Doppelpunkte der ersten Ebene gehen und 
mit dieser vier Paare nicht inzidenter Ebenen bilden; es diirfen ja nicht 
irgend zwei dieser vier Ebenen inzident sein, weil V dem S, zugehdrt u. s. w. 

30. Ein S, durch eine der fiinfzehn Ebenen schneidet die Ve auBer- 
dem noch in einer Ve, deren Erzeugende und Leitlinien den beiden 
Systemen angehoren, die den beiden Quintupeln entsprechen, denen die 
Ebene gemeinsam ist; die Geraden des S;, die drei Ebenen eines der 
beiden Quintupel treffen, schneiden ja dann auch die gemeinsame Ebene 
und gehéren dem entsprechenden System an. | 

Ein allgemeiner S, enthilt von jedem System zwei Gerade, namlich 
jene, die die vier Schnittgeraden des S; mit vier Ebenen des entsprechenden 
Quintupels treffen. Diese sechs Geradenpaare stehen in einer einfachen 
Beziehung: eine Gerade 7 eines Paares (77) eines der sechs Systeme 
trifft eine einzige Gerade s eines anderen Paares (ss’) eines zweiten 
Systems und die zweite Gerade r’ des ersten Paares die zweite Gerade 
s’ des zweiten Paares. In der Tat bilden die Geraden des zweiten Systems, 
die durch 7 gehen, eine Regelschar, wie man erkennt, wenn man den S, 
durch x und die gemeinsame Ebene der beiden Quintupel betrachtet; unser 
allgemeiner S; durch 7 enthalt also nur eine einzige Gerade s des zweiten 
Systems, die r schneidet. Dieselbe Uberlegung zeigt, daB die Gerade s’ 
nur von einer einzigen Geraden des ersten Systems getroffen wird, und 
diese kann wegen des eben Gesagten keine andere sein als r’. Ein all- 
gemeiner S, schneidet die V also in einer Flache dritter Ordnung, deren 
27 Gerade die Schnitte des S3; mit den fiinfzehn Ebenen und die ange- 
gebenen sechs Paare sind; die letzteren bilden eine sogenannte Doppelsechs”*). 


*) Uber diese merkwiirdige, von SCHLJFLI entdeckte Konfiguration vgl. STENFORS, 


Die ScHLAILI sche Konfiguration... (Ann. d. Finnischen Akad. d. Wiss., Helsingfors, Ser. 
A, Bd. XVUI, 1922). [D.] 
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31. Die Hyperebenenbiindel, die aus zwei allgemeinen Geraden r und 
r’ eines der sechs Systeme die Geraden eines zweiten Systems projizieren, 
sind projektiv. In der Tat enthilt ein allgemeiner S3 durch 1+, wie wir 
gesehen haben (Nr. 30), eine einzige, nicht durch » gehende Gerade des 
zweiten Systems, die aus 7’ durch einen zweiten, wohlbestimmten S, 
projiziert wird; daraus folgt fiirs erste, da die Korrespondenz zwischen 
den beiden Biindeln ein-eindeutig und algebraisch ist. Lassen wir nun einen 
Ss des ersten Biindels ein Biischel beschreiben, so da8 er sich also um 
einen S, durch r dreht. Dieser S, schneidet die V; auSer in * noch in 
einem Kegelschnitt; die Geraden des zweiten Systems, die diesen Kegel- 
schnitt tretfen, bilden eine kubische Regelfliche, da ein S3; durch den 
S, auBer dem Kegelschnitt noch eine Gerade der Regelfliche enthilt, 
niimlich die Gerade des zweiten Systems, die r nicht, dafiir aber.den Kegel- 
schnitt trifft. Die kubische Regelflaiche trifft 7’ in zwei Punkten; das folgt daraus, 
daf die mit r’ inzidenten Geraden des zweiten Systems eine quadratische . 
Regelfliiche bilden, von der zwei Punkte auf dem S2, und zwar auf dem 
Kegelschnitt liegen, da wegen Nr. 30 die Geraden 7 und r’ nicht yon 
ein und derselben Geraden des zweiten Systems geschnitten werden kinnen. 
Durch diese beiden Punkte von r’ geht ein Kegelschnitt der kubischen 
Regelfliche”’); der S2 dieses Kegelschnittes gibt, mit den Geraden der 
Regelfliche verbunden, die den oben betrachteten S3; entsprechenden Ss, 
die daher ebenso wie jene ein Biischel bilden. Damit ist unsere Behauptung 
bewiesen. Bemerkt sei, daSf vier Paare entsprechender S3 durch die vier 
Ebenen des ersten Quintupels bestimmt werden, die von der auch im zweiten 
Quintupel vorkommenden verschieden sind und je ein Biischel von Geraden 
des zweiten Systems enthalten. 

Daraus ergibt sich nun eine projektive Krzeugung der V; mittels dreier 
projektiver Biindel, die sich durch Projektion der Geraden eines Systems aus 
drei Geraden eines anderen Systems ergeben. Damit drei projektive Biindel, 
deren Kerne drei Gerade sind, umgekehrt eine Ve der betrachteten Art 
erzeugen, miissen vier mit den drei Geraden inzidente Ebenen existieren, 
deren jede mit den drei Geraden drei entsprechende Hyperebenen bestimmt. 


Sind in der Tat Ay Uy Ay Up + Ag Us = 0 


dy + Ag Vo + Ag vg = 0 
Ay W, Ay WW. A, w; = 0 
drei derartige Biindel, so ist 


Uy, U_g Uz 
Oy, Oy Ve laa O 
Wy Woe Ws 


25) Vel. Kapitel XIV, Nr. 13 (r = 4, m= 1). 
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die Gleichung der V;, die somit auch durch die drei projektiven Biindel 


x 
Ly Uy + Hy 0 + My @, = O 
Ly Ua + Hy Vy + My Ws = O 
Ly Us + by 03 + Ms Ww; = O 


erzeugt wird’); daher gehiren die drei Kerne der ersten drei Biindel 
einem System von co mit den erwiihnten vier Ebenen inzidenten Geraden 
an U.S. W. 


32. Die im vorstehenden betrachteten kubischen. Mannigfaltigkeiten V; 
des S, sind projektiv identisch, d.h. sie haben keine absolutenInvarianten. 
Eine solche We ist ja durch vier Ebenen a, B, y und 5 eines Quintupels 
bestimmt, da sie ja der Ort der mit diesen vier Ebenen inzidenten Geraden 
ist. Vier Ebenen, die sich zu je zweien in sechs Punkten schneiden, von 
denen keine drei in gerader Linie stehen, lassen sich aber immer auf 
wohlbestimmte Art und Weise projektiv in vier beliebige andere derartige 
Ebenen transformieren, und zwar mittels der Kollineation, die die beiden 
Gruppen der sechs Schnittpunkte der Ebenen einander zuordnet. Diese 
Kollineation geniigt offenbar allen (Kapitel III, Nr. 13) Bedingungen, denn 
ligen etwa af, ay, a5, By und Bd in einem S,, so gehbrten diesem 8S, 
auch die beiden Ebenen @ und f an, die somit gegen die Voraussetzung 
inzident wiiren. 

Da eine V; durch vier Ebenen bestimmt ist, hingt ihre Gleichung 
von4.6=24 Parancion ab, die durch eine kollineare Transformation mit 
geeignet gewahlten 24 Rueitieiten eliminiert werden kinnen (vgl. Nr. 34). 


*6) Das ist ein spezieller Fall einer allgemeinen Beziehung, die wir spiiter (Kapitel 
XIV. Nr. 23) erliiutern werden. Bemerkt sei hier noch folgendes: Lassen wir die angegebene 
Einschriinkung fallen, betrachten or also drei allgemeine projektive Biindel, so liefert 
die analytische Entwicklung eine V, * mit zwei Geradensystemen von der Art, daS durch 
einen allgemeinen Punkt derselben je eine Gerade jedes Systems geht ad einem dritten 
Geradcusystem, von dem vier Gerade durch einen allgemeinen Punkt der Vas gehen (Nr. 20). 
Diese V, besitzt sechs Doppelpunkte, und zwar sind das die Punkte, in dante sich je drei 
anieprectionde Ebenen der drei Biindel oder, was dasselbe ist, die Punkte, in denen 
sich auBerhalb der gemeiusamen Erzeugenden zwei beliebige der drei kubischen Regel- 
flichen schneiden, die von den drei Biindeln zu je zweien erzeugt werden (Kapitel XIV, 
Nr. 9). Da8 es sechs soleche Punkte gibt, kann man folgendermafen zeigen: Durch 
Projektion einer der beiden kubischen Regelfliichen aus zweien ihrer Punkte A und B 
erhilt man zwei quadratische Kegel, die sich in der kubischen Regelfliiche und in einer 
Ebene durch A B schneiden. Die andere kubische Regelfliiche schneidet den einen Kegel 
auBer in der erwihnten Erzeugenden noch in einer Kurve fiinfter Ordnung, von der, 
wie man sofort erkennt, zwei Punkte auf dieser Erzeugenden und zwei auf der obigen 
Ebene liegen, und die daher auBerdem den zweiten quadratischen Kegel in den sechs 
gesuchten Punkten schneidet. 
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33. Wir wollen nun die kollinearen Transformationen der a in sich auf- 
suchen. Jede solche Transformation wird offenbar eine Permutation der sechs 
Quinttpel zur Folge haben; zwei Kollineationen o und t, die dieselbe Per- 
mutation bewirken, sind identisch; das Produkt ot~! laBt ja jedes Quintupel 
und also auch jede der ftinfzehn Ebenen ungeiindert und ist daher die Identitit. 

Es ergeben sich somit unmittelbar fiinfzehn involutorische kollineare 
Transformationen der V; im sich, die den Transpositionen der sechs Quin- 
tupel entsprechen, also je zwei miteinander vertauschen und die iibrigen 
ungeindert lassen. So muf zum Beispiel die involutorische Kollineation der 
V; in sich mit der Hauptebene 0789 die beiden ersten Quintupel einander 
zuoidnen, so daB die Ebenen 123, 156, 246 und 345 beziehungsweise den 
Ebenen 456, 234, 135 und 126 entsprechen; die Schnittpunkte entsprechender 
Ebenen liegen dabei in der Hauptebene (vgl. das Schema in Nr. 28). Ebenso 
entsprechen einander die Punkte 1 und 4, 2 und 5, 3 und 6, so daB die 
14, 25 und 36 schneidende Gerade 7 Fundamentalgerade der Kollineation 
ist. Umgekehrt ist diese involutorische Kollineation dadurch bestimmt, dab 
yr Fundamentalgerade und (1, 4), (2, 5) und (3, 6) Paare entsprechender 
Punkte sind; die Fundamentalebene geht dann durch die drei Punkte, 
die zu den Schnittpunkten von r mit den Geraden 14, 25 und 36 beziiglich 
der Punktepaare (1, 4), (2, 5) und (3, 6) harmonisch konjugiert sind, und 
zwar ist das gerade die Ebene 0789, da in der involutorischen Kollineation 
die vier obigen Ebenenpaare einander entsprechen und somit die Punkte 
0, 7, 8 und 9 Doppelpunkte sind. Die involutorische Kollineation vertauscht 
offenbar die beiden ersten Quintupel, die die Ebene 0789 gemeinsam haben, 
miteinander und labt die anderen ungeiandert. 

Da jede Permutation aus Transpositionen zusammengesetzt werden 
kann, folgt schlieBlich erstens: Hs gibt 6! kollineare Transformationen 
der V; in sich und xaweitens: Die Gruppe dieser Transformationen ist 


3 
durch die obigen fiinfzehn involutorischen Kollineationen bestimit. 


3 p 
34. Man kann zu der V, des S, auch auf andere Art gelangen; daraus 
ergeben sich weitere bemerkenswerte Higenschaften derselben. Es seien 


Y= 0; Yer 0; y; =9, ine), Ys = 0, Yo = 90 


sechs allgemeine Hyperebenen des S14; zwischen den y; bestehe die 
identische Relation 
(4) + ¥2t+Ys+yst+Ys+Yo=9; 


was man nbtigenfalls mittels geeigneter Proportionalitétsfaktoren erreichen 
kann. Die durch 

3 3 3 3 3 3 
(5) Yi + Yat Ys t+ Yat Ys + Yo = 9 
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definierte Mannigfaltigkeit ist dann gerade unsere ae denn sie besitzt 
(Nr. 29 und 32) zehn Doppelpunkte in den Punkten des S,, von deren 
Koordinaten ¥; drei gleich 1 und die anderen drei gleich —1 sind, wie man 
durch Anwendung der Siitze der Nr. 14 zeigt. Die fiinfzehn Ebenen sind 
offenbar gegeben durch 
A+Y=9, ¥t%=9, Yty¥e=9; 
| A+72=9, Ysty¥s=9, Yt Yo=9; 
ee | A+¥2=0, YstYo=9, Yet Yo=9; 


wir bezeichnen sie beziehungsweise mit (12) (34) (56), (12) (35) (46), 
(12) (36) (45), ... 77). Das aus den sechs Hyperebenen y;=0 gebildete 
Sechsflach steht in einfacher Beziehung zu den fiinfzehn Ebenen (6). Es 
geniigt zu bemerken, da etwa die ‘ersten drei Ebenen (6) in der Hyper- 
ebene y,+y,.=0 ein Dreikant bilden, dessen Scheitel gerade die Ecke 
Y3 = Ys = Ys = Yo =, Y1-+ Yo =O des Sechsflachs darstellt. Die Ebenen (6) 
bilden im ganzen fiinfzehn solche Dreikante, deren Scheitel die Ecken 
des Sechsflachs sind. Jede Wand y;=—0 dieses Sechsflachs enthilt zehn 
Scheitel gleichfalls leicht angebbarer Dreikante u.s.w. Das Sechsflach 
ist kovariant mit der V; verbunden, ebenso das Polarsechseck des Sechs- 
flachs beziiglich der quadratischen Polaren 


2 RR ete nae 28 
YY AYZEYAYI, +6 = 9 a 


35. Mittels vorstehender Formeln aft sich leicht die Existenz der 
oo” Geraden der V,; nachweisen. Gleichung (5) lat sich in der Form 


3 3 3 
5 


YAYet Yt Yet ys tye =(Yi +4 +4) + (Het 4s +Ye) 


schreiben, da die rechte Seite durch (y,+ y.-+ y3)+(yst+Y¥s+y,) teilbar 
ist und wegen (4) somit identisch verschwindet. Also ist auch 


I: + Y2+43—(Y,+42+Ys) =(Ye+Y%s+Yo) —(¥it- Yet Ye) 


*7) Es sei hier erwiihnt, daf diese fiinfzehn Ebenen den vollstiindigen Schnitt 


der Ve mit ihrer HESSE’schen Mannigfaltigkeit 2 -=0 (vgl. Nr. 15) darstellen. 
i 
Auberhalb dieser Ebenen gibt es daher keine parabolischen Punkte der Ve (Nr. 16). 


*®) Vgl. die von CASTELNUOVO, Sulle congruenze del 3° ordine ... {Atti dell’ Ist. 
veneto, 6 (6), 1888] ausgefiihrte Konstruktion des Sechsflachs und Sechsecks aus den 
fiinfzehn Ebenen, sowie die zahlreichen in dieser und der in **) zitierten Abhandlung 
desselben Verfassers angegebenen Beziehungen. 
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oder 


(y+ Yo) (Y Ys) (Yo Ys) =— (yy+ Ys) (Yat Yo) (Y5+ eos 


Daher gehiren die co” Geraden, die sich aus 


| lL (% ae Yo) =— V(y5+ Ys) 
(7) V(Yi+ Ys) = — A(ys+ Yo) 
| A(Yo+ ys) =— (Ys + Ys) : 


durch Variation yon A, wu und v ergeben, der V; an. Bemerkt sei, da 
diese Geraden auch als Schnitte einander entsprechender Hyperebenen der drei 
trilinear verwandten”*) Biischel mit den Achsen (12)‘34) (56), (13) (25) (46) 
und (16) (23) (45) erhalten werden kénnen. 

Wir wollen noch zeigen, da die co” Geraden auBer den drei obigen 
Ebenen noch zwei weitere Ebenen der Ve schneiden. Durch Addition der 
Gleichungen (7) folgt wegen (4) 


i (Y Ys) LL (Ys Ye) Lv(yety,)=90, 


woraus folgt, dafS die Geraden auch die Ebene (15) (24) (36) schneiden; 
multiplizieren wir die erste Gleichung (7) mit A, die zweite mit u und 
die dritte mit v und addieren sie dann, so folgt 


Aw (ys+ ys) + AV (Ys + ys) + HY (Yat Yo) = 9, 
so daB die Geraden also auch noch die Ebene (14) (26) (35) schneiden®”). 


2°) Eine Reihe von Gebilden, deren Elemente ein-eindeutig den Werten gewisser 
Parameter entsprechen, stehen in multilinearer Verwandtschaft, wenn zwischen den 
Parametern eine Relation besteht, die in den Parametern jedes einzelnen Gebildes 
linear ist. Sind die Gebilde einstufig, so ist in einer Gruppe entsprechender Elemente 
eines durch die allgemein vorgegebenen iibrigen bestimmt. Sind k,, k, und k, die 
Parameter in den erwiihnten drei Hyperebenenbiischeln, so ist die trilineare Verwandt- 
schaft derselben gegeben durch k, k, k, = 1. 

Die trilineare Verwandtschaft einstufiger Gebilde wurde von AUGUST im Jahre 
1862 zuerst untersucht. Vgl., auch wegen bibliographischer Hinweise, CASTELNUOVO, 
Studio sulla omografia di 2° specie [Atti dell’ Ist. veneto, 5 (6), 1887]. Es sei hier auch 
noch die Abhandlung von SEGRE, Sur la génération projective des surfaces cubiques 
[Archiv der Math. und Phys., 10 (3), 1906] erwihnt, und zwar wegen einer fiir die 
projektive Geometric bemerkenswerten, dort angegebenen Auffassung, nimlich die 
multilinearen als ausgeartete projektive Verwandtschaften zwischen Gebilden héherer 
Stufe zu betrachten. 

3°) Vel. CasTELNUOVO, Ricerche di geometria della rella ... [Atti dell’ Ist. 
veneto, 2 (7), 1891]. Hier ist die v; dargestellt als Ort der Zentren (Kapitel V, Nr. 8) 
eines linearen co*-Systems linearer Komplexe. Ferner enthiilt diese Abhandlung den 
Beweis des wichtigen Satzes, da8 die V; ein-eindeutig auf den gewohnlichen Raum 
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36. Zum SchluB seien noch einige Bemerkungen tiber den scheinbaren 
Umrifi der ve aus einem P pS P des S, angefiihrt. Wir verstehen darunter 
den Schnitt ee aus P der Vy, umsechriebenen Kegels vierter Klasse mit 
einem jtesten S3, also die Provektien der Fliche, lings welcher der Kegel 
die V; , bertibrt, aus P auf den S}. Diese Fliche ist eine Ves nimlich der 
Suni der Ve mit der ersten Polaren von P beziiglich der V5; sie hat 
die zehn ieppeluinete der Ke gleichfalls zu Doppelpinkten und enthalt 
fiinfzehn Kegelschnitte in den fiinfzehn Ebenen der Ves Der scheinbare 
Umri8 ist daher eine Fliche sechster Ordnung und eer Klasse des S53, 
deren doppelt zihlende Tangentialebenen die Bilder der fiinfzehn Ebenen 
der V; sind, denn der S,, der P mit einer dieser Ebenen verbindet, 
beriihrt die V; in jedem Punkt des zugehérigen Kegelschnittes. Ferner 
hat der scheinbare Umri®8 offenbar gleichfalls zehn Doppelpunkte, die 
Bilder der Doppelpunkte der V; sind und so wie, diese zu je vieren in 
fiinfzehn Ebenen liegen; er besitzt ferner eine Riickkehrkurve sechster 
Ordnung, die der Ort der Schnittpunkte der die V, zweipunktig beriihrenden 
Projektionsstrahlen- mit dem S} ist**). 

Liegt das Projektionszentrum P auf der V;, so beriihrt seine quadratische 
Polare die Ve und schneidet sie somit in einer V; mit einem Doppelpunkt 
in P. Die Ordnung des scheinbaren Umrisses vermindert sich infolgedessen 
um zwei, d.h. der scheinbare Umrif ist eine Flache vierter Ordnung und 
vierter Klasse des $3. Die Polar- (Tangential-) Hyperebene a und die 
quadratische Polare von P schneiden sich ferner in einem Kegel von 
Geraden, welche die Ve in P zweipunktig bertihren (oskulieren) und also 
Projektionsstrahlen sind, die die V; in Punkten beriihren, die zu P unendlich 
benachbart sind. Die Tangentialebenen an die V, in diesen Punkten sind zu- 
gleich die Tangentialebenen des obigen Strahlenkegels (der seine. seits die Vs, 
im Doppelpunkt P beriihrt) und liegen also in a. Daraus folgt, daf 
der Schnitt des Kegels mit dem S} ein Kegelschnitt des scheinbaren 
Umrisses ist. Die Ebene dieses Kegelschnittes, also der Schnitt von 
x mit dem 83 bertihrt den scheinbaren Umrif. in jedem Punkte des 
Kegelschnittes, ist also eine doppelt zahlende Tangentialebene oder kurz 
eine Doppelebene des scheinbaren Umrisses, der somit zusammen mit den 
oben angefiihrten im ganzen sechzehn Doppelebenen besitzt. Doppelpunkte 


S, abbildbar ist. In dieser -Abbildung entsprechen den Schnitten der Vv, mit den 
Hyperebenen des S die Ve durch fiinf Punkte des S,. Man kann diese Dasefernine 
zum Aadeaneeninen der Untersuchung der Ve oe was von Frl. DRAGONI, Sulla 
varieta eubica di S, dotata di dieci punti doppi (Giornale di Matematica, 40, 1902), 
durchgetiihrt rindes 


31) Vg}. Kapitel IX, Nr. 9. 
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desselben sind ferner die Schnittpunkte der sce Geraden der V, durch 
P, da ein S, durch eine dieser Geraden die Be auBerdem in einem eee 
schnitt EP hecidct und somit zwei weitere Beredeende des Tangentialkegels 
in P enthilt, nimlich die Tangenten an den Kegelschnitt des S: dureh P. 
Es ergeben sich so im ganzen sechzehn Doppelpunkte, die zu je sechs 
in den sechzehn Doppelebenen liegen, da jede Ebene der Ve zwei Quintupeln 
angehirt und daher zwei der sechs Geraden schneidet, wihrend durch 
jeden Doppelpunkt sechs Doppelebenen gehen, wie man sofort erkennt, 
wenn man sich erinnert, daB jede der sechs Geraden fiinf Ebenen der V; 
trifft. Die Flache des S83, zu der man so gelangt, ist die sogenannte 
Kvuunrsche Fliche, deren Eigenschaften man auf dem hier angedeuteten 
Wege vollstiindig erschlieBen kann *”). 


37. Wir kehren zur Betrachtung einer beliebigen Hyperfliche des 
S, zurtick, um zum Abschlu8 noch kurz die Erzeugung einer soichen mittels 
reziproker linearer Systeme anzugeben. 

Es gelten hier analoge Formeln und Uberlegungen wie in Kapitel VI, 
Nr. 28. Sind die uw und v jetzt irgendwelche Formen p*", bzw. qg‘" Grades 
in den laufenden Koordinaten, so stellen die Gleichungen 


ho Uo thy + --- thw, = 0 


und 


[lo Vo = Py Op + SE i Oy = 0 


zwei lineare oo-Systeme von Hyperfliichen p*", baw. g** Ordnung dar 
(Kapitel X). Besteht zwischen den Parametern ( und wu eine Relation 


Daij sy =0, 


so heiBen die beiden Systeme eueinander reziprok. Jeder Hyperfliiche des 
einen Systems entspricht ein oo'+-System von Hyperflaichen des zweiten; 
der Ort der Punkte, die der Hyperfliche und dem entsprechenden oo*- 
System gemeinsam sind, also der Ort ihrer Schnitie, hat die Gleichung 


Ai; Uji Vj = 0, 
aj 


wobei die A;; die algebraischen Komplemente der a;; in der Determinante 
|a:;| sind. Der Beweis hiefiir ist von dem entsprechenden in Kapitel VI, 
Nr. 28 nicht wesentlich verschieden; wir erhalten hier also eine Hyper- | 
flache von der Ordnung pq. Das lift sich auch synthetisch dureh An- 
wendung des Korrespondenzprinzipes zeigen. Ein fester Punkt a eines 


3) In der Tat liBt sich zeigen, da eine solche Fliche des Sj immer durch 
Projektion in der angegebenen Art erhalten werden kann; es gilt sogar eine allge- 
meinere Beziehung. Vgl. Nr. 2 der zweiten in **) zitiercen Seqarn’schen Abhandlung. 
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allgemeinen S; bestimmt ein lineares co’ System des ersten Systems, 
dem eine Hyperfliiche des zweiten entspricht, die den S; in g Punkten y 
schneidet; ist umgekehrt ein Punkt y gegeben, so sind p Punkte # dadurch 
bestimmt. Die p+-q Doppelpunkte der Korrespondenz (pq), die sich so 
auf dem S; ergibt, sind seine Schnittpunkte mit dem Ort. 

Wir erwihnen noch den besonderen Fall, in welchem eines der beiden 


Systeme ein Bund von Hyperebenen mit dem Kern Ao (a =a =... =a,=0) 
ist, der also durch 
(8) My 4 1 a he 1 “fe he Ly = O 


dargestellt wird; das zweite System, das dann gleichfalls ein oo” System 
ist, bestehe aus Hyperflichen g** Ordnung und sei gegeben durch 


(9) U1 Pr + Me Pot ---+ UD, = 0; 
schlieBlich sei 
(10) Dil u; = 0 


die Gleichung der Reziprozitit. Die dadurch erzeugte Hyperfliche ist von 
der Ordnung g-+-1 und hat die Gleichung 


(11) 191 +%22+.-.1+24,9,=0. 


Umegekehrt ist jede Hyperfldche von der Ordnung q-1 mittels zweier 
reziproker linearer co"~*-Systeme von Hyperebenen, bzw. Hyperflichen 9 
Ordnung erzeugbar. Es geniigt, den Punkt Ao auf der Hyperfliche anzu- 
nehmen; die Gleichung derselben enthilt dann in jedem Gliede mindestens 
eine der Koordinaten a, #2, ..., a, und kann daher in der Form (11) 
geschrieben werden, wobei die ~ Formen g** Ordnung in den 7+ 1 Ko- 
ordinaten 2, 21, -.., 2 sind. Die Hyperflaiche kann also als Erzeugnis 
der reziproken Systeme (8) und (9) angesehen werden, wenn (10) die 
Relation zwischen den Parametern ist; sie ist also der Ort der Schnitt- 
punkte der Geraden des Bundes (8), dessen Zentrum ein beliebiger Punkt 
der Hyperfliche ist, mit den entsprechenden Hyperflichen des Systems (9)**). 


**) Die Erzeugung einer beliebigen Fliiche / des S, mittels reziproker Biindel 


vonFlichenp*”, baw. °°” Ordnung wurde von REYE ausfiihrlich behandelt in der Arbeit 
Die algebraischen Fldchen ... (Math. Ann. 2, 1870); das Problem wird dabei auf die 
Bestimmung einer Gruppe von p* (oder g*) Basispunkten eines Biindels auf der F 
zuriickgefiihrt. Wieder aufgenommen wurde die Frage von ESCHERICH, Die reziproken 
linearen Fldchensysteme (Sitazungsber. Akad. Wien 75, 1877), wo sich das bemerkens- 
werte Resultat findet, daS etwa q nur die Zahlen 1, 2,... 7 und somit p nur die 
Zahlen n —1, n —2, ..., »—7 annehmen kann, wenn n die Ordnung von F ist. Eine 
Ausnahme bildet nur der Fall 7 = 16, wo die Fliche auch mittels reziproker Biindel 
8s Ordnung erzeugt werden kann; ein Resultat, dessen Verallgemeinerung fiir den 
S, noch aussteht. 
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Diese Uberlegungen lassen sich verallgemeinern. Setzt man in den 
Formeln (8) bis (11) an Stelle von 7» eine andere Zahl k, so folgt, dab 
eine Hyperfliche (q+ 1)*" Ordnung des S,, die einen S,-~ enthdlt, mittels 
zweier reziproker linearer co’ '-Systeme erzeugbar ist; dabei besteht das 
eine System aus Hyperflichen q” Ordnung, das andere aus den Hyper- 
ebenen durch den S,-;. Dieser Satz gibt fiir g=1 die verschiedenen Er- 
zeugungen der VOS5 die wir in anderer Weise bereits (Kapitel VI, Nr. 28, 
letzter Absatz) betrachtct haben; fiir g= 2 und r—k=1 erhalten wir eine 
Erzeugung der Vet eine solche enthalt immer Gerade, und zwar unendlich 
viele, wenn r>3 ist U. 8. w. 


KAPITEL IX. 


Aligemeine Mannigfaltigkeiten. 


1. Wir definieren als algebraische Mannig faltigkeit die Gesamtheit der 
Punkte, die mit ihren Koordinaten einem System algebraischer Gleichungen 
geniigen, also einer beliebigen Anzahl gegebener algebraischer Gleichungen, 
in welchen auBer den laufenden Koordinaten auch irgendwelche unbestimmte 
Parameter auftreten kénnen. Ein derartiges System lat sich immer so um- 
formen, daB sich ein System von Gleichungen 


ab Tilios Hines 2p, ho, May mga) = 0 G=1, Daas 


ergibt, die in den 2, #1, ...,#, rational, ganz und homogen und in den 
ho, M4, ---, Au rational und ganz sind. Ubrigens l46t sich auch jeder dieser 
Parameter homogenisieren. 

Offenbar ist die Gesamtheit der Punkte, die zwei algebraischen Mannig- 
faltigkeiten gemeinsam sind, oder, wie man kurz sagt, chr Schnitt, gleichfalls 
eine algebraische Mannigfaltigkeit, die eben durch jenes Gleichungssystem 
gegeben ist, das durch Vereinigung der die beiden betrachteten Mannig- 
faltigkeiten darstellenden Systeme erhalten wird. 

Ebenso erkennt man leicht, daB die Mannigfaltigkeit, die sich durch 
Projektion eimer gegebenen algebraischen Mannigfaltigkeit aus einem 
beliebigen S; des S, ergibt, gleichfalls algebraisch ist. Nehmen wir der 
Kinfachheit halber an, da8 der S; der durch die Ecken Ao, Ai, ..., A; des 
Grundeckes bestimmte Giundraum sei, so geniigt es, den in den Gleichungen 
der gegebenen algebraischen Mannigfaltigkeit auftretenden Koordinaten 
Xo, %1,...,%; die Bedeutung willktirlicher Parameter zu geben (vgl. Kapitel II, 
Nr. 8), um ihre Projektion aus dem S; zu erhalten. 


2. Es kann der Fall eintreten, da8 die Punkte, deren Koordinaten 
den Gleichungen (1) geniigen, nicht alle yon derselben Anzahl willkiirlicher 
Veriinderlichen (namlich der Koordinaten und der willkiirlich wihlbaren 
Parameter) abhiingen, sondern sich in mehrere Gesamtheiten verteilen, die 
beziehungsweise von verschiedenen Anzahlen dieser willkiirlichen Ver- 
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ainderlichen abhiingen. Es liBt sich dann‘) zeigen, daB jede dieser Gesamt- 
heiten fiir sich durch ein bestimmtes, von den anderen verschiedenes 
Gleichungssystem von der Form (1) darstellbar ist und daher, der gegebenen 
Definition entsprechend, eine algebraische Mannigfaltigkeit ist”). Wir beab- 
sichtigen jedoch, im folgenden den Begriff der Mannigfaltigkeit auf den 
Fall einzuschrinken, wo ihre Punkte von einer bestimmten Anzahl der 
erwahnten willktirlichen Veriinderlichen abhingen; diese Anzahl nennen 
wir dann die Dimension der Mannigfaltigkeit und bezeichnen mit V; eine 
Mannigfaltigkeit von # Dimensionen, die im Falle & = 0 aus einer endlichen 
Anzahl von Punkten besteht. 

Eine Vy heibt reduzibel oder zusammengesetzt, wenn sich ihre Punkte 
in zwei oder mehr verschiedene oder zusammenfallende Mannigfaltigkeiten 
derselben Dimension & verteilen; sie heiBt insbesondere mehrfach, genauer 
n-fach, wenn sie aus 7 in eine einzige zusammenfallenden Mannigfaltigkeiten 
besteht, wenn sie also dadurch entsteht, da$ wir jeden Punkt einer Mannig- 
faltigkeit n-mal betrachten. Im entgegengesetzten Falle hei8t die Mannig- 
faltigkeit irreduzibel oder einfach’). 


*) KRONECKER, Grundziige einer arithmetischen Theorie... (Journ. f. Math. 92, 
1881, S. 28). Vgl. auch MOLK, Sur wne notion qui comprend celle de la divisibilité... 
(Acta Mathem. 6, 1885, 8.147) sowie KONIG, Hinleitung in die allgemeine Theorie der 
algebraischen Gréfen (Leipzig, Teubner 1903), S. 215 ff. 


*) Ein Beispiel findet sich in Kapitel VIII, Anmerkung *°). 


*) Verlangt man nicht, daS die Gleichungen (1) algebraisch sind, so la8t sich der 
Begriff einer Mannigfaltigkeit von # Dimensionen allgemeiner fassen, wie es insbesondere 
in den neueren Untersuchungen mehrdimensionaler Raume hauptsichlich differential- 
geometrischer Natur geschieht. 

Setzen wir die inhomogenen Koordinaten X,, X,, ..., X, eines Punktes des S, gleich 
gegebenen Funktionen von & Veriinderlichen oder Parametern },,\,,...,4 


P29 
3G 0 Gre er reng. Wa Che 0) ee aa ney 


und lassen die 4 entweder im ganzen komplexen Gebiet oder nur in gewissen Bereichen 
desselben variieren, so definieren sie im S, eine Mannigfaltigkeit von Punkten, wobei 
wir auSerdem noch voraussetzen, dab die f, analytische Funktionen der / sind. Diese 
Mannigfaltigkeit hei®t von & Dimensionen und wird mit V;, bezeichnet, wenn die Para- 
meter Aj, Ay, .--, -,, wesentlich sind, d. h. wenn die f, nicht als Funktionen von 
weniger als k Parametern darstellbar sind. Damit diese Bedingung erfiillt sei, also keine 
Relationen zwischen den f, bestehen, ist notwendig und hinreichend, da8 nicht alle 
k-reihigen Minoren der JACOBI’schen Matrix 


k 


Cty OF of; 
da, 94, Oy 
Oy, of, of, 
By ies Ody, 


Bertini, Geometrie. 14 
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3. Wir werden spiiter (Nr. 11) sehen, daB sich das System (1) der 
Gleichungen einer V; stets durch ein anderes ersetzen liBt, das nur die 
Koordinaten enthilt; die Dimension *& ist dann die Anzahl der willkiirlich 
wihlbaren Koordinaten. Fiigen wir zu solehen Gleichungen noch & in den 
Koordinaten lineare allgemeine Gleichungen hinzu, also die Gleichungen 
eines allgemeinen S,-;, so ergibt sich eine endliche Anzahl yon Lésungen. 
Man kann also durch Eliminationsprozesse zu einer Gleichung in einer 
einzigen Verinderlichen gelangen, deren Koeffizienten rationale Funktionen 
der Koeffizienten der Gleichungen der V; und des S,-; sind, so daB jede 
Wurzel dieser Gleichung eine Lisung aller dieser Gleichungen darstellt. 
Der Grad n dieser Gleichung gibt die Anzahl der Punkte an, die der S,-; 
mit der Mannigfaltigkeit V, gemeinsam hat, eine endliche und wohl- 
bestimmte Anzahl, die wir die Ordnung der Mannigfaltigkeit nennen. Diese 
bezeichnen wir dann mit V;’; sie reduziert sich im Falle /—O auf eine 
Gruppe von » Punkten. Hat ein S__, mit einer V;’ n+-1 Punkte gemeinsam, 
so hat er mit ihr unendlich viele Punkte gemeinsam, da die oben erwihnte 
Gleichung eine Identitiit sein muB; der 8, schneidet die V;’ also dann 
in einer Mannigfaltigkeit yon einer Dimension > 1 und in einer endlichen 
(eventuell auch verschwindenden) Anzahl von Punkten. 

Es gilt der allgemeine Satz, dem sich der vorstehende unterordnet: 
Ein allgemeiner S, (i>r—k) des S. schneidet eine V; in einer V;,; Hin 


ik tth—-r 
S, der mit eimer vr eine V;.,_. und einen Punkt gemeinsam hat, schneidet 


itk-r 
verschwinden. Wire niimlich der Rang dieser Matrix h< k, so kénnte man r—h der 
f, als Funktionen der tibrigen darstellen und die & iiberzithligen Parameter A,, Ag, ..., Ay 
durch h andere, wesentliche Parameter ersetzen; vgl. etwa CESARO, ene Lehr- 
buch der algebraischen Analysis (Leipzig, Tonbaer 1904), $579. 

Wollen wir hingegen homogene Koordinaten xp, x,, ..., x, verwenden, so haben 
wir diese gegebenen analytischen Funktionen der Parameter ?.,, A, ..-, ;, proportional 


zu setzen 
© %,—= @; (Aq, Ag, ---, 4) C= 0,1, .2-) 7): 


diese Parameter sind nicht wesentlich, wenn die Matrix 


| 2 Po 2) Po 
| Po a i 
A e hy, 
oop, ) , 
®,. : : 
| oy oh, 


verschwindet. Vgl. CASORATI, Swi determinants di funziom (Mem. Ist. Lomb. 18, 1877, 
Sr iei==187,) 

Ganz spezielle Falle dieser Parameterdarstellung einer V, sind die Formeln (3) 
in Kapitel I, Nr. 4, die einen S, definieren, sowie die Parameterdarstellungen der rationalen 
Kurven und Regelflichen (Kapitel XIII und XIV). 


Allgemeine Mannigfaltigkeiten (Nr. 3). ota 


die V;; in einer Mannigfaltigkeit von einer Dimension > i+ k —r +1 oder 
in mehreren Mannigfaltigkeiten, von denen mindestens eine eine Dimension 
>i+k—r-t-1 hat*). In der Tat trifft ein im allgemeinen S; (und daher 
auch im S.) allgemein angenommener Scedie Vi in » Punkten und daher 
ihren Schnitt mit dem S; in ebenso vielen, und zwar denselben Punkten. 
In dem besonderen Fall lassen wir einen S,-; sich um den weiteren Sehnitt- 
punkt oder auch um einen allgemeinen S,-;-1 durch diesen Schnittpunkt 
bewegen. Dieser schneidet nach obigem die V;’ somit in einer Mannig- 
faltigkeit von mindestens einer Dimension, die nicht im S,-;-1 liegt, der 
ja im S; und daher auch im S,-; allgemein angenommen war. und nur 
durch den Punkt gehen muBte. Da es co"** Lagen des S,-; gibt, beschreibt 
diese Mannigfaltigkeit einen Ort von mindestens 7— r-+_4--1 Dimensionen’®). 

Ein Punkt « einer V,’ heiBt s-fach, wenn ein allgemeiner S__, durch 
a die V; in 2 genau s-punktig trifft, d.h. also, wenn die dem Punkt x 
entsprechende Wurzel der oben betrachteten Gleichung, welche die 
Schnittpunkte des S_, mit der V,’ liefert, eine s-fache Wurzel dieser 
Gleichung ist. 

Eine V;’ mit einem w-fachen Punkt P besteht aus Geraden 8, durch P; ist 
nimlich Q ein weiterer Punkt der V/ und lassen wir einen S__, sich um 
die Gerade PQ oder (falls k< r—2 ist) besser um einen festen allgemeinen 
S_,-, durch PQ drehen, so hat ein solcher S_, mit der V;° in jeder 
Lage n-+-1 Punkte und daher eine Mannigfaltigkeit von mindestens 
einer Dimension gemeinsam, die aber die Gerade P@ selbst sein muf; 
andernfalls wire einer der obigen analogen Uberlegung zufolge der Ort 
des Schnittes eine Mannigfaltigkeit von mindestens £+ 1 Dimensionen. 

Daraus folgt, daB eine V* mit einem S, (¢<k) von n-fachen Punkten 
ein Ort von oo’ %1S,, durch den S, ist; sie heiSt dann Kegel’ mit dem 
Scheitel S, (vgl. Kapitel VII, Nr. 9). Ist h=t+2, so gibt es oo! solche 
erzeugende Riéume S,,,; man bezeichnet die V; dann als S-Kegel. Ist 
k=t-+-1, so besteht dieV; aus m Riumen 8,,, durch den S,. Eine V;’ mit 
einem S; von n-fachen Punkten ist ein m-mal genommener &;. 


k 


*) Die Dimension jeder dem S, und der Fe. gemeinsamen Mannigfaltigkeit ist 
im Falle i>r—k sicher immer >7-+-k—vr; man erkennt das sofort, wenn man die 
besondere Lage des S, als Grenzfall der allgemeinen ansieht. Es kann nur der Fall 
eintreten, daS die Schnittmannigfaltigkeit zerfallt und da8 sie als Ganzes oder nur 
Bestandteile von ihr von gréferer Dimension werden. Man kann auch analoge 
Betrachtungen wie in Nr. 31 durchfiihren. 


5) Dieser Ort ist — eventuell zugleich mit anderen von geringerer Dimension 
[vgl. Anmerkung *)| — dargestellt durch die Gleichungen der Ue und die des S'_,, die 
mindestens i —r-+-& wesentliche willkiirliche Parameter enthalten. Entsprechende Uber- 
legungen wiiren kiinftig in analogen Fallen durchzufiihren. 
14* 


~ 
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4. Ist die V;’ irreduzibel, so sind die n Schnittpunkte mit einem all- 
gemeinen S,-; alle verschieden. Nehmen wir etwa an, daf die m Schnitt- 
punkte der V;° mit einem allgemeinen S,_, sich in zwei Gruppen verteilen, 
yon denen die eine aus @ einfach zihlenden und die andere aus 6 doppelt 
zihlenden Punkten besteht, so daB also a+2Bp=n ist (a>0, B>0O). 
Die die » Schnittpunkte bestimmende Gleichung 2" Grades (Nr. 3) hat 
dann @ einfache und 6 Doppelwurzeln, die sich auch, wie bekannt®), als 
Wurzeln zweier Gleichungen ergeben, die die Koeffizienten der urspriinglichen 
Gleichung rational enthalten. Daraus folgt, dab die V;° in zwei Teile zer- 
fillt, die durch die Gleichungen der V’’ und des verinderlichen S__, sowie 
durch je eine der beiden eben erwihnten Gleichungen bestimmt sind. Der 
eine Teil ist eine doppelt ziihlende ye von der Ordnung (, (Nr. 2), der 
andere eine einfache V;" von der Ordnung « Ist a=0, so bleibt nur die 
Doppelmannigfaltigkeit ye iibrig. Aus dem Beweis folgt iibrigens, daf der 
Satz auch richtig ist, wenn die V7 reduzibel, jedoch keiner ihrer Bestand- 
teile mehrfach ist. 

Weiter ergibt sich, dab jede irreduzible V;’ von einem allgemeinen 8 _,,., 
in einer irreduziblen V{' geschnitten wird. Nehmen wir an, der Schnitt der 
V; mit einem allgemeinen S__,,, kénne aus mehreren Kurven V}3,V{2, ..., V 
bestehen (a4 + 02+... =m). Wir lassen nun den S,-z41 sich um einen 
gleichfalls allgemeinen festen S,-; bewegen; dieser S,-; schneidet dann 
die V;' in m verschiedenen Punkten, von denen @, auf der V{%,@, auf der 
Vi2,..., und a, auf der Vit liegen. Diese ¢ Kurven beschreiben dann ¢ 
untereinander verschiedene Mannigfaltigkeiten von & Dimensionen, die 
durch die ¢ Gleichungssysteme der ¢ Kurven dargestellt werden, wenn 
wir darin die &—1 variablen Koeffizienten des S,-;+: als Parameter 
ansehen; die V,” ist dann nicht irreduzibel. In der Tat kann etwa die von 
der Kurve V7 beschriebene Mannigfaltigkeit nicht mit der von V;2 be- 
schriebenen zusammenfallen, da a, feste Punkte der Vj auf dem S_, 
liegen, weshalb diese Kurve durch keinen der o2 festen Punkte gehen 
kann, die der V;? angehdren und von den ersteren verschieden sind. Eine 
besondere V1, fiir die das der Fall wire, hiitte ja mehr als a, Punkte 
mit dem S,-; gemeinsam; dieser Raum enthielte also unendlich viele Punkte 
der V+ und somit auch der V;’. Aus diesem Satz folgt unmittelbar der 
allgemeinere: Jede irreduzible V;" wird von einem allgemeinen S__,,, (t=0) 


im einer irreduziblen V;" geschnitten. 


5. Gehdrt eine Vi dem 8, zu’), so lassen sich auf unendlich viele Arten 
h unabhiingige Punkte (h=>0) auferhalb derselben und r+-1—h unabhingige 


*) Vgl. CESARO, a. a. 0. °), § 456. 
*) Vgl. Kapitel I, Anmerkung*’). [D.] 
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Punkte auf thr auswihlen, so dap sich im ganzen r+-1 wnabhiingige Punkte 
des S, ergeben. Nehmen wir an, wir hitten h Punkte auSerhalb der V;," und 
t<r—h Punkte auf ihr so ausgewihlt, daf wir h-+-¢ unabhingige Punkte 
haben, und es wiire nicht méglich, auf der V;’ einen weiteren unab- 
hangigen Punkt zu finden. Dann liegt die V;" in einem S,,,, und kann 
also nicht dem 8 zugehiren. Ist die V;" irreduzibel, so kénnen wir fiir die 
r+-1—h Punkte irgendwelche allgemeine Punkte der V;” nehmen. 

6. Ist die V;" irreduzibel und gehiért sie dem S, zu, so gehért ihr 
Schnitt V;" ,.mit einem allgemeinen S_, diesem Raum zu; denn lige die 
V;., in einem S,_,, so wiirde ein Punkt der V;’ auSerhalb des S_, einen 
S,-1 bestimmen, der entweder die V;" (gegen die Voraussetzung, daf sie 


k 

dem S, zugehirt) oder einen Teil derselben (gegen die Voraussetzung ihrer 
Irreduzibilitit) enthalten miibte (Nr. 3). Da die V;', dem S_, zugehdrt und 
auBerdem irreduzibel ist (Nr. 4), schneidet sie ebenso ein allgemeiner S,-2 
des S_, in einer dem S_, zugehérenden Vie Fahrt man so fort, so 
kann man schlieBen, daB der Schnitt Vs einer irreduziblen, dem S_ zuge- 
hérenden V," mit einem allgemeinen S__,,, (t=0) dem S\_,,, zugehort®). Es 
sei ausdriicklich darauf aufmerksam gemacht, daf beide Voraussetzungen 
der Irreduzibilitat und der Zugehérigkeit zum S, notwendig sind. Haben 
wir zum Beispiel zwei unabhingige Raume §S, und S,-;-1, die also dem 
S,zugehéren, so schneidet sie ein allgemeiner S,-; in zwei Raumen S,-1 und 
S,-:-2, die dem S,-1; nicht zugehéren. Liegen dann im S, und S,-;-1 zwei 
Mannigfaltigkeiten von gleicher Dimension, die beziehungsweise diesen 
beiden Raumen und zusammen daher dem S, zugehéren (Nr. 5), so schneidet 
sie ein allgemeiner S,-1 in zwei Mannigfaltigkeiten, die dem S,-1 nicht 
zugehiéren. Das Beispiel laBt sich leicht verallgemeinern. 

Ist die V; irreduzibel und gehért sie dem S, 2v, somup r<k+n—1 
sein. Schneiden wir die V,’ mit einem allgemeinen S,_,, so bestimmen die 
n Schnittpunkte wegen des vorigen Satzes den S,-,, weshalb, wie behauptet, 
n>r—k-+1 sein mu. 

7. Ein allgemeiner S, durch einen S, (¢>%) habe mit einer V," auBer- 
halb des S; eine endliche oder unendliche Anzahl von Punkten ge- 
meinsam. Wir lassen den S, sich um den 8S; oder besser, wenn 
t>i-+1 ist, um einen allgemeinen festen S;-1 durch den S; bewegen. 


8) Hin kiirzerer, aber vielleicht weniger klarer Beweis ist der folgende: Auf der 
Ve nehmen wir r—k+¢+1 (<cr-+1) allgemeine und daher unabhingige Punkte 
(Nr. 5); das ist méglich, da die Vee irreduzibel ist. Der durch sie bestimmte S_,,, 
schneidet nun die V;" in einer V", die dem S__,,, zugehért, was dann offenbar von 
jedem allgemeinen S,_,,, gilt. 


kt+t 
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Dieser S,_, kann nicht alle Punkte enthalten, die der S, mit der V, auBerhalb 
des S, gemeinsam hat. Entsprechend den oo” ‘verschiedenen Lagen des S, er- 
eeben sich so offenbar mindestens co” ‘ Punkte der V;", so daB also k>r—tsein 
mu. Ist jedoch k <r —t, so hat ein allgemeiner 8, durch einen S; auferhalb 
dieses Raumes keine Punkte mit der V; gemeinsam; auch dann nicht, wenn der 
S; irgend eine besondere Lage hat oder der V,° angehért. 

Setzen wir die V," als irreduzibel voraus, so hat ein allgemeiner 
S, durch einen ihrer einfachen Punkte im Falle * <*—# keinen weiteren 
Punkt mit ihr gemeinsam. Mittels einer Projektion aus einem allgemeinen 
S:-1 des S,, der dann auch ein allgemeiner S;-1 des S, ist, erkennen wir, 
daB sich im Falle k<r—t durch Projektion einer irreduziblen V,’ aus 
einem allgemeinen S,-1 auf einen von diesem Raum unabhingigen S,-, eine 
andere irreduzible Mannigfaltigkeit Vv,” ergibt, die von derselben Ordnung 
und Dimension ist wie dieV,’ und mit ihr in ein-eindeutiger Korrespondenz 
steht. Dab die Ordnung einer Mannigfaltigkeit bei der Projektion ungeindert 
bleibt, ist sofort nachgewiesen, wenn wir nur beachten, daf ein allge- 
meiner S.,, des S_, die V{ in ebensovielen Punkten trifft als der 
S,-~== Sr-r-z Si-1 die Vi; der Fall, daB einer dieser Punkte Bildpunkt 
mehrerer Punkte der V; ist, kann ja nicht eintreten, da sonst der Ort 
der Bildpunkte von einer Dimension <* sein miiBte. DaB die Vz ferner 
irreduzibel ist, folgt daraus, daB sie, wenn sie in verschiedene Teile von 
k Dimensionen zerfiele, auch Projektion von Teilen der V; sein miibte, die 
von dieser durch die Projektionskegel getrennt wiirden. Bemerkt sei, daB 
die Vi dem S,-. 2ugehirt, wenn die V;, dem S, zugehirt; denn wiirde die 
Vi in einem S,-,-1 liegen, so miibte die V;, im Verbindungsraum S,-1 des 
S,-1-1 mit dem S;,-1 liegen. 

Nimmt das Projektionszentrum S;,-1 eine besondere Lage an, so kann die 
Projektion aufhéren, ein-eindeutig zu sein. So wird zum Beispiel die Schnitt- 
mannigfaltigkeit einer Hyperfliche »** Ordnung und eines Kegels, dessen 
Scheitel auSerhalb der Hyperfliiche liegt, aus diesem Scheitel n-fach projiziert, 
das heiStjeder Punkt der Projektion ist Bildpunkt von » Punkten des Objektes. 

Hat ¢ seinen gréften Wert t=r—k—1, so wird die Vz aus einem 
allgemeinen S,-z-2 eim-eindeutig in eine Vii eines S;.41, also (Nr. 11) in eine 
Hyperfldche dieses Raumes projiziert. 

Projiziert man eine V;," aus einem allgemeinen S__, , auf einen S,, so 
schneidet jeder projizierende S__, die V;" in 2 Punkten; dieselbe wird also 
n-fach abgebildet. 


. ‘ : : f wp : : 
8. Um die Dimensionen derin derV," enthaltenen Mannigfaltigkeiten zu 
finden, die Bilder von 2, 3, ... Punkten der V;’ sind, miissen wir noch 
einen Satz vorausschicken. 
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Ist k<r~—t, so kann ein 8, durch t+-1 allgemeine Punkte einer ir- 
reduziblen und dem 8, zugehirigen V;, keine weiteren Punkte derselben ent- 
halten. Wir beginnen mit dem Fall #=1 und nehmen an, es giibe auf der 
Vi, (k <r —1) aweiallgemeine Punkte, deren Verbindungsgerade die V; noch 
in weiteren Punkten schneidet. Dann gibt es auch auf dem Sehnitt V;der V;, mit 
einem allgemeinen S,-;31 ebenfalls zwei allgemeine Punkte, deren Verbin- 
dungsgerade mit der V; weitere Punkte gemeinsam hat, da dieV; ja irreduzibel 
ist und dem S,-;41 zugehirt (Nr. 4 und 6). Ist r—k+1> 8, so gilt dasselbe 
fiir die Projektion der V, aus einem allgemeinen S,-;-3 auf einen §3; 
diese Projektion ist wieder eine irreduzible und dem S83 zugehdrige Kurve 
(Nr. 7). Wir kénnen nun zeigen, daB das unméglich ist, d. h. daB keine 
irreduzible Raumkurve des S3 existiert, fiir die eine allgemeine Sehne 
eine n-Sekante (n> 3) ist. Gibt es niimlich eine solehe Kurve und nehmen 
wir auf ihr zwei allgemeine Punkte x und y, so trifft die Sehne xy die 
Kurve noch in weiteren »— 2, aber nicht in mehr Punkten. Der Kegel, 
der die Kurve aus einem dieser Punkte 2 projiziert, hat nun sicher die 
Gerade xyz als einfache Erzeugende; denn wire sie mehrfach, so hatte die 
allgemeine Erzeugende des Kegels weniger als m Punkte mit der Kurve 
gemeinsam, gegen unsere Voraussetzung. Die Tangenten an die Kurve in 
x und y miissen also in der lings xy beriihrenden Tangentialebene des 
Kegels liegen und einander daher schneiden. Die Tangenten der Kurve, 
die sich zu je zweien schneiden, miissen also alle durch einen Punkt 
gehen, was nicht der Fall sein kann, wenn die Kurve keine Gerade ist. 
Es sei nun ¢>1 der kleinste Wert, fiir den unsere Behauptung falsch ist, 
so daS ein S;,-1 durch ¢ allgemeine Punkte der V; keine, ein S, durch 
t+-1 allgemeine Punkte der Vz; aber mindestens einen weiteren Schnitt- 
punkt mit der V; hat. Die Projektion der V; aus einem durch ¢—1 all- 
gemeine Punkte derselben bestimmten S,-2 auf einen S,-z4+1 ist sicher 
ein-eindeutig; im S,-z41 erhilt man eine Vz, fiir die jede Sehne mindestens 
Trisekante ist; das ist aber, weil k<(r—t+1)—1 ist, wegen des eben 
auseinandergesetzten unméeglich. 


9. Wir betrachten nun die durch i+ 1 allgemeine Punkte einer ir- 
reduziblen und dem S, zugehorigen V;, bestimmten Riume S;. Diese haben, 
wenn i<r—hk ist, mit der V; keine weiteren Schnittpunkte und bilden, 
wenn wir die i+-1 Punkte auf der V;, variieren lassen, eine oot” -Gesamtheit. 
Wir projizieren die V; aus einem allgemeinen S,-1 (¢< 7 —k) und fragen 
nach der Stufenzahl der Gesamtheit der projizierenden Raiume S,, deren 
jeder einen der S; (i<#) enthalt und die also (¢+1)-Sekanten sind. Der 
S,-1 und der §; miissen dann einem SS, zugehéren, sich also in einem 
S;-1 schneiden, wozu (r —#)i Bedingungen (Kapitel II, Nr. 11) erfiillt sein 
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miissen. Hs gibt also co*)*-0-9# G4+1)-Sekanten S,, die durch einen all- 
gemeinen S; i<t<r—k) gehen. 

Ein derartiger S, projiziert nun seine 7+-1 Schnittpunkte mit der 
V;, auf den S,-; in einen einzigen Punkt der V%, der dann ein (¢-++ 1)-facher 
Punkt dieser Mannigfaltigkeit ist; ein allgemeiner S,-,-, des S,-, durch 
diesen Punkt trifft die Vé ja gerade (¢-+1)-punktig (vgl. Nr. 7). Ist also 
G@+t1)k—(r—~ti=0, so besitet die Projektion Vi, der Vi, aus einem all- 
‘gemein vorgegebenen S,-1 auf einen S,-, eine Viis1)x-@-ni von (¢-+-1)-fachen 
Punkten®). Diese Punkte sind dann (‘5 fact fiir die Ve,->+. von Doppel- 
punkten, da sich die 71 Punkte der V;, aus denen der (¢-+ 1)-fache 
Punkt entsteht, in eine solehe Anzahl von Paaren verteilen; ebenso sind 


. ) a 1 > > . rr . . . 
sie (' 3 }ach fiir die Vs,-2¢-) dreifacher Punkte; ...; und schlieBlich 


(i -+1)-fach fiir die Viz-~-» @-1) Von i-fachen Punkten der Vi. Wegent<r—k 
ist auch, wie es jasein mub, 2k—rtt<kh, 3k—2r+2t<Qk—rttus.w. 

Ist t=r—k—1, so ist die Projektion eine Vi, des Szya (Nr. 7) mit 
einer doppelt ziihlenden Vi-1, mit einer dreifach zihlenden Vj-2, die dann 
auch fiir die Vz-1 dreifach ist, u. s. w. 


10. Aus dem Satz der Nr. 8 ergibt sich unmittelbar noch eine weitere 
Folgerung, daB niimlich die Projektion Vi, einer irreduziblen und dem S, 
eugehdrigen Vi, aus emem S;,-1 durch t allgemeine Punkte der Vi, auf eimen 
S,-. mm Falle t<r—k ein-eindeutig ist. Bemerkt sei, daBh die Ordnung 
der Vz nicht mit der Ordnung x der V;, tibereinstimmt, sondern gleich » —t 
ist. Die Bilder der jedem der t Punkte benachbarten *°) Punkte der V; erfiillen 
einen Raum von &—1 Dimensionen (vgl. Nr. 12); infolgedessen schneidet 
ein allgemeiner S,-,-; des S,-, die Vz nur in »—# Punkten, namlich in 
den Bildpunkten jener Schnittpunkte des S,-;= S,-1-1 S;-1 mit der V;, die 
von den ¢ gegebenen Punkten verschieden sind. 

Dieses und das Resultat der Nr. 8 kann man in ein einziges Theorem 
zusammenfassen: Projiziert man eine irreduzible und dem S, zugehirige 
V;; aus einem 8,_,, der durch t' allgemeine Punkte des S, und t’’ allgemeine 
Punkte der V,’ (t' +t’ =t) bestimmt ist, auf eimen 8__,, so ist die Projektion 
im Kalle t<r—k em-eindeutig und die Ordnung der Projektions-Mannig- 
Jaltigkeit Vi, gleich n—t'’. Man kann ja (vgl. Kapitel IJ, Nr. 8) der Reihe 


*) Der Zweifel, es kinnten etwa zu dieser Mannigfaltigkeit weitere mit Dimensionen 
<(i(-+-1)k—(r —2)i hinzutreten, wird behoben, wenn man gewisse in Anmerkung °°) 
erliuterte Beziehungen zweckmibig iibertrigt. 

**) Einem Punkt einer Mannigfaltigkeit sind jene Punkte derselben benachbart, deren 
Koordinaten sich von denen des Punktes nur um unendlich kleine GréBen unterscheiden. 


e 
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nach aus jedem der betrachteten Punkte projizieren oder zuerst aus dem 
durch die allgemeinen Punkte des S, bestimmten S,-; auf einen S,-, durch 
den S,-, (t/<r—k) und dann auf den §,-; aus dem durch die tibrigen 
t’” Punkte bestimmten Syr-1 (t’ <r —t’ —k) projizieren. 

Hier haben wir nun eine wichtige Bemerkung zu machen. Wir nennen 
eine Mannigfaltigkeit V;,, die dem S, zugehért, normal, wenn sie nicht als 
Projektion einer einem hdheren Raume zugehdrigen Mannigfaltigkeit der- 
selben Ordnung erhalten werden kann. Ebenso sagt man, dafi ein S, Normal- 
raum einer V; ist, wenn die Normalmannigfaltigkeit, deren Projektion sie 
ist, dem S, zugehdrt. Es gilt also die Beziehung, daB die irreduziblen und 
dem 8, zugehirigen V.-"** die Normalmannig faltigkeiten dieses Rawmes sind. 
Wegen des zweiten Satzes der Nr. 6 existieren in der Tat keine irreduziblen 
Mannigfaltigkeiten von der Dimension /& und der Ordnung r—k--1, die 
einem Raum von mehr als 7 Dimensionen zugehéren. 


11. Den folgenden Satz iibernehmen wir ohne Beweis; Jede alge 
braische Mannigfaltigkeit des S, von r—1 Dimensionen lafst sich durch 
ee einzige Gleichung zwischen den Koordinaten darstellen, ist also eine 
Hyperfliche. 

Daraus schlieSt man leicht auf die Giiltigkeit des weiteren Theorems: 
Jede Mannigfaltigkeit Vi, (k<r—1) des §&, kann als vollstindiger Schnitt 
von hichstens r+-1 Hyperflichen erhalten werden und lipt sich daher durch 
hichstens r+-1 blog die Koordinaten enthaltende Gleichungen darstellen**). 
Es genitigt zu zeigen, daf die V;, der vollstiindige Schnitt der r+ 1 Kegel 
ist, die sich ergeben, wenn man die V; aus r-+1 allgemein angenommenen 
Riumen S,-;-2 projiziert. Wir betrachten die Kegel, die sich durch Pro- 
jektion der V;, aus j allgemeinen S,-,-2 ergeben und wollen annehmen, 
daf die 7 Kegel aufer der 1; eine Mannigfaltigkeit V,-; gemeinsam haben, 
was im Falle 71 ja sicher richtig ist. Ist V;-; eine der irreduziblen 
Mannigfaltigkeiten, aus denen die V,-; besteht, und legen wir durch einen 
Punkt « der V;-; auBerhalb der V;, einen allgemeinen S,-;-1, so. trifft 
dieser Raum die V;, nicht (Nr. 7, erster Absatz). Durch Projektion der V;, 
aus einem allgemeinen S,-,-2 des S,-z-1, also aus einem allgemeinen 
S,-z-2 des S, erhalten wir somit einen Kegel, der den Punkt @ nicht 
enthalt und somit die V/_; in einer Vj-;-1 schneidet. Da dieselbe Uber- 
legung fiir jeden Bestandteil der V,-; gilt, kénnen wir schlieBen, dab der 
(j-+1)* Kegel, der die V; aus einem allgemeinen S,-;-2 projiziert, die 
V,-;, also die ersten j Kegel auBer in der V; in einer V,-;-1 schneidet. 


11) Wegen dieses und wegen des vorhergehenden Satzes vgl. KRONECKER, a. a. O., 
S. 30. Vgl. auch MOLK, a. a. 0., 8. 163, und KONIG, a. a. 0., 8. 234. 


Fahren wir so fort, so erhalten wir 7-+-1 Kegel, deren vollstindiger Schnitt 
einzig und allein die V; ist’). 

Dab jede V;, ein linearer Raum 8, ist, folgt unmittelbar daraus, dab 
sich durch Projektion der V, aus einem allgemeinen S,_,_, eine Hyper- 
fliche erster Ordnung, also eine Hyperebene ergibt, weshalb die fe als 
vollstindiger Schnitt von »—k Hyperebenen angesehen werden kann, die 
sich beispielsweise durch Projektion der V, aus »—k allgemeinen S._,, 
eines S,-z-1 ergeben. 

Eine irreduzible V; des S, von der Beschaffenheit, dap durch eimen 
allgemeinen Punkt derselben mehr als zwei ihr angehirende Rdume Sx-1 
gehen, ist ein linearer Rawm S;. Schneiden wir die V;, mit einem S,-z+2, 
so erhalten wir eine Fliiche V2 von der Beschaffenheit, daB durch einen 
allgemeinen Punkt derselben mehr als zwei ihr angehérende Gerade gehen; 
diese V2 mu8 dann eine Ebene sein, und um das zu beweisen, gentigt es, zu 
zeigen, daB irgend zwei ihrer Geraden sich schneiden (Kapitel I, Nr. 18). 
Nehmen wir an, da das nicht der Fall sei; ist dann g eine allgemeine 
Gerade der V2, so gibt es mindestens eine Gerade g’, die g nicht trifft. 
Die siimtlichen Geraden der V2 durch die Punkte von g (oder von g’) 
miissen daher, da die V2 irreduzibel ist, diese vollkommen erfiillen, und 
da g’ (oder g) eine Gerade der Vz ist, miissen alle diese Geraden, und 
zwar wieder wegen der Irreduzibilitit der V2, die Gerade g’ (oder g) 
treffen; die V2 besteht somit aus Geraden, die sowohl g als auch g‘ treffen 
und gehért somit einem S; an. Die g und g’ schneidende Gerade durch 
einen allgemeinen Punkt « der V2 gehirt somit derselben an; es miissen 
durch # aber noch mindestens zwei Gerade der V2 gehen, die weder g 
noch g’, daher aber alle Geraden der V2 treffen, die g und g’ schneiden. 
Diese Geraden und daher auch g und g’ miissen also in einer Ebene liegen, 
entgegen unserer Annahme. Die V;, die also von einem S,-z42 in einer 
Ebene und somit von einem S,-; in einem Punkt geschnitten wird, ist 
somit wegen des vorhergehenden Satzes ein S;, wie behauptet. 

Eine uhnliche Uberlegung fiihrt zu folgendem Satze: Hine irreduzible 
V;, des 8, von der Beschaffenheit, da’ durch einen allgemeinen Punkt derselben 
ewer ihr angehirige S,_, gehen, ist eine (k —2)-fach ausgeartete V; (vgl. 
Kapitel VI, Nr. 17)**). 


*) Der Fall, da8 r--1 Gleichungen zur vollstiindigen Darstellung einer dem S, 
zugehorigen V,, nétig sind, kann wirklich eintreten. Fiir die Raumkurven des S, vgl. 
VAHLEN, Bemerkung... (Journ. f. Math. 108, 1891), wo gezeigt wird, daB die rationale 
Raumkurve fiinfter Ordnung mit einer einzigen Quadrisekante nicht als vollstiindiger 
Schnitt dreier Flichen darstellbar ist. 

13) 


30, 1887). 


SEGRE, Sur une théoreéme de la géométrie & n dimensions (Math. Ann. 
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12. Ist P ein einfacher Punkt der V;, so nennen wir Tangente an 
die V, in P**) jede Gerade, die P mit einem benachbarten Punkt der 
V;, verbindet. 

Um den Ort dieser Tangenten zu bestimmen, bemerken wir, daS ein 
beliebiger S,-z41 durch eine derselben die V;, in einer V1 schneidet, die 
diese Gerade in P beriihrt, und daS umgekehrt, wenn eine Vy der Schnitt 
der V; mit einem S,-;41 durch P ist, die Tangente der Vy in P auch 
Tangente an die J; ist. Es folgt also, da die Tangenten an die V; in 
P eine Mannigfaltigkeit bilden, die mit einem S,-.41 durch P eine einzige 
Gerade und daher mit einem allgemeinen S,-; des S, einen einzigen Punkt 
gemeinsam hat. Diese Mannigfaltigkeit ist also von erster Ordnung und 
somit (Nr. 11) ein S;, der Tangentialraum an die V;, in P genannt wird. 

Projizieren wir eine V; aus einem allgemeinen Punkt P derseiben 
auf einen S,-1, so werden die zu P benachbarten Punkte mittels der im 
Tangentialraum S, in P enthaltenen Geraden durch P projiziert; der 
Schnitt S;,-1 dieses S; mit dem S,-1 gehért somit der Projektion an, 

Ist P ein s-facher Punkt einer einem beliebigen Raume zugehérenden 
Kurve, so gibt es s (verschiedene oder zusammenfallende) Gerade, die 
Tangenten der Kurve in P hei®en; jede von ibnen verbindet P mit einem 
benachbarten Punkt der Kurve. Diese benachbarten Punkte sind die Grenz- 
lagen jener s Schnittpunkte der Kurve mit einer Hyperebene, die nach 
P fallen, wenn die Hyperebene einer allgemeinen Lage durch P zustrebt. 
Ist dann P ein s-facher Punkt einer V; (&>1), so findet man mittels 
einer der obigen analogen Uberlegung, — indem man namlich-die Schnitte 
der V;, mit Riumen S,-z41 betrachtet, die P zum s-fachen Punkt haben 
— daf ein Kegel s‘* Ordnung existiert, der aus den Geraden_besteht, 
die P mit den benachbarten Punkten der V;, verbinden; dieser Kegel 
wird Tangentialkegel an die Vi, im s-fachen Punkt genannt. 

Bezeichnen wir eine ein-eindeutige Projektion der V; auch weiterhin 
mit Vz, so liefert jeder projizierende Raum, der s-sekante der V;, ist, einen 
s-fachen Punkt der Vz; der Tangentialkegel in diesem s-fachen Punkt 
besteht dann aus den s Riumen Si, welche die Bilder der s Tangentialraéume 
in den Sehnittpunkten des projizierenden Raumes mit der V;, sind. 

Eine Hyperebene, die den Tangentialraum S, einer V;, in einem 
einfachen Punkt P derselben enthilt, schneidet die V;,in einer V;,-1 mit einem 
Doppelpunkt in P, da ein S,-; der Hyperebene, der durch P geht, den 
S, in einem S, schneidet, der Tangente der V;, in P ist und somit in P 
zwei Schnittpunkte mit der V;-1 gemeinsam hat. Schneidet umgekehrt eine 
Hyperebene eine V;, in einer V;-1, die einen einfachen Punkt P der V;, als 


4) Oder Tangente der V, in P und analog in den folgenden Fiillen. [D.] 
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Doppelpunkt hat, so enthilt diese Hyperebene den Tangentialraum S; an 
die V; in P, da ein S,-; der Hyperebene, der durch P geht, in P zwei 
zusammenfallende Schnittpunkte mit der V;-1 und daher auch mit der Vy 
hat und somit eine Tangente der V; in P enthilt; der Ort dieser der 
Hyperebene angehérenden Tangenten wird also von einem allgemeinen 
S,-z-1 derselben in einem Punkt geschnitten und ist somit ein S;. Be- 
zeichnen wir also als Tangentialhyperebene einer V;, in einem. einfachen 
Punkt P der V;, eine Hyperebene, die die V;, in einer V;-1 mit einem Doppel- 
punkt in P schneidet*), so folgt, dab die Tangentialhyperebenen einer 
Mannigfaltigkeit V;, die Hyperebenen sind, die durch die Tangentialrdéume 
S;, der Vi. hindurchgehen. 

Auch die S; (k<t<r—1), die durch den Tangentialraum 5; der V;, in 
einem einfachen Punkt P derselben hindurchgehen, nennt man T'angential- 
rdume der V;, in P und ebenso jeden & (1<t<hk), der durch P geht und 
im Tangentialraum S;, enthalten ist. Ein soleher S, ist offenbar auch 
Tangentialraum der Schnitte V,; der V;, mit den S,-;4,, die den S,; enthalten. 

Von einer V;, (k=<r—1) und einer Hyperflache V,-1 sagt man, dab 
sie sich in einem Punkt_X beriihren, wenn die Tangentialhyperebene S,-1 der 
V,-1 in X den Tangentialraum S; der V;, in X enthilt. Mittels ahnlicher 
Uberlegungen wie oben beweist man leicht, dab die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafiir, daf eine V;, und eine nicht durch die Vi, gehende 
V.-1 sich in einem gemeinsamen und fiir beide Mannigfaltigkeiten einfachen 
Punkt X beriihren, darin besteht, dap ihr Schnitt Vi.-1 den Punkt X 
mindestens zum Doppelpunkt hat*®). 

Folgende Beziehung wird uns spiterhin niitzlich sein: Jst V. (@ > 0) 
eme s-fache Mannigfaltigkeit einer Hyperfldche, jedoch nicht mehr als s-fach 
und nicht in einer s-fachen Mannigfaltigkeit von einer Dimension > ent- 
halten, so hat der Tangentialkegel an die Hyperfliche in einem allgemeinen 
Punkt « der Vo den Tangentialraum So der Vo in « zum s-fachen Raum; 
er besteht daher aus Réumen So+1 durch den So. Wir legen im S. einen 
S: durch x und einen allgemeinen S2 durch den S;. Dieser Sz schneidet 
die Hyperfliche dann in einer Kurve, fiir die sowohl x als auch der zu x 
benachbarte Punkt des S, s-facher Punkt ist, weshalb alle s Kurventangenten 
in z mit dem S; zusammenfallen; man folgert das aus einer Grenzbetrachtung, 
indem man einen s-fachen Punkt einer ebenen Kurve in einen zweiten 
s-fachen Punkt fallen lat. Der S: schneidet daher den Tangentialkegel 
der Hyperfliche durch # in s Geraden, die mit dem S, zusammenfallen; 


*) Diese Definition gilt wegen Kapitel VIII, Nr. 13. auch im Falle k =r —1. 


**) Vgl. DEL PEZz0, Sugli spazi tangenti... (Rend. della R. Accad. di 
Napoli, 1886). 
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dieser S; und somit der ganze Sq ist daher s-fach. Ist o—yr — 2, so zerfallt 
der betrachtete Kegel in s Hyperebenen durch den So. 


13. Die folgenden Beziehungen und Sitze gelten alle unter der Voraus- 
setzung, da die V; irreduzibel ist und dem S, zugehdrt. 

Es sei V,-; ein Kegel mit dem Scheitel S,;-1, der also aus Riumen 8, 
durch den S;-; besteht. Die Tangentialhyperebene S,-1 in einem Punkte 
P des Kegels beriihrt diesen lings des ganzen S, der durch P geht; sie 
enthilt ja alle zum S; benachbarten S;,, welche die zu P benachbarten Punkte 
mit dem S,-; verbinden und somit enthalt sie auch alle Tangenten in den 
Punkten des betrachteten S,. 

Hine allgemeine Tangentialhyperebene S,-1 an eine V;,in einem allgemeinen 
Punkt P derselben kann die V ;, nicht in endlich vielen weiteren Punkten beriihren. 
Da es in’ jedem Punkt der V;, co’-*-! Tangentialhyperebenen gibt (Nr. 12), 
bilden diese im ganzen eine oo” !-Gesamtheit. Durch einen allgemeinen S,-3 
gehen also oo! solche Tangentialhyperebenen, die einen Kegel umhiillen. Ist 
unsere Behauptung falsch, so beriihrt wegen obiger Bemerkung jede 
Tangentialhyperebene diesen Kegel lings einer endlichen Anzahl (> 2) 
von S,-2. Schneiden wir den Kegel mit einem allgemeinen S2, so erhalten 
wir somit eine (irreduzible) ebene Kurve, die von jeder Tangente in mehr als 
einem Punkt beriihrt wird, fiir die also jede Tangente mindestens Doppel- 
tangente ist, was aber nicht méglich ist. 

Wenn die Tangentialhyperebene S,-1 an eine V; in einem allgemeinen 
Punkt dieselbe in x‘ Punkten (0 <t<k) beriihrt, so miissen diese einem S; 
angehéren. Wir wollen annehmen, daB diese Punkte eine V,” erfiillen. Ein 
allgemeiner S,-, schneidet dann die V;,in einer V;-:, die von einem Tangential- 
raum §S,-,-; in einem allgemeinen Punkt der V;-, noch in weiteren 
® —1 Punkten beriihrt wird. Das ist sofort einzusehen, wenn man beachtet, 
daB der S,-;-1, da er den Tangentialraum S;-, an die V;-, in P enthalt, 
in einer Tangentialhyperebene S,-1 der V;, in P liegen mu und dab dieser 
S,-1 den S,-, gerade im S,-;-1 schneidet. In diesem S,-;-1 miissen also 
auch die S;-, enthalten sein, die der S,-, mit den Tangentialriumen &; 
der V;, in den weiteren w —1 im S,-, enthaltenen Beriihrungspunkten des 
S,-1 gemeinsam hat. Wegen des vorhergehenden Satzes mu also © =1, 
also die V; ein S, sein. Man sagt dann, daB der S;, die Vi im S, oder 
liings des §, beriihre; die V;, muB dann eine Gesamtheit von S, oder von 
Réiumen hoherer Dimension sein. 

Die beiden eben bewiesenen Siitze lassen sich im Falle k=<h<r—1 
auf einen Tangentialraum S;, einer V; in einem allgemeinen Punkt aus- 
dehnen, indem man eine Projektion aus einem S,-,-2 auf einen Sjy1 vor- 
nimmt; dabei ist foleendes zu beachten: Beriihrt ein S, eine V;,in oo’ Punkten, 
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die sich in einen &, projizieren, so mtissen die Punkte selbst wegen der 
allgemeinen Lage des S,-;-2 einen S erfiillen. 


14. Wir gehen nun an die Formulierung eines wichtigen Begriffes. 
Wir betrachten das aus den siimtlichen Hyperflichen n*” Klasse bestehende 
lineare System; dasselbe liBt sich ebenso wie das System aller Hyper- 
flichen n‘** Ordnung als ein Sy;,), also als ein linearer Raum von 


ae n+-r , ; . 
N(n) = | | —1Dimensionen ansehen, dessen Elemente, etwa seine Punkte, 
WN, is 


die Hyperfliichen selbst sind (vgl. Kapitel X). Beriihrt nun eine Tangential- 
hyperebene S,-; einer V; in einem allgemeinen Punkt. der V;, dieselbe 
nicht in allen Punkten eines Raumes, so gibt es oo”! Tangentialhyper- 
ebenen der V;, (Nr. 13). Wir kiénnen die V; daher als eine Hyperfliche 
einer gewissen Klasse » ansehen, also als einen Punkt eines Syqm und 
eine Gesamtheit solcher V; als eine Gesamtheit von Punkten dieses Raumes. 

Ist eine V; Ort von oo” Riumen S; und wird sie von einer allgemeinen 
Tangentialhyperebene S,-1 lings eines S, (oder lings eines Raumes von 
niederer Dimension) beriihrt, so wird, da ein S, ein Punkt einer gewissen 
Mannigfaltigkeit eines BO) es ist (Kapitel II, Nr. 18), die V;, eine V;,-, dieser 


t+1 
Mannigfaltigkeit. Hat ae nun thnliche EKigenschaften wie die V;, so 
wiederholen wir unsere Uberlegung; und zwar so oft, bis wir zu einer 
Vy eines Sy mit oo”! Tangentialhyperebenen gelangen; fiir eine solche 
gilt dann die obige allgemeine Betrachtung. . 

Das gilt auch im Falle k=0, wenn also die V;’ ein System von n 
Punkten ist; auch diese stellen ja eine Mannigfaltigkeit von Hyperebenen 
dar, die von n'** Klasse ist und deren Gleichung das Produkt der Gleichungen 
der n Punkte ist. Die Koordinaten des Bildpunktes einer solchen V;’ im 
Sym driicken sich dann durch die Koordinaten der » Punkte 2, y, 


mittels symmetrischer Funktionen folgendermafSen aus: 
DC ee 2s Yn ans 


wobei die Summe bei festen Indizes i, 1, ... tiber die siimtlichen Per- 
mutationen der Buchstaben a, y, ... zu erstrecken ist, die verschiedene 
Anordnungen ergeben. Die Koordinaten X;;... des Bildpunktes ergeben 
sich, indem man fiir den Index il... die Kombinationen der Zahlen 
0, 1,..., r zur n*" Klasse mit Wiederholung einsetzt. 

Kine Gesamtheit von Mannigfaltigkeiten V; kann also in jedem Falle 
mit emer Gesamtheit von Punkten oder Hyperebenen eines gewissen Raumes 
identifiziert werden. Ist letztere Gesamtheit algebraisch, so nennen wir 
auch die erstere algebraisch; besteht die zweite aus Teilen verschiedener 
Dimensionen, so ist das auch bei der ersten der Fall; schlieSlich nennen 
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. . . nm . . . . . 
wir eine Gesamtheit von V;" gegebener Dimension reduzibel oder irreduzibel, 
je nachdem es die Bildgesamtheit ist *”). 


15. Man kann noch einen Schritt weitergehen. Ein Aggregat von 
m Punkten, die beziehungsweise » verschiedenen oder tibereinander- 
gelagerten Riumen §,, S,, ..., angehiéren, kann immer als Punkt eines 
gewissen Raumes betrachtet werden. So geben die Gleichungen 


fir bestimmte Werte der 2, y:;, ... gerade die Koordinaten eines Punktes 
eines Raumes von (p+1)(qg+1) ... —1 Dimensionen, in dem die 


(p+1)(q-+1) ... GréBen Xj, ... bei allgemeiner Variabilitit homogene 
Koordinaten sind. In diesem Raum wird dann jede Gesamtheit solcher 
Aggregate von m Punkten eine Gesamtheit von Punkten. Die Gesamtheit aller 
dieser Aggregate ist eine algebraische Mannigfaltigkeit von o=p+q-+... 
Dimensionen, die durch (2) dargestellt wird, wenn wir die a, yi, .-. als 


nm Systeme von unabhiingigen verinderlichen Parametern auffassen., Die 
ve ; 


. . . . ! . . . 
Ordnung der Mannigfaltigkeit ist —_°:_., wie man leicht beweisen 


kann**), mvgl ss. | 

In diesen Ausfiihrungen ist bereits der Begriff der Korrespondenz 
oder Verwandtschaft enthalten. Der Einfachheit halber betrachten wir bloB 
zwei Riume S, und S, und in ihnen zwei Mannigfaltigkeiten V; und Vy.. 
Ist durch jeden Punkt « der V; eine endliche oder unendliche Anzahl von 
Punkten y der Vi bestimmt, die wir dann die dem Punkt x entsprechenden 
oder zugeordneten Punkte nennen, und umgekehrt, so besteht zwischen 
V;, und V, eine Korrespondenz, die durch die Gesamtheit der Paare ent- 
sprechender Punkte x und y, also durch eine Gesamtheit von Punkten eines 
Raumes S(p+1) (g+1)-1 gegeben ist. Ist diese letztere Gesamtheit algebraisch, 
so spricht man von einer algebraischen Korrespondenz; ist die Gesamtheit 
irreduzibel, reduzibel oder zerfallt sie in mehrere Gesamtheiten von ver- 
schiedenen Dimensionen, so ist dasselbe mit der Korrespondenz der Fall. 

Wir beschrinken uns hier naturgemif$ auf algebraische Korrespon- 
denzen. Betrachten wir auch weiterhin nur zwei Mannigfaltigkeiten, so ist 
eine solche Korrespondenz also durch ein System algebraischer Gleichungen 
gegeben, in dem auch die Gleichungen der beiden Mannigfaltigkeiten 

7) Ist die allgemeine V;, einer Gesamtheit reduzibel oder aus Mannigfaltigkeiten 
Vv’, Vv”, ..., verschiedener Dimensionen zusammengesetzt, so lift sich die Gesamtheit 


durch Punkte P’, P”, ..., darstellen, die in Riiumen S’, S”, ..., verinderlich sind. 
Die Punktgruppe P’, P”, ..., kann man dann wieder auf einen verinderlichen Punkt 


eines gewissen Raumes abbilden. / 
18) Vgl. SEGRE, Sulle varieta che rapresentano le coppie di punti di due piani o 
spazi (Rendic. di Palermo 5, 1891). Vgl. auch Kapitel XIV, Nr. 26. 
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enthalten sind und das im S»+1) @+1)-1 eine algebraische Mannigfaltigkeit 
definiert. Da sich nun die Gleichungen einer solchen Mannigfaltigkeit 
immer durch Relationen zwischen den Koordinaten X;; dieses Raumes 
allein ersetzen lassen (Nr. 11), so folet wegen (2), indem wir zur Betrachtung 
der Riume S, und S, selbst zuriickkehren, daS unsere Korrespondenz 
durch algebraische Gleichungen zwischen den Koordinaten in den beiden 
Réumen 8S, und Sq allein darstellbar ist. 


16. Wir betrachten den besonderen Fall einer irreduziblen algebraischen 
Korrespondenz zwischen zwei Mannigfaltigkeiten V;, und V7, in welcher 
jedem Punkt y der Vy eine endliche Anzahl « von Punkten @ der V; ent- 
spricht. In diesem Fall ist leicht zu erkennen, dal die Verhdltnisse der 
Koordinaten eines Punktes x sich als Wurzeln ebenso vieler Gleichungen 
vom Grade a ausdriicken, deren Koeffizienten rationale Funktionen der 
Koordinaten des Punktes y sind. 


Nehmen wir zuerst an, daB die V; ein S; sei. Dann sind die Punkte 


ay 


des S, durch ein einziges Verhiltnis —* gegeben. Das die Korrespondenz 


0 
definierende Gleichungssystem liefert dann zu jedem Wert der y; gerade 
‘ es ‘ Xv : os ys : 
a verschiedene Werte des Verhiltnisses +. Es wird also médglich sein, 
a) 
allein mittels rationaler Operationen zu einer einzigen Gleichung zu 


gelangen, die in “ vom Grade @ ist und welche die « Punkte x liefert, 


die einem Punkte yf entsprechen. Ist V;, eine beliebige Mannigfaltigkeit 
und sind a, ..., #, die Koordinaten eines allgemeinen Punktes x derselben, 
So projizieren wir unter der Voraussetzung. einer allgemeinen Lage des 
Grundeckes die V; aus dem Grundraum S,-2= A, ... A,; einem Punkt y 
ordnen wir jene « Hyperebenen durch den S,-2 zu, die je’ einen der dem 
Punkt y entsprechenden Punkte x aus dem S,-2 projizieren; da der S,-2 
allgemeine Lage hat, wird er ja die Verbindungsgeraden von je zwei der 
a Punkte x nicht schneiden, die dem Punkt y entsprechen. Da die Ko- 
ordinate einer Hyperebene im Biischel S,-2, die durch den Punkt a geht, 


gleich =; ist, ist Sle eine o-wertige algebraische Funktion der Koordinaten des 
0 


Punktes y und wir haben somit den vorhergehenden Fall vor uns. Analoges 


gilt fiir SPP ees yee, 
Xo XO 


17. Ist a=1, so sind die a; rational durch die y; ausdrtickbar:; es 


ist also 
Ho: X12 --- + Ln = Wo (y) Wr (y): re 2%, (y), 
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worin die ; Formen derselben Ordnung sind. Die Korrespondenz heiBt 
dann eindeutig (in einem bestimmten Sinne; den Zusatz ,,algebraisch“ 
unterdriicken wir) oder rational. Die Mannigfaltigkeit der Punkte y wird 
als einfache, die der Punkte 2 als mehrfache Mannigfaltigkeit bezeichnet. 
Gelten zugleich mit den obigen auch die Gleichungen 


Yo: Yi: +--+ 2 Yr—=Po(x): Pi (a): --- : g, (x), 


so heiBt die Korrespondenz ein-eindeutig oder birational’’). Die beiden 
Mannigfaltigkeiten haben dann dieselbe Dimension, was iibrigens immer 
der Fall ist, wenn einem Punkt der ersten Mannigfaltigkeit eine endliche 
Anzahl a@ yon Punkten der zweiten und umgekehrt jedem Punkte der 
zweiten eine endliche Anzahl « von Punkten der ersten entspricht, wenn 
also zwischen den beiden Mannigfaltigkeiten eine (a a‘)-Korrespondenz 
besteht. | 

Sind zwei Mannigfaltigkeiten auf eine dritte birational bezogen, so 
sind sie es auch untereinander. Die birationalen Korrespondenzen zwischen 
zwei S; heiBen auch Creuona’sche Verwandischaften oder Transformationen. 

Eine Mannigfaltigkeit V;, die sich birational in einen linearen Raum 
S, transformieren laBt, heiBt rational oder homaloid. Allgemeiner nennen 
wir jede Gesamtheit von Elementen, die sich mit einer rationalen V;, 
identifizieren lat (Nr. 14), ein rationales Gebilde k-ter Stufe. Eine V;, ist 
dann und nur dann rational, wenn die Koordinaten ihrer Punkte sich als 
rationale Funktionen yon & unabhingigen Parametern darstellen lassen 
und wenn jedem Punkt der V; eine einzige Gruppe von Parameterwerten 
entspricht. Diese zweite Bedingung ist im Falle s=—1 iiberfliissig, also 
eine Folge der ersten, wie wir spiter (Kapitel XIII, Nr. 1) sehen werden; 
ebenso im Falle = 2”°°). 

Eine Mannigfaltigkeit oder ein Gebilde, das birational auf ein 
rationales bezogen ist, ist selbst rational; zwei rationale Mannigfaltigkeiten 
oder Gebilde lassen sich auf unendlich viele Arten birational aufeinander 
beziehen. 

Ein bemerkenswertes Beispiel einer rationalen Mannigfaltigkeit ist 
die V der S, eines S, (Kapitel Il, Nr. 18); diese entsprechen ein-eindeutig 
und algebraisch den Gruppen von &-+-1 Punkten, die beziehungsweise 
k 1 Réumen S,-; entnommen sind, also ihren (7 — k)(% +1) Koordinaten 
(Kapitel II, Nr. 14). 


1°) Im folgenden (Kapitel X, Nr. 9) wird bewiesen, daf eine birationale Ver- 
wandtschaft, in der Schnitten mit Hyperebenen wieder Schnitte mit Hyperebenen ent- 
sprechen, eine Kollineation ist. 

»°) CASTELNUOVO, Sulla razionalita delle involuzioni piane (Math. Ann. 44, 1894). 

Bertini, Geometrie. 15 
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18. Eine (aa@’)-Korrespondenz zwischen zwei rationalen Kurven oder 
allgemeiner zwischen zwei einstufigen Gebilden lat sich (Nr. 16) mittels 
einer Gleichung darstellen, die in den Parametern 2 und y der beiden 
Gebilde bzw. vom Grade « und a’ ist, also durch eine Gleichung von 
der Form 
(3) Tay alan ye 0. 


Sie ist durch aa’t ata’ Paare entsprechender Elemente bestimmt; so 
groB ist ja die Anzahl der unabhiingigen Verhiltnisse der Koeffizienten 
aij; Ist a=a’=1, so ergibt sich der Begriff der Projektivitit, wie wir 
ihn oben formuliert haben (Kapitel III, Nr. 1 und Schlu8 der Nr. 3). Jede 
projektive Transformation eines der beiden Gebilde in ein anderes fiihrt 
die (a a’)-Korrespondenz wieder in eine (a a’)-Korrespondenz tiber. 

Die beiden Gebilde seien nun iibereinandergelagert, bilden also ein 
einziges. Man kann dann nach der Anzahl der Koinzidenzelemente fragen, also 
der Elemente, die mit ihren entsprechenden zusammenfallen. Haben die 
Parameter a und y in (3) dieselbe Bedeutung, so setzen wir 2 =y und 
finden damit, daB eine (aa")-Korrespondenz auf einem rationalen einstufigen 
Gebilde ata’ Koinzidenzelemente hat. Dieser Satz ist das von CHasLEs 
formulierte Korrespondenzprinzip ~*). 

Ist die Gleichung (3) in 2 und y symmetrisch, so mu8 «= a’ sein; 
die Korrespondenz wird dann symmetrisch vom Grad @ genannt. Eine 
Unterscheidung der beiden tibereinandergelagerten Gebilde ist dann unndtig. 
Eine symmetrische Korrespondenz vom Grade @ ist durch “\+2) Paste 
entsprechender Elemente bestimmt und besitzt 2a Koinzidenzelemente. 

Die Bedeutung des Korrespondenzprinzipes besteht darin, daB es 
gestattet, die Anzahl der Koinzidenzelemente einer (a a’)-Korrespondenz 
eines einstufigen rationalen Gebildes in sich zu bestimmen, ohne daB man die 
die Korrespondenz bestimmende Gleichung (3) wirklich herzustellen braucht””). 


19. Hat die Gleichung fiir die «+ a’ Koinzidenzelemente eine m-fache 
Wurzel, so absorbiert das entsprechende Element m Koinzidenzelemente, 
oder hat, wie man sagt, die Multiplizitdt m. Die Bestimmung dieser Multi- 
plizitiiten ist in vielen Fallen éuBerst schwierig. Wir beschranken uns auf 
eine Bemerkung, die unter Umstiinden von Nutzen ist. 


*) Vgl. SEGRE, Intorno alla storia del principio di correspondenza .. . (Biblio- 
theca mathematica 6, 1892). 


*) Vgl. ZEUTHEN, Lehrbuch der abzdhlenden Methoden der Geometrie (Leipzig, 
Teubner 1914). [D.] 


Allgemeine Mannigfaltigkeiten (Nr. 18—20). ae 


Wir kénnen, eventuell mittels einer linearen Transformation, erreichen, 
daB eines der Koinzidenzelemente durch «= y =0 gegeben ist, da also die 
Gleichung der Korrespondenz die Gestalt 


(4) Oe--ey Ede leeyt sy’ + ..=0 
annimmt. Die Gleichung der Koinzidenzelemente wird dann 
(64 c)a+d+e+f)a'+...=0. 


Das betrachtete Element ist dann einfach oder mehrfach, und zwar mindestens 
zweifach, je nachdem b+ c+-0 oder b+-c=0 ist. Fallen zwei seiner ent- 
sprechendem Elemente mit ihm zusammen, ob wir es jetzt zum einen oder 
anderen der beiden Gebilde rechnen, so mu in (4) sowohl b=O als 
auch c=0 sein, weshalb auch b+-¢ =O ist. Hine hinreichende, aber nicht 
notwendige Bedingung dafiir, dap in einer nicht symmetrischen Korrespondenz 
ein Element mindestens zwei Koinzidenzelemente absorbiert, ist also, dap es mit 
zwei seiner entsprechenden Elemente zusammenfillt, ob man es jetet eum 
een oder anderen Gebilde rechnet. 

Im Falle einer symmetrischen Korrespondenz ist jedoch notwendig und 
hinreichend, damit ein Element mindestens zwei Koinzidenzelemente absorbiert, 
dap es mit zwei seiner entsprechenden Elemente zusammenfillt. In (4) mub 
ja wegen der Symmetrie bc sein. 


20. Es wird zweckmiBig sein, an dieser Stelle den in der modernen 
Geometrie tiberaus wichtigen Begriff des Geschlechtes eines einstufigen 
algebraischen Gebildes einzufiihren; wir werden uns desselben haufig zu 
bedienen haben. 

Wir beginnen mit der Betrachtung einer irreduziblen algebraischen 
Kurve nv" Ordnung, die nur gewdéhnliche mehrfache Punkte mit den 
Multiplizitéten s,, s2, ..., s, besitzt, so daB die s; Tangenten in einem 
solehen s,-fachen Punkt alle verschieden sind. Die Klasse m der Kurve 
ist dann m=n(n—1)—Xs;(s;—1). Die durch 


(5) 29 =(n—1)(n—2)—X5;(s;—1) 
oder wegen der vorstehenden Formel durch 
2p=m—2n+2 


definierte Zahl p heiSt dann das Geschlecht der ebenen Kurve”’). 


3) Wir sprechen diese Definition und die folgenden Beziehungen in allgemeinerer 
Form aus, wenn die hier angegebenen Betrachtungen auch nur fiir ebene Kurven mit 
gewohnlichen Singularitiiten gelten. Die Definition und alle Folgerungen sind ja auch 
fiir ebene Kurven mit beliebigen Singularitiiten richtig, wie wir im Kapitel II des 
Anhanges zeigen werden. 

15% 
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Die Ausdehnung dieser Definition auf beliebige einstufige Gebilde 
geschieht mit Hilfe des Rremannschen Theorems: Zwei irreduzible ebene 
Kurven C und C' in birationaler Korrespondenz sind von gleichem Geschlecht. 
Es seien x und »’, m und m’ sowie p und p’ beziehungsweise Ordnung, Klasse 
und Geschlecht der beiden Kurven C und ©’. Sind C und C’ kollinear auf- 
einander bezogen, so ist der Satz evident, da dann n=n’ und m=m’ 
ist; ebenso wenn sie korrelatiy verwandt sind; fiir eine Klassenkurve ist 
ja das Geschlecht in der zur obigen dualen Weise zu definieren. Wir 
kénnen also ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf die 
beiden Kurven C und C’ in derselben Ebene gelegen seien. In dieser 
Ebene nehmen wir zwei allgemeine Punkte O und O* und betrachten etwa 
im Strahlenbiischel mit dem Scheitel O jene Korrespondenz, in welcher 
zwei einander zugeordnete Strahlen durch zwei Punkte von C gehen, 
deren entsprechende auf C’ mit O’ auf einer Geraden liegen. Diese Kor- 
respondenz ist offenbar symmetrisch, und zwar vom Grade n (n‘’—1). 
Eine Gerade g dureh O trifft ja C in » Punkten; verbinden wir ihre ent- 
sprechenden » Punkte auf C’ mit O’, so erhalten wir ” Gerade durch 0’, die 
C” in weiteren 2(n’— 1) Punkten schneiden; ihre entsprechenden Punkte auf 
C liefern, mit O verbunden, die der Geraden g zugeordneten n (n’— 1) Geraden. 
Das gilt, ob die 2 Schnittpunkte von g mit C nun verschieden sind oder teil- 
weise oder ganz in einen der mehrfachen Punkte fallen, indem sie sich in 
den durch die verschiedenen Tangenten in demselben bestimmten Richtungen 
verschieben. In beiden Fallen kénnen diez entsprechenden Punkte verschieden 
sein oder in der angegebenen Art in einem mehrfachen Punkt von C’ ganz 
oder teilweise zusammenfallen; dasselbe gilt von den weiteren 2 (n’/— 1) 
Punkten auf C’ und yon ihren entsprechenden auf C. Koinzidenzgeraden dieser 
symmetrischen Korrespondenz sind die m’ Geraden, die aus O zu jenen 
Punkten von C fiihren, die den Beriihrungspunkten der Tangenten aus O’ 
an C’ entsprechen, sowie ferner die Geraden, deren Anzahl wir mit 2 be- 
zeichnen wollen, deren  Schnittpunkte mit C die Eigenschaft haben, daB von 
ihren entsprechenden Punkten auf C’ zwei auf einer Geraden mit O’ liegen. 
Die ersteren Geraden sind einfache Lisungen, da die Punkte O und O” all- 
gemein angenommen sind; die letzteren aber Doppellésungen, weil (Nr. 19) 
jede dieser Geraden offenbar mit zwei ihrer entsprechenden Geraden zu- 
sammenfallt. Bei diesen kann der Fall eintreten, daB die Geraden durch die 
mehrfachen Punkte von C auch mehrfach zu zéhlen sind. Es ist also (Nr. 18) 


2n(n’—1) =m’+ Qe. 
Fiihrt man dieselbe Uberlegung fiir den Punkt O’ durch, so ergibt sich?*) 
2n'(n—1)=m+2z. 


“*) Man beachte, da die Zahl z symmetrisch von beiden Kuwrven abhiingt. [D.] 
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Durch Elimination von 2 aus diesen beiden Gleichungen erhilt man 


m—2n=m'—2n' 
und daher 
/ 
ae ee) 
was wir beweisen wollten”’). 
Bedenkt man, dai zwischen den Punkten einer Kurve und den zu- 
gehérigen Tangenten eine ein-eindeutige algebraische Korrespondenz besteht, 
so ergibt sich als unmittelbare Folgerung, dab das Geschlecht einer Ordnungs- 


kurve gleich dem Geschlecht der an ihr haftenden Klassenkurve ist. 


21. Unter dem Geschlecht einer irreduziblen, dem S, zugehirenden Kurve 
verstehen wir das Geschlecht ihrer Projektion aus einem allgemeinen 
S,-3 auf eine Ebene. Diese Definition ist eindeutig, da zwei ebene Projektionen 
derselben Kurve aus zwei allgemeinen S,-3; zu dieser und daher unter- 
einander in birationaler Korrespondenz stehen und wegen des Riemann’ sehen 
Theorems somit gleiches Geschlecht haben. 

Hat die betrachtete Kurve gewohnliche mehrfache Punkte, in denen 
die Tangenten also alle verschieden sind und die beziehungsweise die 
Multiplizitaten s1, so, ..., s; haben, so sind die Bilder dieser Punkte gleich- 
falls mehrfache Punkte einer ebenen Projektion aus einem allgemeinen 
S,-3 und haben beziehungsweise dieselben Multiplizitaten. Doppelpunkte 
der Projektion sind ferner die sogenannten schemnbaren Doppelpunkte, namlich 
die Bilder von Punktepaaren der Kurve, die in projizierenden Raéumen 
S,-2 enthalten sind (Nr. 9). Ist die Anzahl dieser Doppelpunkte und n 
die Ordnung der Kurve des S,, so ist ihr Geschlecht also gegeben durch 


(n—1)(n—2 AhemA | 
p= ) ) _ysils ) 
2 2 


h. 


Projizieren wir unsere Kurve aus einem Verbindungsraum S,-3 von 7 — 2 
allgemeinen Punkten derselben, so erhalten wir eine ebene Kurve von 
der Ordnung »—r--2 (Nr. 10). Da diese dasselbe Geschlecht hat wie die 
obige, so ergibt sich fiir das Geschlecht einer irreduziblen, dem S, zuge- 
hérenden Kurve die obere Grenze 


pe lee spol) enh) 
2 


die auch fiir r—2 gilt. 


°5) Der Beweis ist von SCHUBERT, Uber die Erhaltung des Geschlechts (Math. Ann. 16, 
1880). Zur Verallgemeinerung des Satzes fiir einen beliebigen Fall geniigt es, den 
Beweis unter der Voraussetzung durchzufiihren, daf die s Punkte der einen Kurve, die 
einem s-fachen Punkt der anderen Kurve entsprechen, alle verschieden sind. 
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Das Riemann’sche Theorem lift sich nun unmittelbar fiir zwei beliebige 
irreduzible Kurvyen ausdehnen. Wie oben ergibt sich ferner eine eindeutige 
Definition des Geschlechtes eines irreduziblen einstufigen Gebildes, indem 
wir darunter das Geschlecht einer Kurve verstehen, mit welcher das Gebilde 
identifiziert werden kann (Nr. 14). Sind die cot Elemente des Gebildes 
Riitume S,-; und das Gebilde also eine V;, so ist das Geschlecht des 
Gebildes offenbar auch das Geschlecht der Schnittkurve der V; mit einem 
Demi 

Das Rimmann’sche Theorem kann nun dahin verallgemeinert werden, 
daB 2wei irreduzible einstufige Gebilde in birationaler Korrespondenz das- 
selbe Geschlecht haben. 


22. Wir kehren zur Betrachtung einer irreduziblen ebenen Kurve C 
von nx" Ordnung mit gewodhnlichen mehrfachen Punkten von den Multi- 
plizititen s1, se, ..., s, zurtick. Aus der in Nr. 20 aufgestellten Formel 
fiir ihre Klasse m folgt 

filn—A)\s 2s) (871), 
oder 
. (n—1) (n+ 2) ys si(81= 1) 
2 2 


7), 1h =). 


Ist n>1, so kann man eine weitere Kurve C’ von der Ordnung n—1 
betrachten, die jeden s-fachen Punkt von C zum (s;—1)-fachen hat und 
(n—1)(n+ 2) ys 5i(si— 1) 

2 
geht (Kapitel VII, Nr. 17). Die Anzahl.der Schnittpunkte von C und C’ 
ist m(n—1) und daher folgt 


dureh weitere einfache Punkte von C hindurch- 


n(n —1)> 2 s;(s;—1)-4 (n—W(m+2) _ ysi(si—1) 
2 2 
oder 
os Oe) ee a Ce 
also 
p=} 


Das Geschlecht einer irreduziblen ebenen Kurve und somit auch das Geschlecht 
irgend eines irreduziblen einstufigen Gebildes ist eine positive Zahl oder Null. 
Eine ebene Kurve, fiir die 2 s;(s; 1) > (m—1)(n—2) gilt, ist notwendig 
reduzibel, da in diesem Falle C entweder C’ oder einen Teil derselben 
enthalten muB8. 

Wir betrachten noch den Fall p=0. In den letzten Ungleichungen 
gilt dann das Gleichheitszeichen, und man erkennt, daB dic Kurve C’ 
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durch die ihr auferlegten Bedingungen bestimmt ist und daB diese alle 
unabhingig sind. Lassen wir C’ blo’ durch eine um eine Einheit geringere 
als die oben angegebene Anzahl von einfachen Punkten von C hindurch- 
gehen, so wird ©’ ein Biischel beschreiben und die Kurve C in einem 
verinderlichen Punkt treffen. Die Punkte von C entsprechen somit ein- 
eindeutig und algebraisch den Werten eines Parameters, nimlich des Para- 
meters im Biischel der C’; die Kurve C ist somit eine rationale Kurve. 
Haben wir umgekehrt eine solche Kurve, so kénnen wir den Parameter, 
der ein-eindeutig die einzelnen Punkte derselben liefert, als Parameter 
interpretieren, dem die Punkte einer Geraden oder eines Kegelschnittes 
ein-eindeutig entsprechen. Da die letzteren Kurven vom Geschlecht Null 
sind, mu wegen des Rremann’schen Theorems auch die gegebene Kurve 
vom Geschlecht Null sein. Es folgt also, daB ein einstufiges Gebilde vom 
Geschlecht Null rational ist und umgekehrt. 


23. Wir kehren nun zum Studium einer beliebigen, dem S, zugehdrenden 
V;,, zurtick, indem wir einige Bemerkungen iiber die oo?"Gesamtheit ihrer 
Sehnen oder Bisekanten machen; eine Gesamtheit, die irreduzibel ist, wenn, 
wie wir yvoraussetzen wollen, die V; es ist”’). 

Es kann der Fall eintreten, daf eine Gerade durch einen Punkt P 
der V,’ dieser Gesamtheit angehirt, wenn sie Grenzlage einer Sehne ist, 
deren Stiitzpunkte”’) nach einem bestimmten Gesetz dem Punkt P zustreben. 
Derartige Gerade nennen wir wneigentliche Sehnen durch P, indem wir 
unter eigentlichen Sehnen solche mit verschiedenen Stiitzpunkten verstehen. 

Ist P ein einfacher Punkt der V,’, so sind die Tangenten in P offen- 
bar uneigentliche Sehnen, also alle durch P gehenden Geraden des Tangential- 
raumes S; in P. 


24. Wir wollen nun annehmen, dafi P ein Doppelpunkt ist und zu- 
erst den Fall &=1 erledigen. Dann sind nicht nur die beiden Tangenten 
an die V," im Doppelpunkt, die wir der Einfachheit halber als ver- 
schieden annehmen, uneigentliche Sehnen, sondern auch alle Geraden 
des Biischels, das in der Ebene « der beiden Tangenten liegt und den 
Punkt P zum Scheitel hat; andere uneigentliche Sehnen durch P gibt es 
nicht. Um uns davon zu tiberzeugen, bemerken wir, dab ein variabler S,- 

. PAM 1) s 
dureh einen festen Punkt M von x die ( ) Sehnen der V7," enthiilt, 
is 2 
**) Die Sehnen einer irreduziblen V;, kénnen offenbar nicht zwei verschiedene 


Gesamtheiten bilden, da sonst die Stiitzpunkte [vgl. ?")] der Sehnen jeder Gesamtheit 
eine algebraische Mannigfaltigkeit erfiillen miifSten, die Teil der V;, wiire. 


7) Punti d’appoggio. Wir verstehen darunter die beiden die Sehne bestimmenden 
Punkte der Var [D.] 
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die je zwei der x Schnittpunkte der V,° mit dem S__, verbinden. Nimm 
der S,.-; eine Lage dureh den Punkt P an, so riicken mindestens zwei 
dieser Punkte nach P und daher fiillt mindestens eine Sehne in die Ge- 
rade WP. AuBerhalb dieses Biischels kann es keine uneigentlichen Sehnen 
geben, denn hat eine eigentliche Sehne der V;" mit den Stiitzpunkten 4, 
und A» eine uneigentliche Sehne g durch P zur Grenzlage, und projizieren 
wir die V;" aus einem Punkt 0 der Geraden A, A, auf einen S,_,, so 
nihert sich der scheinbare Doppelpunkt A der Projektion, der das 
Bild der Punkte A; und dp ist, unbegrenzt dem Bild-Doppelpunkt von 
P; dieser Doppelpunkt der Projektion erhiilt also zusammenfallende Tan- 
genten — genauer gesprochen wird er ein Selbstberitihrungspunkt — 
was aber nur dann der Fall sein kann, wenn das Projektionszentrum 
in x liegt. 


Die somit bewiesene Beziehung kann man durch folgende Rechnung 
(= 23 
2 
zwei der tibrigen »—2 Schnittpunkte verbinden, ferner »—2 doppelt 


ys . rt Wm ar: 
bestiitigen. Ein S._, dureh P enthalt Sehnen der V;", die je 


1 


zihlende Sehnen, die P mit diesen Punkten verbinden und _ schlieBlich 


aoe : Briel : . $ n(n—1 

die Sehne, die der Schnitt mit = ist; im ganzen also gerade n(n=W) 

Sehnen. 2 
Ahnliche Beziehungen gelten fiir einen s-fachen Punkt einer V," 


mit s verschiedenen Tangenten. Es gibt dann a Biischel von un- 
eigentlichen Sehnen, die durch je zwei der Tangenten bestimmt sind. 
Fallen diese Tangenten teilweise oder siimtlich zusammen, so ‘Andert sich 
entsprechend die Natur des s-fachen Punktes und die Ebenen der obigen 
Biischel fallen in verschiedener Art zusammen; in keinem Falle aber kann 
die Stufenzahl der Gesamtheit der uneigentlichen Sehnen durch diesen Punkt 
zunehmen, denn giibe es oo”, so wiirden sie einen Bestandteil der Gesamtheit 
aller Sehnen bilden, die also reduzibel wire in Widerspruch mit der Voraus- 
setzung der Irreduzibilitét der V;’**). 


25. Verwickelter werden die Verhiltnisse bei einer V;, des S, im Falle 
k>1. Es gibt dann zwei Arten von Doppelpunkten hinsichtlich der un- 
eigentlichen Sehnen durch einen solchen. Wir nennen einen Doppelpunkt 
einer Vi. wneigentlich, wenn jede Gerade durch ihn der Sehnenmannig- 


**) Vgl. B. LEVI, Sulla varieta delle corde... (Mem. dell’Accad. di Torino 48 
[2], 1898). 
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faltigkeit Va; angchiért, wiihrend er im entgegengesetzten Falle eigentlich 
heiBt*®). 
Projizieren wir eine V; aus einem allgemeinen §S,-; auf einen S,-,; 
(k<r—t), so erhalten wir (Nr. 7) eine auf die V; ein-eindeutig bezogene 
Vz. Ist die V; frei von Singularititen, so wissen wir auch (Nr. 9), daB 
die Vi; dann eine Vy;--4: von Doppelpunkten besitzt*’). Wegen Nr. 12 
besteht der Tangentialkegel in jedem dieser Doppelpunkte aus zwei Riumen 
S;. Ich behaupte, daB jeder solche Doppelpunkt P ein uneigentlicher Doppel- 
punkt ist, daB also, wenn O ein allgemeiner Punkt des S,-; ist, die Gerade 
OP eine uneigentliche Sehne der Vz ist. Zum Beweis betrachten wir eine 
Sehne P; P2 der Vz, die durch P geht und den S;-1 trifft; sie gehért der 
irreduziblen Mannigfaltigkeit der oo?*-"***1 den S,= O8,-1 treffenden Sehnen 
der V; an |vgl. Anmerkung *°)|. Eine allgemeine Sehne dieser Mannig- 
faltigkeit trifft den S,-1 nicht — es ist dies ja, wie bereits gesagt, nur 
bei oo?*""** Sehnen der Fall — und gibt daher bei Projektion aus dem 
S;-1 oder aus dem S, auf den S,-; eine durch O gehende Sehne der 
V; mit verschiedenen Stiitzpunkten. Die erwahnte Sehnenmannigfaltigkeit 
wird aus dem S; auf den S,-, in oo?*-"*#*1 Erzeugende eines irreduziblen 
Kegels mit dem Scheitel in O projiziert. Diese Erzeugenden treffen die Vi im 
allgemeinen in zwei verschiedenen Punkten, sind also eigentliche Sehnen; 
jedoch befindet sich unter ihnen auch die Gerade OP, die die Projektion 
von P; Pz aus dem 5S; ist und die somit Grenzlage einer eigentlichen Sehne ist. 
Wir fiihren noch folgende Beziehung an, die wenigstens im betrachteten 
Fall die Benennung der uneigentlichen Doppelpunkte rechtfertigt: Dze 
Schnittkurve der Vi des 8,-, mit einem S8,-1-n41, der einen oder mehrere Punkte 
der V3x-r+z enthilt, hat dasselbe Geschlecht wie die Schnittkurve der Vi mit 
einem allgemeinen S,-1-141. Es ist selbstverstindlich k<»—t—1 und also 
2k—r+t<k—1. Durch Projektion der V; aus einem allgemeinen S,-;-1-2 
des S,-, auf einen S;11 ergibt sich eine Vz" mit einer Vi.; von Doppel- 
punkten, in welcher [wegen *°)] die Projektion Vi-,4: der Voz--+ enthalten 


*°) Vel. SEVERI, Intorno ai punti doppi impropri di una superficie generale dello 
spazio a quattro dimension ... (Rendiconti di Palermo 15, 1901) und Svwlle intersezionr 
delle varieta algebriche ... (Mem. dell’Accad. di Torino 52 [2], 1902.) 


°°) Und zwar genau eine V3, _.,,, nicht eine solche zusammen mit Mannigfaltig- 
keiten von Doppelpunkten von Dimensionen <2k —r--t. Es giibe ja sonst Schnitte 
der V;, mit geeignet gewihlten S,,_,,_, durch das Projektionszentrum, S,_,, die aufer 
den scheinbaren Doppelpunkten beziiglich des S,_,, die mittels allgemeiner S,,_5,_, 
erhalten werden, noch eine endliche Anzahl weiterer scheinbarer Doppelpunkte enthielten; 
wegen der Irreduzibilitiit der Sehnenmannigfaltigkeit der V;, kann die endliche Anzahl 
der in einem Sy,_»;_, gelegenen Sehnen nicht anders als durch Unendlichwerden wachsen. 
Analoge Betrachtungen lassen sich fiir dieV, b-8G=0 dreifacher Punkte u. s. w. des Satzes 
der Nr. 9 durchfiihren. 
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ist. Sehneiden wir also die V%’ mit einem allgemeinen S2, so ergibt sich 
eine ebene Kurve mit derselben Anzahl von Doppelpunkten wie eine zweite 
ebene Kurvye, die Schnitt der V//’ mit einem S2 ist, der einen oder mehrere 
Doppelpunkte der Vi{_,+, enthiilt. Diese ebenen Kurven haben aber ihrer- 
seits dasselbe Geschlecht (Nr. 21) wie die Kurven, deren Bilder sie sind, 
daher u. s. w. 


26. Um den Unterschied zwischen eigentlichen und uneigentlichen 
Doppelpunkten schirfer hervorzuheben, machen wir einige Bemerkungen 
im Fall einer V,-2 des S, (r>4). 

Zerfiilt der Tangentialkegel in einem Doppelpunkt P einer V,-2 in ewei 
sich in einem S,-4 schneidende S,-2, so ist P ein uneigentlicher Doppelpunkt, 
d.h. eine allgemeine Gerade g durch P ist eine uneigentliche Sehne der 
V’.-». Die beiden Verbindungsriiume S,-1 von g mit den beiden S,-2 schneiden 
sich in einem S;-2, der g enthiilt und die beiden S,-2 in zwei verschiedenen 
S,-3 schneidet; ein S2 des St-2 durch g schneidet diese daher in zwei 
verschiedenen Geraden g’ und g’’. Kin S3 des S,, der den Sy enthilt, 
schneidet die V2 in einer Kurve, die P als Doppelpunkt mit den Tangenten 
g und g” hat. Die Gerade g gehirt ihrem Bitischel an und ist daher 
uneigentliche Sehne der Kurve und somit auch uneigentliche Sehne der J’,-2. 

Jede uneigentliche Sehne g durch einen eigentlichen oder uneigentlichen 
Doppelpunkt P der V,-2 ist uneigentliche Sehne durch P der Schnittkurve 
der V,-2 mit einem S3 durch P. Es sei O ein allgemeiner Punkt der Geraden g. 
Wir betrachten den Kegel der Sehnen der V,-2 durch O, dem g angehirt. 
Ein S3 durch die Tangentialebene = dieses Kegels lings g, die also g und 
eine unendlich benachbarte eigentliche Sehne enthialt, schneidet die V,-s 
in eier Kurve, die P zum Doppelpunkt hat; die Ebene ihrer beiden 
Tangenten in P ist gerade x und daher (Nr. 24) ist g, wie behauptet, 
uneigentliche Sehne der V-2. SchlieBlich erkennt man, daB sich in jedem 
Fall siimtliche uneigentliche Sehnen mittels Variation des S3; durch P 
ergeben. 

Gehért der Tangentialkegel in einem Doppelpunkt P einer V,-2 einem 
S,-1 eu, so ist P ein eigentlicher Doppelpunkt. Ist g eine uneigentliche 
Sehne durch P, so ist sie das wegen des eben bewiesenen Satzes auch 
fiir irgend eine Schnittkurve der V,-2 mit einem S 3 durch g; daher liegt 
g in dem Biischel, das durch die beiden im S; gelegenen Erzeugenden 
des Kegels bestimmt wird, was nur dann der Fall ist, wenn g im S,-; 
liegt. Die obige Betrachtung, auf den Fall einer Geraden g, die durch 
P geht und im S,-; liegt, angewendet (man hat also einen S3 zu betrachten, 
der durch einen g enthaltenden S, geht), zeigt, daB alle Geraden des 
Bundes P des S,-1 uneigentliche Sehnen der V,-2 sind. 
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27. Die Verallgemeinerung vorstehender Beziehungen auf eine beliebige 
irreduzible V;, ergibt sich nicht unmittelbar, sondern erfordert weitere 
Untersuchungen *'). Sicherlich kénnen dann die uneigentlichen Sehnen in 
einem Doppelpunkt einen S;41; oder einen Syy2 u. s. w. erfiillen, aber 
wegen der Irreduzibilitaét der Sehnenmannigfaltigkeit im Falle 2k <r keinen 
S2; mehr. Wir beschrinken uns hier auf die Angabe zweier Beispiele. 

Wir projizieren eine Flache J’, des S, aus einem Punkt O einer ihrer 
Sehnen auf einen’S;. Die Stiitzpunkte P, und P, dieser Sehne werden 
in einen Doppelpunkt P der Projektion V3 projiziert. Die uneigentlichen 
Sehnen der V3 durch P sind dann die Schnitte des S; mit den Ebenen, 
die aus O die zu P,P, unendlich benachbarten Sehnen der V, projizieren, 
also die oo* Geraden, die durch P gehen und in dem S, liegen, der 
durch die beiden Tangentialebenen der V3 in P bestimmt wird. 

Betrachten wir jedoch im S; eine Flache V,, die Schnitt dreier 
Hyperflachen ist, von denen sich zwei in einem Punkt P beriihren, so 
liegen die uneigentlichen Sehnen der V, durch P alle im §,, der den 
beiden Tangentialhyperebenen S, der drei Hyperflichen gemeinsam ist. 


28. Eine besonders wichtige birationale Transformation einer (irredu- 
ziblen oder reduziblen) V;, haben wir bereits in Nr. 7 betrachtet, niimlich 
die Projektion der V;, aus einem allgemeinen S,-;,-2, der also mit der 
V; keinen Punkt gemeinsam hat, auf einen Sjs1. Ein projizierender 
Raum S,-;-1 kann also mit der V; nicht mehr als eine endliche Anzahl 
von Punkten gemeinsam haben. Die Projektion V; ist eine Hyperfliche 
des Szi1. Es sei nun der S,-;-2 der Grundraum A;42Azi3 ... A, und 
der Sz+1 der gegeniiberliegende Grundraum Ap A; ... Az+i, ferner seien 
Zo, Xi, ---, 2 die. Koordinaten eines Punktes der Vi und yo, 1, .--, 
Yrrt (Yur2 = Yu+3 = ---=Y,=O0) die des entsprechenden Punktes der V%. 
Damit die beiden Punkte in demselben projizierenden Raum liegen, mu 


Yo: Yr: +++ 2 Yn41 = Hor Ups +++ Ue4+1 


sein (Kapitel II, Nr. 8); daher werden die Formeln der birationalen Trans- 
formation hier 
(G) Hosa: > - +: Meer: eset --- the Yo D2 Yr Ds + YusrP: Pusat «++ 2 Pry 


worin die @i=ilyo, Yi, ---) Yx+1) Formen derselben Ordnung m und 
Pp=H(yo, yi, ---, Yuri) eine Form (m — 1)" Ordnung ist. Ist 


(7) I (Yo, Gio. 9 Yu+1) =0 


31) Die Sache wiire einer Behandlung wohl wert, schon wegen des Zusammen- 
hanges mit der Erzeugung von Singularitiiten durch Projektion. 
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die Gleichung der V%, so erhalten wir mittels (6) zu jedem Punkt y, 
dessen Koordinaten (7) gentigen, einen bestimmten Punkt # der Vi, der 
y entspricht, auBer wenn (=O ist. . 

Gentigen die Koordinaten yo, yi, ---, Ye+1 eines Punktes y beiden 
Gleichungen f=0 und p=0, so miissen auch alle pj i=hk-+2, ..., r) 
verschwinden, da die Gleichungen (6) sonst einen y entsprechenden 
Punkt « der V; lieferten, der im S,-z-2 liegen miiBte, was wir aber 
ausgeschlossen haben. Fiir einen derartigen Punkt y miissen (6) also die 
a; unbestimmt lassen. Mittels eines Grenztiberganges kann man den dem 
Punkt y entsprechenden Punkt oder eine endliche Anzahl solcher Punkte 
finden; diese Unbestimmtheit tritt ja offenbar gerade dann ein, wenn der 
den Punkt y projizierende Raum S,-;-1 die V; in mehreren Punkten trifit. 

Durch Elimination der y; aus (6) und (7) ergeben sich folgende 
Gleichungen: 


J (aoa --- Xe+1) =O 
(8) +9 P (Ho U1... Lesi) = Pasa (Wo % .-. LK+1) 
| Ly P (ar neal LK +1) = &, (ao Uy Lr+1), 


die die V; darstellen, wenn wir jene Wertsysteme der %, 21, ...) ®+1 
ausnehmen, fiir die sowohl f=0O als auch ~=O und somit, wie wir 
gesehen haben, auch alle y;=0 (i =k+2, ..., r) werden. Fiir jedes 
soleche Wertsystem miissen wir einen oder eine endliche Anzahl von 
Punkten der V;, erhalten, wiihrend (8) wegen der sich hiebei ergebenden 
Unbestimmtheit der z42, ..., x durch die Koordinaten der Punkte eines 
projizierenden Raumes befriedigt werden. Die Gleichungen (8) stellen also 
neben der V; noch einen Ort von projizierenden Réiumen S,-;-1 dar; 
unter letzteren befinden sich die die V; in mehreren Punkten treffenden 
Spends 

Das ist die sogenannte monoidale Darstellung der Mannigfaltigkeiten. 
Die durch die erste Gleichung (8) gegebene Hyperfliche ist ein Kegel 
mit dem Scheitel S,-,-2 und von der Ordnung m, wenn m die Ordnung 
der V;, ist; die tibrigen geben, wenn k+-r—2 ist, monoidale Kegel mit 
den Scheiteln S,-,-3= Ansa... A:-1 Ai+1 ... A, von n* Ordnung, deren 
(n —1)-facher Raum der S,-;-2 ist. Der Tangentialkegel in diesem ist 
~ =O, wie man sofort erkennt, wenn man etwa mit den Raiumen Sz42.= 
= Ay Ay ... Ayiy A; schneidet. 


29. Wir gehen nun an die Anwendung dieser Bezichungen auf den 
gewohnlichen Raum; es ergibt sich hier die auf Caytey zuriickgehende 
monoidale Darstellung der Raumkurven. Das heifSt folgendes: Ist eine 


Allgemeine Mannigfaltigkeiten (Nr. 29—30). 237 


Raumkurye m** Ordnung vorgelegt und ist P ein Punkt auBerhalb der 
Kurve, aus dem sie ein-eindeutig projiziert werden kann, so ist die Kurve 
selbst der Schnitt eines Kegels mi" Ordnung mit dem Scheitel P und eines 
Monoides einer gewissen Ordnung n, dessen (n—1)-facher Punkt P ist; 
diese beiden Flichen schneiden sich augerdem noch in m(n—1) Geraden. 
Wahlen wir P als vierte Ecke des Grundtetraeders, so haben die Gleichungen 
des Kegels und des Monoides die Gestalt 


F (Go %, %)=0, ty P= 4s; 

die erwihnten m(n—1) Geraden sind die Schnittgeraden des Kegels 
J=0 mit dem Tangentialkegel ¢~ = 0 des Monoides im (m — 1)-fachen Punkt. 

Gehen durch den Punkt P des Raumes h Sehnen der Kurve, so 
zihlen diese unter den obigen m(n—1) Geraden doppelt; ist h’ die An- 
zahl der tibrigen Geraden, so ist also 

m(n—1)=2h+h’. 
Andererseits sind diese h +h’ Geraden einfache Gerade des Monoides durch 
seinen (n—1)-fachen Punkt P und daher mu8 (Kapitel VIII, Nr. 20) 
n(n—1)>h+h' 


sein. Durch Elimination von h’ folgt 


m(n—1) 
2 


>h>(n—1)(m—n). 


SchlieBen wir den Fall einer ebenen Kurve aus, so ist sicher »>1 und 


daher ist weiter . 
Vb 
aN, 


2 
d.h. es ergibt sich fiir die Ordnung » des Monoides die untere Grenze 


Mm 


2 


30. Die in Nr. 28 erliuterte monoidale Darstellung einer V; kann 
in folgender Weise so erginzt werden, daB sic die V;, allein darstellt. 

Vor allem bemerken wir, daB wir in (6) und (8) die @, @zs2, ---, @ 
als teilerfremd, d.b. von jedem gemeinsamen Faktor befreit, yoraussetzen 
kénnen. Die Schnittmannigfaltigkeit von f/=—0O und p=0, die mit W 
bezeichnet sei und aus projizierenden Riumen S,-;-1 besteht, muB von 
der Dimension »—2 sein, da ein gemeinsamer Faktor yon f=0 und 
© =0 auch Faktor von 9;=0 ((=k+2, ..., r) ist. Es gibt also «'7! 
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solehe S,-.-1 und da jeder eine endliche Anzahl von Punkten mit der 
V; gemeinsam hat, ist klar, dai W die V; in einer Vz-1 schneidet. Fiigt 
man also zu (6) die Ungleichung 

(9) p+0 


hinzu, so wird die Vz-1 der V;, vernachlissigt. Aber da diese sich auf 
unendlich viele Arten als Grenzfall anderer V;.-; der V;, auffassen abt, kann 
man sagen, dali die Formeln (8) und (9) ewsammen die V;, allein darstellen. 

Diese Darstellungsweise stimmt im wesentlichen mit der von Kronecker 
als Hauptdarstellung bezeichneten tiberein; sie besteht aus einer Ungleichung 
und hiéehstens + —k Gleichungen. Eine andere Darstellung, die héchstens 
r+-1 Gleichungen erfordert, haben wir in Nr. 11 angegeben, diese wurde 
von Kronecker Gesamtdarstellung genaunt. 

31. Wir beweisen nun noch den Satz: Hine V;' und eine V,", des 8, 
die nicht unendlich viele Punkte gemeinsam haben, schneiden sich in mn 
Punkten**), Man erkennt unmittelbar, daB der Satz richtig ist, wenn die 
eine Mannigfaltigkeit, etwa V;’ in n Réiume S, zerfallt; da die Anzahl der 
Schnittpunkte aber nur yon » und m abhingt, ist damit auch bereits ein 
Beweis des Satzes gegeben. Derselbe ist auch ohneweiters verifizierbar, 
wenn jede der beiden Mannigfaltigkeiten vollstindiger Schnitt von Hyper- 
fliichen ist. 

Daraus folgt, dab eine V," und eine V;' sich in einer V,”." __ schneiden, 
wenn h+k>r ist und sie keine Mannigfaltigkeit von emer Dimension 
>h+k—r gemeinsam haben. In der Tat schneidet ein allgemeiner S2,-1-; 
des S. etwa die V;" in einer V.",, die mit der V;’ wegen des ersten 
Satzes mn Punkte gemeinsam hat und nicht unendlich viele, da sich 
sonst durch Drehung des S2,-;,-, um einen allgemeinen festen So,-,-1-1 
eine der V;" und der V," gemeinsame Mannigfaltigkeit yon einer Dimension 
>h+k—r ergibe. Zu demselben Schlu8 gelangt man auch durch die 
Annahme, da die beiden Mannigfaltigkeiten auBer einer V7". noch 
einen weiteren Punkt gemeinsam haben, indem man wieder einen So,-;-» 
sich um diesen Punkt oder besser um einen allgemeinen S2,-,-,-1 durch 
diesen Punkt bewegen abt. 

Haben V," und JV," eine Mannigfaltigkeit von einer Dimension 
>h+k—r=0 gemeinsam, so kénnen sie neben dieser noch weitere 


**) Einen Beweis dieses Satzes mittels der monoidalen Darstellung der Mamnig- 
faltigkeiten gab HALPHEN (Bulletin de la Soc. Math. de France 2, 1874, S. 34), der 
von NOETHER (Math. Ann, 11, 1877, S. 570) verschiirft und zugleich vereinfacht wurde. 
Kin anderer Beweis mittels des verallgemeinerten Korrespondenzprinzipes stammt von 
Pimrt (Giornale di Matematiche 26 [1], 1888). 
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Mannigfaltigkeiten enthalten; die Dimension jeder dieser Mannigfaltigkeiten 
ist aber immer >h-+-k—r. Die Behauptung gilt offenbar fiir eine y;" und 
eine V* des §,,,; daher kénnen wir sie unter Voraussetzung ihrer Giltig- 
keit fiir einen Raum yon x — 1 Dimensionen mittels vollstiindiger Induktion 
auch fiir einen Raum von 7 Dimensionen beweisen. Es sei nimlich P ein 
Punki der der V7,” und der V,” gemeinsamen Mannigfaltigkeit; die Tangential- 
riume (oder Kegel) S, und S, an die V," und JV,” sind im (7 —1)stufigen 
Strahlenbund P Mannigfaltigkeiten von 4—1 und &—1 Dimensionen, die 
laut Voraussetzung mindestens oo”**~"~! Gerade gemeinsam haben. Infolge- 
dessen gibt es in der Schnittmannigfaltigkeit mindestens oo’**~"~+ zu P 
benachbarte Punkte, und diese Mannigfaltigkeit ist somit mindestens von 
der Dimension h-_k—vr, was zu beweisen war. 


KAPITEL X. 


Lineare Systeme von Hyperflachen. 


1. Wir hatten bereits einige Male Gelegenheit, von dem Begriff des 
linearen Systems von Hyperflichen Gebrauch zu machen. Ein solches ist die 
Gesamtheit der durch eine Gleichung von der Form 


(1) MA+M«z~A+:::4 Sr =0 


dargestellten Hyperflichen. Dabei sind ft, /2, ..-, 4, gegebene linear un- 
abhiingige Formen derselben Ordnung v in den r-+1 Koordinaten 2, a1, 
..+y @p und Ay, Ag, ..., Ay variable Parameter. Wir erwaéhnen kurz die all- 
gemeinen Kigenschaften eines solchen linearen Systems. 

Erteilen wir den Verhiltnissen j,:/2:---:4, der Parameter verschiedene 
Werte, so ergeben sich wegen der linearen Unabhingigkeit der / Formen 
Ji, fo, ++, Jn verschiedene Hyperflichen, was iihnlich bewiesen wird wie der 
entsprechende Satz in Kapitel I, Nr. 5. Man nennt deshalb das System ein 
co" System oder ein System von der Dimension oder Stufe h —1, wihrend 
es hinsichtlich der Ordnung der Hyperflichen ein System n”” Ordnung 
heiBt. Ist r +1, so ergeben sich fiir h=2 und h=3 die besonderen 
Falle von Biischel und Netz’). 

Ist r=1, so besteht das System aus Punktgruppen einer Geraden 
oder allgemein aus Gruppen von Elementen eines rationalen einstufigen 
Gebildes; es heifBt dann Jnvolution von der Ordnung n und von der Dimension 
oder Art h—1 und wird mit I’ bezeichnet. Simtliche Involutionen 2” 
Ordnung sind in der yollstindigen Involution [° enthalten, die durch Null- 
setzen einer allgemeinen binairen Form n™ Grades gegeben ist und somit 
alle Gruppen von » Punkten der Geraden darstellt. Ist h—2, so ergibt 
sich eine Involution /,, die man auch als besondere symmetrische Korre- 
spondenz (7 —1)*" Grades (Kapitel IX, Nr. 18) erhalten kann, wenn man zwei 
Punkte « und «”’ einander zuordnet, die derselben Gruppe der Involution 


‘) Hier und im folgenden unterlassen wir es, die korrelativen Uberlegungen eigens 
auszusprechen. Bemerkt sei nur, dafi diesen Fiillen die Schar oder Rethe und das Feld 
dual gegeniiberstehen. 
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angehbren. Die Gleichung der symmetrischen Korrespondenz erhilt man, 
wenn man in die Gleichung A, 7, -+-A,,/. =0 der Involution fiir die laufenden 
Koordinaten die der Punkte 2’ und «’’ einsetzt und dann A eliminiert; be- 
zeichnet man diese Substitutionen in fA, und jf mit einem zweiten unteren 
Index, so ist die gesuchte Gleichung also 


Sir Sox — Ai. = 9, 


wobei noch der offenbar auftretende Faktor (a wi’ — aio’) weggelassen 
werden kann. 

Setzen wir in (1) a =a = +++ =a-x-1=0, so ergibt sich wieder eine 
lineare Kombination yon Formen. Ein lineares System von Hyperflichen 
des S, wird also von eimmem S; in einem linearen System von Hyperfldchen 
des S, geschnitten, insbesondere gibt ein S; eine Involution. Die Dimension 
des Schnittsystems ist nur dann gleich der Dimension —1 des gegebenen 
Systems (1), wenn keine Hyperfliiche des letzteren durch den S; geht; sie 
ist gleich h —t—1, wenn oo’! Hyperflichen von (1) durch den S; gehen. 
Es ist das ein besonderer Fall eines spiter zu beweisenden allgemeinen 
Satzes (Nr. 19). 


2. Wir betrachten Ay, Ao, ..., 4, als homogene Koordinaten eines Punktes 
(oder einer Hyperebene) eines Raumes S;,-1. Jede Hyperfliiche entspricht 
einem Punkt dieses Raumes und wegen des oben Gesagten auch umgekehrt 
jeder Punkt einer Hyperfliiche. Sind 


(1) () Q) y 
hi, (AL Lee ree h, S,=9 
(2) Fat Ae Fae De RACAL Coe te ECE RC) 
(k) 4 (i) (k) 
hi Fi thes ve co hi Si= 


k linear unabhingige Hyperflichen des Systems (1), so ist die Matrix der 
he von Null verschieden und das bedeutet, daB die & Punkte des S,_,, 
die den Hyperflichen (2) entsprechen, linear unabhingig sind und um- 
gekehrt. Die Punkte des Verbindungsraumes S;-1 dieser / Punkte sind 
bei variablen ; gegeben durch 


4 (1) 2) k) 
h, =, Ne bide 14. viele Uy nt 
(3) Peat bse mee os eae ys ; 
1 2) fa) 
hy, rt Me r My hy ee aa hi ; 


ihnen entsprechen die Hyperflichen 
(4) wR Sat AY A) 
ey | ae a3 UL, an os het wy ay Loe pia 0, 


Bertini, Geometrie. 16 
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die ein dem System (1) wntergeordnetes lineares System bilden und um- 
vekehrt. Ist h=k, so geben (3) eine Koordinatentransformation im Sy-1 
und das System (3) ist mit (1) identisch; diese Transformation kommt 
also einem Ersatz der 7; dureh h andere linear unabhiingige Hyperfliichen 
des Systems gleich. Diesen Hyperfliichen entsprechen jeweils die Ecken 
eines Grundeckes des Sy-1. 

Die Beziehungen zwischen den untergeordneten Systemen und allgemein 
alle Eigenschaften des Systems (1), die aus seiner linearen Bestimmbarkeit 
hervorgehen, sind yollkommen identisch mit jenen des Raumes S,-1 und 
lassen sich unmittelbar angeben. So versteht man unter dem Schnittsystem 
zweier linearer Systeme von den Dimensionen & und k’ das System gréBbter 
Dimension /, das in beiden enthalten ist, und unter ihrem Verbindungssystem 
das System geringster Dimension ¢, das beide enthilt; zwischen den Dimen- 
sionszahlen k, k’, 7 und ¢ besteht dann die Relation k-+- kh’ =/-+-¢ (Kapitel I, 
Nr. 13). Gehdrt ein algebraisches System einem linearen co’!-System voll- 
stiindig*) zu, ist dieses also das lineare System kleinster Dimension, das jenes 
enthiilt, so lassen sich />0O Hyperfliichen des linearen Systems auBerhalb 
des algebraischen und / —/ Hyperflichen dieses Systems so auswihlen, daf 
sich im ganzen h unabhingige Hyperflichen ergeben (Kapitel IX, Nr. 5). 

Selbstverstindlich enthilt jedes lineare System, in welchem ein alge- 
braisches System vollstindig enthalten ist, auch das lineare System 
geringster Dimension, dem das algebraische System zugehort’). 

Das lineare System (1) kann also mit einem S,-1 identifiziert werden 
oder hat diesen zum Bild. Gibt man einer linearen Transformation der 
Ay, Ae, .-., A, nicht wie oben die Bedeutung einer Koordinatentransformation, 
sondern die einer Projektivitaét, setzt man also an Stelle des S,-; einen 
ihm projektiven, so pflegt man zu sagen, daB auch zwischen dem System 
(1) und dem S,-1 eine Projektivitét bestehe. Sind umgekehrt die Hyper- 
flichen eines Systems (1) ein-eindeutig und algebraisch auf die Punkte 
(oder Hyperebenen) eines S;-1 bezogen und entsprechen den unter- 
geordneten linearen Systemen die Unterriume des S;-1, so ist das eine 
projektive Verwandtschaft (vgl. Kapitel III, Nr. 4). 


*) Ein lineares System enthilt ein anderes vollstdndig, wenn alle Hyperfliichen 
des zweiten auch Hyperfliichen des ersten sind, es enthiilt dieses teclweise, wenn man 
die Hyperfliichen desselben durch Hingufiigung einer festen Hyperfliiche erhiilt. 


*) Sind 2A,g,=0 und =, y,—0 zwei lineare Systeme und betrachten wir das 
nicht lineare algebraische System =A, u,; 1), = 0, das entsteht, wenn wir zu jeder 
Hyperfliche des einen linearen Systems jede Hyperfliiche des anderen hinzufiigen, so ist 
das lineare System =o, 9; py, = 0, das offenbar das algebraische System enthiilt, das 
kleinste derartige System, denn wire es von einer Dimension >h—1, wenn h—1 
die Dimension des kleinsten linearen Systems ist, so miiBten mehr als h linear unab- 
hingige Formen 9,1, existieren u. 8. w. 
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3. Als Anwendung der Beziehung k--k! =/--¢ (Nr. 2) im Fall einer 
Involution auf einer Geraden beweisen wir den Satz von Capgnii: Zwei 
bindre Formen f und @ von den Ordnungen n und m, von denen mindestens 
eine nicht identisch verschwindet, haben dann und nur dann einen gemein- 
samen Teiler vom Grade 6=>0, wenn die aus ihren Koeffizienten gebildete 
Syzvester’sche Resultante den Rang n+-m—o hat*). 

Multiplizieren wir die beiden Gleichungen 


1 


ee a bbe pall aA jes ™m > 
w,+---+a,x,=0, PHA %,+0,2%), 2-4 to 2, =0 


n nm 
SHa, +4, 2, 


m-2 m-1 m1 nm—-2 


beziehungsweise mit nae De a SANTA, A RS a on hs ae ee so ergibt 
sich ein System von n-+-m linearen homogenen Gleichungen in den n--m 
Unbekannten «.*"™, ek Lee page a"; die SyivusrEr’sche 
Resultante ist nichts anderes als die Determinante dieses Gleichungssystems. 
Wir haben also zu zeigen, dafi diese Determinante den Rang n-+-m—o 
hat, daB also von diesen n+ m Gleichungen n--m—o linear unabhingig 
sind. Zu diesem Zweck deuten wir x, 7, als homogene Koordinaten eines 
variablen Punktes einer Geraden und bezeichnen die durch f= 0 und ¢ = 0 
dargestellten Gruppen von » und m Punkten beziehungsweise mit G, und 
HA, Wenn wir zu simtlichen Gruppen von m—1 Punkten der Geraden, 
also zur vollstiindigen Involution te (Nr. 1) die Gruppe G, fester Punkte 
hinzuftigen, so erhalten wir eine Involution J," _,; die ersten m von unseren 
obigen Gleichungen geben m Punktgruppen dieser Involution, die linear 
unabhiingig sind, weil es die Gleichungen «+ =0, a" a, =0,..., 2 '=0 
sind. Fiigen wir der yollstindigen Inyolution 7”; die Gruppe H,, fester 
Punkte hinzu, so erhalten wir ebenso eine Involution J", _,, von welcher 
n linear unabhiingige Gruppen durch die letzten m Gleichungen unseres 
Systems gegeben sind. Jede Involution von der Ordnung n+m—1, die 
in 7”-" , und in J",’_, enthalten ist, muS also die Gruppen G, und H,, 
d.h. die n--m—o Punkte enthalten, die sich durch Vereinigung von G, 
und H,, ergeben, wenn wir die 6 gemeinsamen Punkte nur einfach zihlen. 
Die in Tees und Va enthaltene Inyolution gréBter Dimension, also 
ihre Sehnittinvolution ergibt sich, wenn wir zu diesen 2-+m—o Punkten 
alle méglichen Gruppen von o —1 Punkten hinzufiigen. Wegen der oben 


angegebenen Formel ist die Dimension der Verbindungsinvolution gleich 
n—1t+m—1—(o—1)=n+m—o-1 


und daher reduzieren sich die obigen n--m Gleichungen, die ja gerade 
die Verbindungsinvolution geben (vgl. Kapitel I, letzter Absatz der Nr. 10), 
auf bloB n+-m—o linear unabhiingige, was zu beweisen war. 

4) ScorzA, Deduzione di un teorema del Prof. CAPELLI... (Giornale di Mate- 


matiche di Battaglini 55, 1917); dort finden sich auch Literaturangaben. 
16* 
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4. Die hier auseinandergesetzten Beziehungen ftihren naturgemaS zu 
einer bemerkenswerten Zuordnung zwischen den linearen Systemen von 
Hyperfliichen n** Ordnung und den linearen Systemen von Hyperflaéchen 
n= Klasse, die in zahlreichen Arbeiten in erster Linie von RryE und 
Rosanes yerwertet wurde. Die Hyperflichen n‘* Ordnung 


(5) 3 Mi, Spe neoe m3 eis = O 


‘galas eee nm 
5 =e A 2 = ; J ‘ > 
sind (vgl. Kapitel VII, Nr. 1) Punkte eines Raumes Se ae mit den Ko- 
: 2 
ordinaten ai, :, --.«,. Ebenso sind die Hyperfliichen x'** Klasse 


>) SS fete is fi 
(6) hi tg ty, >t, 20 My, 0 


Punk eines Ré Ce . ] é ele 
unkte eines Raumes De) 4 mit den Koordinaten 4, ;, .-. i, 
‘ 2 
Zwei Hyperfliichen (5) und (6) heiBen nun konjugiert oder apolar, 


wenn ihre Koeffizienten der bilinearen Gleichung 


7 Ss 
(7) =, i 66 ig Udy tg + ty =O 


2 7 


gentigen. Das bedeutet aber nun offenbar, daB zwischen den beiden Réiumen 
~Y, Y, nN - Me 7) . . . ~ a 5 
S’ und 8” von | jd Dimensionen eine Korrelation besteht, in der 


die Grundecke einander entsprechen und in der zwei apolare Hyperflichen 
konjugierte Punkte sind. Ist eine Hyperflache zu mehreren anderen Hyper- 
flichen apolar, so folet daraus vor allem, daf sie dann zu dem linearen 
System apolar ist, das durch die letzteren bestimmt wird. Da in der Kor- 
relation einem S,_, ein =,_, entspricht, dessen Kern ein (gag ee ist, folgt 
weiter, dah jedem linearen x'~'-System von Hyperflichen ni” Ordnung ein 


(+r 
: See Gy oF ; 
lineares ol’ r J -System von Hyperflichen n Klasse zugeordnet ist, so das 


jede Hyperfliiche des einen zu jeder Hyperfliche des anderen Systems apolar 
ist. Derartige lineare Systeme heifSfen gleichfalls apolar’). 


*) Im Falle eines S;, also bei blo® zwei Veriinderlichen haben §) und §, so 
wie wz) und a, die Bedeutung von Punktkoordinaten und die Inzidenzbedingung 
§ x + § 7, — 0 bedeutét, daB der Punkt «,: 2) mit dem Punkt — & :§ zusammenfillt. 
So hei&en zwei Formen, die wir in denselben Variablen schreiben, oder die durch 

n> Soe 6 ae n Palas 
2 (7) e,%, 2; =) mil (7) Geer, ae —() 
dargestellten Punktgruppen nach der obigen Definition apolar, wenn 
=(— 1)’ () a... 0) 


ist, da wir zur Anwendung unserer Definition in der oben gegebenen Form etwa fiir 
die zweite Gleichung 

yi 48 (2 en-8 eo 

D(A) (Gy) by 5, enep SO 
zu setzen haben. 
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Wir erwahnen noch eine Eigenschaft zweier apolarer linearer Systeme 
desselben S,, die in dieser Abbildung nicht zum Ausdruck kommt. Notwendig 
und hinreichend, damit eine n-fache Hyperebene mit der Gleichung 


1 eR 


Meseecro Nise ah nly 


zu einer Hyperfliche n** Klasse (6) apolar sei, ist wegen (7), daB die 
Bedingung 

> {PAU sagt Gen AE Poa 
erfiillt ist, daB also die Hyperebene der Hyperfliiche (6) angehirt. Also 
sind die n-fachen Hyperebenen eines Systems von Hyperfldchen ne Ordnung 
die den Hyperfitichen des apolaren Systems gemeinsamen Tangentialhyper- 
ebenen und umgekehrt. Analoges gilt korrelativ. 


Daraus ergibt sich die im folgenden niitzliche Bemerkung, da8 ie a ") all- 
gemeine n-fache Hyperebenen linear unabhingige Hyperflichen n** Ordnung 
sind, so daB sich also jede Form n** Ordnung als Summe n** Potenzen 


von | i linearen Formen darstellen 1i8t°); wiire nimlich eine von ihnen 


eine lineare Kombination der hela ae tibrigen, so miiBte die Hyper- 


fliche, die diese (einfach betrachteten) Hyperebenen beriihrt und zu ihnen 
ti 
(n-fach betrachtet) daher apolar ist, auch die eel ‘ beriihren, was aber 


wegen der Allgemeinheit der Hyperebenen nicht moglich ist. 


5. Es kénnen Mannigfaltigkeiten derselben oder verschiedener Dimen- 
sionen (> 0 und <r — 1) existieren, die den Hyperflichen 7A =0,f=0,..., 
jf, =0 und infolgedessen allen Hyperflichen des linearen Systems (1) 
gemeinsam sind. Sie heiBen dann Basismannigfaltigkeiten des Systems. Ist 
h<r, so existiert eine Basismannigfaltigkeit von einer Dimension > r — h. 
Nur wenn eine Basismannigfaltigkeit eine Dimension > 7 —/ hat, kénnen 
mit ihr zugleich andere Basismannigfaltigkeiten verschiedener Dimensionen 
auftreten (vgl. Kapitel IX). Die Basismannigfaltigkeiten (Punkte, Kurven, 
Flichen, ...) kénnen einfach oder mehrfach sein. 


5) Diese Anzahl kann in Dai een Fiillen ganz bedeutend kleiner sein. So haben wir 
gesehen, daS die allgemeine 1a _, des S' als pamine der Quadrate von »-+-1 Linear- 
formen darstellbar ist (Kapitel VI, Nr. 8) ad die ye des S, mit 10 Poppe yuk ies als 
Summe dritter Potenzen von 6 Linearformen (Kapitel Vit, Nr. 34). Hine ye des S, abt 
sich auf unendlich viele Arten als Summe dritter Potenzen von 6 aeieartornien 
(REYE’sches Polsechsflach) und auf eine einzige Art als Summe dritter Potenzen von 
nur 5 Linearformen (SYLVESTER’sches Pentaeder) darstellen. 
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Jeder s-fache (s=>1), zwei oder mehreren Hyperflichen gemeinsame 
Punkt ist auch allen Hyperfliichen des durch die ersteren bestimmten linearen 
Systems gemeinsam, wie man sofort erkennt, wenn man eine Ecke des Grund- 
eckes in diesen Punkt legt (Kapitel VIII, Nr. 18); Analoges gilt fiir jede (s + h)- 
punktig bertihrende Gerade durch den s-fachen Punkt. Da es ferner im S, nicht 
m+ 

5 
klar, daB die Hyperfliichen mit gegebenen mehrfachen Mannigfaltigkeiten 
und gegebenen Tangenten in denselben ein lineares System bilden; ebenso 
ergibt sich, wenn man den Hyperfliichen eines linearen Systems mehrfache 
Mannigfaltigkeiten und Tangenten in ihnen vorschreibt, ein dem ersten 
untergeordnetes lineares System. 

Der Tangentialkegel an eine allgemeine Hyperfliiche eines linearen 
Systems in einem s-fachen Punkt variiert gleichfalls in einem linearen 
System, was man sofort nachweisen kann, indem man wie oben cine 
Ecke des Grundeckes in diesen Punkt legt. Ist der s-fache Basispunkt 
isoliert, d. h. liegt er nicht in einer anderen Basismannigfaltigkeit, so gehért 
das erwiihnte lineare System von Kegeln dem Bund an, dessen Kern der 
s-fache Punkt ist; ist dieser Punkt jedoch ein allgemeiner Punkt einer 
isolierten, also nicht in einer anderen Basismannigfaltigkeit von mehr 
Dimensionen enthaltenen Basismannigfaltigkeit V. von © >0 Dimensionen, 
so liegt dieses lineare System von Kegeln in dem Bund, dessen Kern 
der Tangentialraum S, an die V.. im betrachteten Punkt ist (vgl. Kapitel IX, 
letzter Absatz aus Nr. 12). 


fd : es : +s a : : 
mehr als | linear unabhiingige Hyperflichen 2” Ordnung gibt, ist 
/ 


6. Uber die Dimension des obigen linearen Systems von Kegeln gibt 
der folgende Satz AufschluB: Die Tangentialkegel an die Hyperflichen eines 
linearen ~"~*-Systems in einem s-fachen Basispunkt bilden ein lineares oo!-""~1- 
System, wenn die Hyperfliichen, die in dem Punkt eine Multiplizitét > s 
haben, ein lineares oo”-1-System bilden. Dabei ist h’=0, wenn derartige 
Hyperfliichen tiberhaupt nicht existieren und auBerdem gilt selbstverstand- 
lich die Einschriinkung h' <h—1. 

DaB die Hyperflachen, die im s-fachen Basispunkt eine Multiplizitat 
>s haben, sofern sie existieren, ein lineares System bilden, folgt aus der 
Bedingung, daB der Koeffizient von «}* identisch verschwinden mub, wenn 
wir zur Darstellung des linearen Systems wieder ein Grundeck wiahlen, 
dessen Ecke A, in den s-fachen Basispunkt fallt. Es ergibt sich eine 
gewisse Anzahl von Gleichungen, die in den Parametern des Systems linear 
sind und keine Identititen in diesen Parametern sein kiénnen, da der 
Punkt fiir eine allgemeine Hyperfliche des Systems nicht mehr als s-fach 
ist. Der Fall, da8 diese Gleichungen nur durch lauter versehwindende 
Werte der Parameter befriedigt werden, kann natiirlich eintreten. 


Lineare Systeme von Hyperfliichen (Nr. 6—7). DAT 


Zur Bestimmung unseres Systems nehmen wir zuerst h’ unabhingige 
Hyperflachen des linearen co’~1-Systems 7; = 0, 2 =0, ..., fr =0 und dann 
die weiteren Hyperflichen fy .:1=0, ..., 4,=0 untereinander und yon 
den ersteren unabhiingig; das System ist dann gegeben durch 


Aft + hefet --- tay fy 4 Mer Svsit-:- +haA =O. 
Im untergeordneten linearen System 
nx rTatea se os: hati = 0 
kann keine Hyperfliche in A, eine Multiplizitit +s haben, da sonst die 
Dimension des Systems derartiger Hyperfliichen > h’— 1 wire. Es folgt, 
daS das lineare System der Tangentialkegel an die Hyperflichen dieses 
untergeordneten Systems genau die Dimension h — h’—1 hat, denn wiiren 
die h—h’ Tangentialkegel an fiii=0, ..., f.=O0 linear abhingig, so 
kénnte man aus den linken Seiten ihrer Gleichungen eine lineare Kombination 
bilden, die bei nicht durchwegs verschwindenden Werten der Parameter 
hysi1, ---, 4 identisch Null ist; d.h. es mtiBte eine Hyperfliche mit einer 
Multiplizitit +s geben. Damit ist der Satz bewiesen. 


7. Wir bemerken, daS wir der Zahl h —1, der Dimension (Nr. 1) des 
linearen Systems (1) noch eine andere Bedeutung geben kiénnen. Es ist das 
nimlich die Anzahl der allgemeinen Punkte des S,, durch welche eine 
Hyperfliche des Systems bestimmt wird. Es geniigt zu diesem Zwecke, 
den ersten Punkt auSerhalb der Basismannigfaltigkeit des Systems zu wihlen ; 
da dann zwischen den Parametern eine lineare Relation besteht, bilden 
die Hyperflichen des Systems, die durch diesen Punkt gehen, ein lineares 
oo’ ?-System; den zweiten Punkt wihlen wir dann auferhalb der Basis- 
mannigfaltigkeit dieses Systems, so daf die Hyperflichen durch diese 
beiden Punkte ein lineares oo”~?-System bilden; den dritten Punkt nehmen 
wir dann auferhalb der Basismannigfaltigkeit dieses Systems an u.s. w. 

Die naheliegende Frage, ob diese Tatsache ein algebraisches System 
bereits als linear charakterisiert, beantwortet der folgende Satz: Hin 
algebraisches cx"1-System von Hyperflichen des 8, derselben Ordnung, 
welches so beschaffen ist, dafi durch h—1 allg meine Punkte eine einzige 
Hyperfltiche des Systems hindurchgeht, ist ein lineares System, wenn die 
allgemeine Hyperfldche desselben nicht mehrfach ist’). 

Wiire die allgemeine Hyperfliiche f—0 des Systems mehrfach, also 
eine andere, p-mal genommene Hyperfliiche ~—0, so ist klar, daf die 
Hyperflichen (~ = 0, wenn sie den Voraussetzungen unseres Satzes geniigen, 


”)Bemerkt sei, da8 ein algebraisches System wohl reduzibel sein kann, da wir 
jedoch immer voraussetzen, daS seine Bestandteile alle von derselben Dimension sind 
(vgl. Kapitel IX, Nr. 2). 
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ein lineares System bilden und daf die Hyperflichen #=0 dann die p® 
Potenz dieses linearen Systems wiiren und umgekehrt. Aber die p® Potenz 
eines linearen Systems ist nicht linear, da die allgemeine Hyperfliiche beispiels- 
weise eines Biischels, das durch p* Potenzen zweier Formen derselben 
Ordnung gegeben ist, aus verschiedenen Hyperfliichen besteht, die durch 
die p Wurzeln des Parameters des Biischels bestimmt sind, und nicht aus 
einer p-fach zaihlenden Hyperfliche. 

Wir beweisen nun unseren Satz zuerst fiir den Fall r=1, h=2; d.h. 
wir nehmen an, da8 wir auf einer Geraden (oder auf irgend einem rationalen 
einstufigen Gebilde) eine algebraische .Gesamtheit von oo’ Gruppen yon 
n Punkten x’, xv’, ..., «™ haben, die alle variabel sind, so da ein all- 
gemeiner Punkt einer einzigen Gruppe angehiért. Im Bildraum S, aller 
Gruppen von 2 Punkten der Geraden ist diese oo’-Gesamtheit durch eine 
rationale Kurve C dargestellt; da jeder Punkt derselben durch einen Punkt 
der Geraden bestimmt ist, werden seine Koordinaten rationale Funktionen 


oY; = (a1) i=0, 1; 1) 


der Koordinate oder des Parameters #, dieses Punktes sein. Die Verhialtnisse 
(Po: P1:...:@, fndern sich nicht, wenn wir fiir 7, der Reihe nach die 
IPAPAMLOLOL 22,57 75, a” der m Punkte einer Gruppe einsetzen, da diesen 
Punkten ja derselbe Punkt Y von C entspricht; mindestens eins dieser 


Verhiiltnisse mu jedoch auch andere Werte annehmen, wenn wir dem 


x, andere Werte erteilen, die andere Gruppen und daher auch andere 


Punkte auf C bestimmen®). Ist ein derartiges Verhiltnis etwa ea wobei 
J 1 


,; (a4) 
8) Es wiire hier zu bemerken, da8 das Verhiiltnis wiGal fiir verschiedene, nicht 
. . . J 1 
zu einer Gruppe gehorige Punkte ,, nicht denselben Wert 4 annchmen kann. Ist unsere 
col-Gesamtheit auf der Geraden etwa durch die allgemeine Gleichung n°" Grades 


2 
Oy Oye dg a 


und durch eine Anzahl algebraischer Relationen zwischen den Koeffizienten a, gegeben, 
so lassen sich die a, aus diesen Relationen und aus 


2 n 
| | wore = 
Ta, 2X, ae == 0 


rational eliminieren. Das Resultat ist eine in 2 und x, symmetrische Gleichung, die also 
c le 8 t A . ° 
in # wie in z, von n™ Grade ist. Durch Koeffizientenvergleichung folgt 


QY;=4,= ©; (x) 


@, (x) 
und daher kann das Verhaltnis ay nur fiir die », einer Punktgruppe entsprechenden 
54 


Werte von x, aber fiir keine anderen denselben Wert 2 liefern. Vgl. hiezu SEVERI, 
Vorlesungen tiber algebraische Geometrie (Leipzig, Teubner 1921), 8S. 14. [D.] 
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wir uns Zihler und Nenner von gemeinsamen Faktoren befreit denken, 
so folgt daraus eine Gleichung 


Pi (a) — AQ; (w,) = 0, 


die fiir jeden Wert von 4 eine Gruppe von » und nur von » Punkten 
liefert, also in #, von n**™ Grade ist. Unser algebraisches System ist daher 
eine Involution 2 Ordnung ’). 

Es sei weiterhin h=2, jedoch jetzt 7 >1 beliebig. Eine Hyperfliche 
des algebraischen Systems durch einen Punkt A einer allgemeinen Geraden 
des S, bestimmt auf dieser eine Gruppe von » Punkten einschlieBSlich A. 
Dureh Variation yon A erhilt man auf der Geraden wegen des eben 
erledigten Falles »=1 eine Involution n‘** Ordnung, deren Gruppen ein- 
eindeutig den Hyperflachen des Systems entsprechen. Fiihren wir den 
Parameter A fiir die Gruppen der Involution ein, so miissen die Koeffizienten 
der Gleichung einer Hyperfliche rationale Funktionen von A sein, d.h. die 
Gleichung selbst mu nach Multiplikation mit einem geeigneten Polynom 
in A die Form 

Cy ess. iy eae eee ee. teed 


haben, wobei Xo, Xi, ..., Xm Formen n‘* Ordnung in 2%, @%1, ..., 2, sind. 
Aber da durch einen Punkt des Raumes nur eine einzige Hyperfliche 
hindurchgeht, muf m=1 sein, da wegen der Bedingung unseres Satzes 
die linke Seite dieser Gleichung nicht die m‘ Potenz einer Linearform 
sein kann; das. betrachtete System ist also ein Biischel. 

Den allgemeinen Fall beweisen wir durch Induktion; d.h. wir nehmen 
die Gtiltigkeit unseres Satzes, der fiir h—2 bereits bewiesen ist, fiir eine 
beliebige Dimension <h—2 an und beweisen ihn unter dieser Voraus- 
setzung fiir die Dimension h—1. Wir fixieren h—1 allgemeine Punkte 
P,, Po, ..., Pa-1 des S.(r=>1) und bezeichnen mit o, das System der 
Hyperflichen des gegebenen Systems, die durch Po, ..., Py-1, Pest, ---,Paa 
hindurchgehen. Dieses System o, ist wegen unserer Voraussetzung und 
wegen des eben Bewiesenen ein Biischel'’). Durch einen allgemeinen 
Punkt_X des S, geht eine Hyperfliche aus jedem Biischel o;, also im ganzen 
h—1 Hyperflachen; diese bilden zusammen mit der durch die Punkte P 


®) Wiirde die allgemeine Gruppe aus einer k-fach betrachteten anderen Gruppe 
von » Punkten bestehen, so daS8 also m= kv wire, so Wiirde unsere Uberlegung zu 
einer k*" Potenz einer Gleichung fiihren, die in 4 linear und in a, von o%™ Grade 
wire und somit, wie oben bemerkt, ein nicht lineares System darstellen wiirde. 


10) Ist » =1, so sagt man Punktgruppe, Involution von der Dimension eins, .... 
statt Hyperfliiche, Biischel, ... 
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bestimmten Hyperfliche des gegebenen Systems / linear unabhingige 
Hyperfliichen, da ja h—1 yon ihnen einen Punkt bestimmen, der nicht 
in der iibrigbleibenden liegt; diese h Hyperfliichen bestimmen somit ein 
lineares co’~1-System, von dem wir nun zeigen wollen, daf es mit dem 
gegebenen algebraischen System identisch ist. In der Tat gehéren alle 
erwihnten /—1 Biischel o, des algebraischen Systems auch dem linearen 
co’-1-System an, da jedes derselben mit diesem zwei Hyperfliichen gemein- 
sam hat; das algebraische und das lineare co"~*+-System enthalten infolge- 
dessen beide auch die h—1 Hyperfliichen der Biischel, die durch einen 
weiteren allgemeinen Punkt Y des S, hindurchgehen. Diese h— 1 Hyper- 
flichen sind linear unabhiingig, da wieder h—2 von ihnen einen Punkt 
gemeinsam haben, der nicht in der tibrigbleibenden enthalten ist; sie 
bestimmen daher ein lineares co’ ~?-System, das durch den Punkt Y bestimmt 
ist und sowohl dem linearen co*~!-System als auch zufolge der Voraus- 
setzung unserem algebraischen System angehort. Lassen wir Y im S, 
variieren, so folgt sofort die Identitit der beiden Systeme und damit 
ist unser Satz bewiesen. . 


8. Ein weiterer Satz, der unter anderen Voraussetzungen zur selben 
Folgerung fiihrt, wie der der Nr.7, ist der folgende: Hin algebraisches 
co" 1-System o von Hyperfldichen des S, derselben Ordnung ist ein lineares 
System, wenn durch h—1 allgemeine Punkte einer irreduziblen Mannig- 
faltigkeit V"") eine einzige Hyperfliche von o hindurchgeht, die zugleich 
mit den h—1 Punkten variabel ist und wenn aufierdem der variable Teil 
des Schnittes von V mit einer allgemeinen Hyperfldche von 6 nicht mehr- 
Fach 2dhlt. 

Die Bedingung, da8 die Hyperfliche des Systems o, die durch h—1 
allgemeine Punkte von V hindurchgeht, zugleich mit diesen Punkten 
variieren soll, ist gleichbedeutend damit, daf keine Hyperfliche des Systems 
die Mannigfaltigkeit V ganz enthalte, da sonst durch h—1 allgemeine 
Punkte von V keine andere Hyperfliche als diese hindurchgehen kénnte’’). 


“) Es ist gleichgiiltig, ob V dem S, zugehdrt oder nicht. 

*) DaB diese und die andere Bedingung notwendig sind, folgt aus einfachen 
Beispielen. Ist o das co®-System der Fliichen zweiten Grades des 9,, die durch zwei 
Punkte gehen und eine Gerade g beriihren, so geht durch sechs allgemeine Punkte 
einer allgemeinen Ebene a, die wir als Mannigfaltigkeit V ansehen, eine einzige Fliche 
von o, die aus « und der Ebene besteht, die durch die zwei Basispunkte und den 
Punkt ga geht; dieses co%-System ist nicht linear. Nehmen wir fiir o das ebenfalls 
nicht lineare co?System der Hyperebenen, die eine Kurve C?” (mn >1) eines Sy, in 
zwei Punkten je -punktig beriihren und ist V dieselbe Ce so geht durch je zwei 
Punkte der 0”” eine einzige Hyperfliiche von o, aber die zweite Bedingung ist nicht 
erfiillt. 
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Es sei zuerst h—1—1, d.h. wir nehmen an, daS durch einen all- 
-gemeinen Punkt von V eine einzige Hyperfliche von o hindurchgeht; 
diese Hyperflache ist dann wegen der zweiten Bedingung sicher nicht 
mehrfach. Wir kénnen daher den Satz der Nr. 7 anwenden und so folgendes 
feststellen: Ist o kein Biischel, so gehen durch einen allgemeinen Punkt x 
des S, mindestens zwei Hyperfliichen von o, die in eine einzige, nicht 
durch V gehende Hyperfliiche § zusammenfallen, wenn der Punkt a in einen 
allgemeinen Punkt von V fillt. Daraus wiirde aber folgen™’), daB V der 


**) Fiir den Beweis wird es nétig sein, hier daran zu erinnern, da unter gewissen 
Voraussetzungen, die im Falle eines algebraischen Systems sicher erfiillt sind, ein 
cot System von Hyperflichen stets eine einhiillende Hyperfliiche W,_, besitzt, die als 
der Ort der sogenannten Charakteristiken V5, V/_», ... angesehen werden kann; 
diese Charakteristiken sind der Reihe nach je zwei benachbarten Hyperfliichen V,,_,. 
Vis Vi_s Vi4q3 --- des Systems gemeinsam. Ldngs der V,_5, Vi_5, ... wird die 
W,,_, beztehungsweise von der Vi_,, Vi',, ... berithrt. In der Tat liegt ein zu 
einem Punkt X der V,_, benachbarter Punkt X’ derV/_, inderV/_,, so dab XX’ Tangente 
an die V/_, in X ist. Diese Tangente kann nicht im Tangentialraum S,, an die 
V9 in X liegen, da sonst X’ der V,_, angehdren und somit V,,_, und Vig Zu- 
sammenfallen miibten; die V,_,, V/_,, V/4y, --. wiirden dann ein Biischel bilden, 
was wir ausschlieBen wollen. Der Tangentialraum Saag) CHO OME 1 oes in X bestimmt 
somit zusammen mit der Tangente XX’ einen S,_,, der sowohl die V’/_, als auch die 
W,., in X beriihrt.. Im Fall; wo V,_,, Vi_,, Vi1,, --- ein Biischel bilden, kann man 
sagen, dab die W,_, fehlt, sofern man nicht die Basismannigfaltigkeit von » —2 Dimen- 
sionen als Einhiillende ansehen will. 

Bemerkt sei ferner, daS eine Mannigfaltigkeit V, die in jedem ihrer Punkte von 
(mit dem Punkt zugleich variablen) Hyperfliichen des cotSystems beriihrt wird, not- 
wendig der Einhiillenden W,_, angehért. Beschriinken wir uns auf den Fall, da V 
eine Kurve ist — man kann dann sofort auch auf den allgemeinen Fall schlieBen — so 
ist die Behauptung geometrisch evident, da die in einem Punkt A von V beriihrende Hyper- 
fliiche neben A auch durch den benachbarten Punkt 4’ hindurchgeht und somit mit der 
(von der ersten verschiedenen) benachbarten Hyperfliche diesen Punkt gemeinsam hat; 
analytisch kénnen wir den Beweis folgendermafen fiihren. Die Kurve sei gegeben durch 


H =1,¢#,—f,4 G=1,2, ..., 1), 


wobei /,(A) analytische Funktionen eines Parameters 4 seien. Das co’-System kénnen 
wir durch eine Gleichung 
Pp (@p h) =0 


darstellen, die denselben Parameter’ enthilt; dabei soll die Hyperfliiche, die durch 
einen Wert von A bestimmt ist, die Kurve in einem Punkt beriihren, dessen Koordinaten 
sich fiir denselben Wert von A ergeben. Da die Kurventangente in einem Punkta in 
der die Hyperfliiche im selben Punkt beriihrenden Tangentialhyperebene liegt, muf 


op dua, 


a ox, dh 
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Kinhiillenden der Hyperfliichen von o angehirt und daher hitte der 
variable Sehnitt von V mit £ in w einen mehrfachen Punkt, der entweder 
von der Bertihrung zwischen V und € herriihren oder mehrfacher Punkt 
von & selbst sein kinnte. Dieser Schnitt miibte aber dann tiberall eine 
gewisse Multiplizitiit besitzen; denn hiitte ein allgemeiner Punkty des 
Schnittes, der somit auch ein allgemeiner Punkt der V wiire, eine Multi- 
plizitiit, die von der des Punktes « verschieden ist, so miiBte auBber § noch 
eine weitere Hyperfliche von o durch y gehen, deren Schnitt mit V in y 
dieselbe Multiplizitiit hiitte wie der Schnitt von § mit V in a Man hiitte 
also hier einen durch die zweite Bedingung des Satzes ausgeschlossenen 
Fall vor sich; o muB somit ein Biischel sein. 

Nun sei A—1>1. Da wir den Satz fiir h—1—=1 bewiesen haben, 
gehen wir wieder durch Induktion vor; wir nehmen den Satz also als richtig 
an fiir alle Werte <h—1 und zeigen dann, daB er auch fiir diesen Wert 
gelten mub. In der Tat bestimmen zwei allgemeine Punkte von V zwei 
co" *-Systeme von o, die laut Voraussetzung linear sind und das gleich- 
falls lineare co*~*-System gemeinsam haben, das durch beide Punkte 
zusammen aus 6 herausgeschnitten wird. Daraus folgt, da die Hyper- 
flichen von o sich in unendlich viele lineare oo’~*Systeme verteilen 
lassen, von denen je zwei ein lineares co”~*-System gemeinsam haben. 
Identifizieren wir nun alle Hyperfliichen des S, der betrachteten Ordnung 
mit den Punkten eines Raumes (Nr.2), so kénnen wir den Satz aus 
Kapitel I, Nr.18, anwenden und damit zeigen, dal diese oo’ ?-Systeme 
und daher siimtliche Hyperfliichen von o demselben linearen oo’ +-System 
angehéren; der zweite Fall, daB alle co*~*-Systeme, die durch die einzelnen 
Punkte yon V aus o ausgeschnitten werden, ein und dasselbe lineare 
co’ -System gemeinsam haben, kann nicht eintreten, da jede Hyperfliche 
dieses letzteren Systems ja alle Punkte von V enthalten miiBte. 


9. Als Sonderfall des eben bewiesenen Satzes ergibt sich, da ein 
algebraisches oo’"'-System von Hyperebenen des §S, ein Bund  ,-, ist, 
wenn durch h—1 allgemeine Punkte einer irreduziblen und dem S, zu- 
gehérenden Mannigfaltigkeit V eine einzige Hyperebene des Systems geht 


sein zusammen mit (x; 4)=0. Durch Differentiation dieser letzteren Gleichung 
nach A folgt 


yee ax, 9 
yaa We 


7 9e, dh On 


: : : Yea me 
aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich <t =0, die zusammen mit m=O eine 
Charakteristik darstellt u. s. w. or 
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und wenn der veriinderliche Schnitt von V mit einer allgemeinen Hyper- 
ebene des Systems nicht mehrfach ist**), 

Wir verwenden diesen Sonderfall zum Beweis folgenden Satzes: 
Eine birationale Korrespondenz zwischen zwei irreduziblen Mannigfaltig- 
keiten V;,und Vj, ist eine Kollineation, wenn den Schnitten der einen Mannig- 
Jaltigkeit mit Hyperebenen auch auf der anderen Mannigfaltigkeit Schnitte 
mit Hyperebenen entsprechen, d.h. die birationale Korrespondenz ist dann 
einer Kollineation zwischen den Zugehbrigkeitsriumen S, und S% der 
Mannigfaltigkeiten V;, und Vj, untergeordnet. Da laut Voraussetzung die 
Hyperebenen der beiden Riume einander ein-eindeutig entsprechen, haben 
wir nur zu zeigen, daf in einer derartigen Korrespondenz einem &,-1, 
von Hyperebenen des S, ein =; von Hyperebenen des S, entspricht (vg. 
Kapitel II, Nr. 4). Nun entspricht einem ~,-; eine algebraische Gesamt- 
heit o’ von Hyperebenen, von denen durch h—1 allgemeine Punkte der 
Vz eine einzige bestimmt wird, da diesen Punkten ja h—1 Punkte der 
V; entsprechen, die eine Hyperebene des >,-; bestimmen; dieser Hyper- 
ebene entspricht wieder eine Hyperebene von o’, die durch die h—1 
Punkte der V;, hindurchgeht. Andererseits sind die Hyperebenen von o’ im 
allgemeinen keine Tangentialhyperebenen der Vz, da sie bei Variation des 
Bundes =,-; den ganzen Raum S; beschreiben. Also ist o’ ein Bund &;-1 und 
damit der Satz bewiesen. 


10. Hat die allgemeine Hyperfldche eines linearen Systems einen s-fachen 
Punkt, der zugleich mit der Hyperfliche vartiert, so ist der Ort dieses 
Punktes eine (s —1)-fache Basismannig faltigkeit des linearen Systems’). 
Betrachten wir zuerst den Fall eines Biischels f+-A~=0. Die Koordi- 
naten 2, 7, .-., % des s-fachen Punktes der Hyperfliche des Biischels, 
die dem Parameterwert / entspricht, sind laut Voraussetzung algebraische 
Funktionen yon 4*°), so daB also die Gleichungen 


(8) BA And te alee Oe ewe ae al) 
4) Vel. SEGRE, Introduzione alla geometria sopra un ente algebrico... (Annali 
di Matem. 22 [2] 1894), FuSnote zu Nr. 23. — Bemerkt sei, da hier nur die zweite 


Bedingung des allgemeinen Satzes der Nr. 8 notwendig ist (als einfaches Beispiel be- 
trachte man das cot-System der Tangentialebenen eines quadratischen Kegels des 5); 
die erste Bedingung ist schon durch die Zugehérigkeit der V zum S., erfiillt. 

15) BERTINI, Sui sistemi lineari (Rend. Ist. Lomb. 15 [2], 1880). 

16) Sie kénnen auch Funktionen weiterer Parameter sein, wenn die allgemeine 
Hyperfliche eine variable s-fache V, (k > 0) enthiilt, doch ist das ohne EinfluS auf den 
Beweis. Man kann itibrigens auch in diesem Fall das Problem auf die Betrachtung 
eines isolierten s-fachen Punktes zuriickfiihren, indem man mit einem allgemeinen 
S,-, Schneidet und den so erhaltenen Schnitt des Biischels untersucht. 
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bestehen, wobei die Indizes baw. die Ableitungen nach a, v,, .--, Vi,_, 
andeuten und alle Kombinationen der Zahlen 0, 1, ..., 7 zur (s—1) 
Klasse mit Wiederholungen durchlaufen sollen. Denken wir uns in diesen 
Gleichungen fiir die 2; die erwihnten Funktionen von dA eingesetzt, so 
werden sie Identitiiten in 4; dureh Differentiation nach A folgt dann 


y/' Aes Dra * aye 
Wo) Pek Pee Tae te NG iioren: te CLK 
(i — Af. : 
k F) Ui c Ki k 


und daraus ergibt sich wegen des Eurmr’schen Satzes weiter, indem man 
etwa mit 2;, multipliziert, ftir 7, die Werte 0, 1, ..., » setzt und dann 
addiert 


of; - ; op; é 7, 

; te Ware «tee “ Unita slertou wi 

by Ee tanies 243 be | 2 73 g-1 (n s4 2) @i, i 
k 


& Ox, : ox, 
Der Klammerausdruck verschwindet aber wegen (8); daraus folgt fiir den 
s-fachen Punkt i, :,...:,., =0, d. h. die allgemeine Hyperfliche ~ =0 des 
Biischels hat den erwihnten s-fachen Punkt zum (s — 1)-fachen Punkt. 

Der Satz liBt sich nun ohneweiters fiir ein beliebiges lineares System 
verallgemeinern. Betrachten wir nimlich zwei allgemeine Hyperflichen 
des Systems, so ist der Ort der s-fachen Punkte der Hyperflichen ihres 
Biischels eine (s—1)-fache Basismannigfaltigkeit desselben. Es sei F’ die 
eine der beiden Hyperflichen; halten wir diese fest und lassen die andere 
varileren, so erhalten wir auf /’ den Ort der s-fachen Punkte siimtlicher 
Hyperfliichen des Systems, der fiir /’ (s —1)-fach ziihlt. Aber da F’ allgemein. 
angenommen war, folgt, daf dieser Ort fiir alle Hyperflichen des Systems 
(s—1)-fach ziihlt und somit eine (s—1)-fache Basismannigfaltigkeit ist. 
Ubrigens ist der oben gegebene analytische Beweis auch auf den all- 
gemeinen Fall anwendbar"’). 

Ist dieser Ort der s-fachen Punkte, der also auch fiir die Basis- 
mannigfaltigkeiten (s—1)-fach zihlt, eine Hyperfliche, so zerfallt das 
lineare System in diese (s—1)-fach ziihlende Hyperfliche und in ein 
zweites lineares System. | 

Kine wichtige Folgerung aus unserem Satze ist die folgende: Hine 
allgemeine Hyperfiiche eines linearen Systems kann auferhalb der Basis- 


“) In Hinblick auf den Satz der Nr. 6 sei bemerkt, da8 die Tangentialkegel in 
einem solchen Punkt, der fiir alle Hyperfliichen des linearen oo” !-Systems (s — 1)-fach, 
fiir die Hyperfliichen eines untergeordneten Systems jedoch s-fach ist, ein lineares 
System von einer Dimension <h—1 bilden. Beispiel: Das Biischel quadratischer 
Kegel des S,, die einander lings einer Geraden, den Ort ihrer Scheitel, beriihren (vg. 
Kapitel VII, Nr. 21). 
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mannigfaltigkeit des Systems keine mehrfachen Punkte haben. Fiir r= 1 
folgt daraus: Hine allgemeine Gruppe einer Involution auf einer Geraden 
(oder auf einem beliebigen einstufigen Gebilde) ohne feste Punkte besteht 
aus lauter verschiedenen Punkten; diese Eigenschaft ordnet sich einer all- 
gemeineren unter (Nr. 25). 


11. In einem linearen System (1) gibt es also auch Hyperfliichen mit 
Doppelpunkten. Zwischen den Parametern 4 einer solehen Hyperfliche 
und den Koordinaten a; des Doppelpunktes miissen die Gleichungen 


» Of, o fe A ve) 4 
My ‘e me Js aa fr ({=0,1,...,7) 


an, Oa ax, 


bestehen (Kapitel VIII, Nr. 14). Ist also hr+1 und gibt man den & 
allgemeine Werte, so kinnen diese Gleichungen durch ein oder unendlich 
viele Wertsysteme der / befriedigt werden, d.h. der Ort der Doppel- 
punkte ist der ganze Raum S,. Ist hingegen h<r-+1, so findet man 
durch Elimination der Parameter A, daf dieser Ort der Doppelpunkte 
dargestellt wird durch das Verschwinden der Matrix 


efi fe 9 fh 

vr Sx 9a 9 Xo 

(9) sat eh has tn at enc ies pes 0, 
af, fe ; oth 
og, Of, 2x, 


also durch das Verschwinden samtlicher /-reihiger Determinanten der- 
selben, wozu bereits das Verschwinden von r—h- 2 derselben hinreicht. 
Dieser Ort heifBt die Jacozs’ sche Mannigfaltigkeit des Systems. Ist h =r-+1, 
so ist sie eine Hyperfliche von der Ordnung (7 +1) (n— 1), die im Falle, 
wo die f; erste Ableitungen einer Form sind, zugleich die Hrssn’sche Hyper- 
fliche der durch Nullsetzen dieser Form definierten Hyperfliiche ist (vgl. 
Kapitel VIII, Nr. 15). Ist h<r-+1, so hat die Jacosrsche Mannigfaltigkeit 
eine Dimension r—(r —h+2)=h—2 und es lift sich zeigen**), dab 
sie die Ordnung Bu 7 -(n —1)"-**? besitzt, ein Resultat, welches das 
obige umfaBt. | 

Die Jacosi’sche Mannigfaltigkeit eines Systems (1) kann auch definiert 
werden als Ort der Punkte, deren erste Polaren beziiglich /;=0, f2=0,..., 
fo=O0 und daher beziiglich aller Hyperflichen des Systems (1) durch einen 


18) Vel. SEGRE, Gli ordini delle varieta che annullano i determinanti ... (Rend. 
Accad. Lincei 9 [5], 1900, Nr. 5..Es ist dort fiir d, u, m, n, h, q baw. r,n —1,r,h — 1, 1, 
h — 2 zu setzen. 
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S.-n+1 gehen. In der Tat folgt ja aus (9) die lineare Abhiingigkeit, d. h. 
die Aquivalenz der Gleichungen 


929 On; © In 


9 f, a ay 
ip eee lacey: Hier ane eS Po 


mit h — 1 Gleichungen, was mit unserer Behauptung gerade iibereinstimmt. 
Die Polarhyperebenen eines nicht der Jaconi’schen Mannigfaltigkeit an- 
gehérenden Punktes beziiglich der Hyperflichen eines linearen co’ Systems 
gehen dureh einen S,-;*°). 

Eine dritte Definition der Jaconi’schen Mannigfaltigkeit ergibt sich 
aus der Betrachtung des co’~?-Systems, das aus den Hyperflichen von (1) 
besteht, die durch einen allgemeinen Punkt # der Jacosr’schen Mannig- 
faltigkeit selbst hindurchgehen. Die h—2 Tangentialhyperebenen in # an 
h —2 allgemeine Hyperflichen des Systems schneiden sich in einem S,-n+2, 
dessen S; durch x simtliche Hyperfliichen des Systems bertihren, da das 
System ja durch die 4 —2 Hyperfliichen und durch die Hyperflaiche, die 
in # einen Doppelpunkt hat, bestimmt ist. Hs haben also alle Hyperflichen 
durch einen allgemeinen Punkt der Jaconi’schen Mannigfaltigkeit in diesem 
Punkte denselben Tangentialraum S,-n+2 und umgekehrt; dab die Umkehrung 
gilt, erkennt man, wenn man beachtet, daf h— 2 allgemeine Richtungen 
durch w eine Hyperfliche von (1) bestimmen, deren Tangentialhyperebene 
in x eine unbestimmte Hyperebene durch den S,-y+42 ist. 


12. Ist »=1, so sind nur die beiden ersten der drei Definitionen 
verwendbar. Die Jacozni’sche Mannigfaltigkeit einer Involution iE ist das 
System ihrer Doppelelemente, also jener Elemente des Gebildes, in welchen 
zwei Elemente einer Gruppe der Inyolution zusammenfallen oder schlieSlich 
der Elemente, deren jedes ein und dasselbe Element als Polargruppe erster 
Ordnung beziiglich aller Gruppen der Involution besitzt. Es gibt 2 (m—1) 
solche Doppelelemente; sie sind gegeben durch 


af Of, 
oa, On, 
2 fo > fs 


pie Late 
2 Xo za 


w 
ll 


a) 


oder auch durch die Gleichung der symmetrischen Korrespondenz, die man 
an Stelle der Involution setzen kann, fiir v’=2’’ (vgl. Nr. 1). 


**) Die Polarhyperfliichen derselben Ordnung eines gegebenen Punktes beziiglich 
der Hyperfliichen eines linearen Systems bilden im allgemeinen ein anderes lineares 
System. 
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Ein Element y, welches wir als das Element 0, also mit der Ko- 
ordinate y)=0 annehmen kénnen, sei s-fach (aber nicht mehr als s-fach) 
fiir eine Gruppe 7, = 0 einer Involution, also Koinzidenzelement fiir s Elemente 
der Gruppe; jedoch soll y nicht auch einer anderen Gruppe 4=0 und 
somit tiberhaupt keiner anderen Gruppe angehéren. Nun ist nach dem 
Evier’schen Satz 


wobei die Striche Ableitungen nach x, bedeuten. Wegen unserer Voraus- 
setzung folgt 


—aJ= om [s Pi fo + x0 (Pi f2— oi fs)|, 


n 


wobei 7, =, (, gesetzt ist. Diese Gleichung zeigt, da8 das Element y fiir 
die Jaconr’sche Mannigfaltigkeit (s —1)-fach (und nicht mehr) ist, da sonst 
entgegen unserer Voraussetzung y, =—0 auch Wurzel von , /,=0 sein miiBte. 

Ist y fiir zwei Gruppen der I. ein s-faches Element, so ist es auch fiir 
jede andere Gruppe s-fach und die ip ergibt sich, indem man zu diesem 
s-fach ziihlenden Element die Gruppen einer Mas hinzufiigt. Da diese 
2(n—s)—2 Doppelelemente hat, absorbiert y 


Bin = 1)i-.2 (win s)2b 9a Dis 


Doppelelemente der urspriinglichen Involution ihe da die durch y bestimmte 
Gruppe der eo dieses Element zum einfachen Element hat. 

Vereinigt man beide Fille, so ergibt sich: Ist ein Element s-fach fiir 
die Gruppen einer Involution I, : und (s-+-t)-fach fiir eine besondere Gruppe 
derselben, so absorbiert es 2s+-t—1 Doppelelemente. 

Betrachten wir ‘als Beispiel eine Involution ie mit zwei n-fachen 
Elementen; wegen des eben Gesagten fallen simtliche Doppelelemente in 
‘diese beiden n-fachen Elemente. Sind 0 und oo die beiden m-fachen 


Elemente, so ist 
“a nm 
A, % +), x, = () 


die Gleichung der Inyolution und ihre Gruppen sind zyklisch projektive 
Gruppen, d. h. jede Gruppe ist durch die Elemente gegeben, die einem 
Element in einer zyklischen Projektivitaét der Reihe nach :eeuisprechen 
(vgl. Kapitel I, Nr. 3). 


13. Ist die allgemeine Hyperfliche eines Jinearen Systems reduzibel, 
so heiBt das System selbst reduzibel”®). Offenbar ist ein lineares System 


20) Man beachte, daB das Wort reduzibel hier in einem anderen Sinn gebraucht 
wird als bei einem nicht linearen algebraischen System; vgl. Anmerkung ‘). [D.] 


Bertini, Geometrie. 17 
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reduzibel, wenn es sich aus einem System (1) dadureh ergibt, daSf man 
zu jeder Hyperfliche desselben eine feste Hyperfliiche hinzufiigt. Die 
Gleichung eines solchen Systems ergibt sich also aus (1) durch Multiplikation 
mit der Gleichung der festen Hyperfliche. Ebenfalls reduzibel ist ferner 
ein lineares System, das sich aus einer Involution in einem Biischel von 
Hyperfliichen ergibt, so daB also jede Hyperflache des Systems durch eine 
Gruppe der Inyolution gegeben ist. Das ergibt sich unmittelbar durch An- 
wendung des Satzes der Nr. 7 oder mittels folgender Uberlegung: Ist 


Au—pv=O0, 


wobei «w und » gegebene Formen derselben Ordnung und 4 und w Para- 
meter sind, die Gleichung des Biischels und ist 


Key 1 (A, 1) + hea pa (A, ) + ++ + hn Pa (A, w) = 0 


die Gleichung der Involution, so hat eine Gruppe von Hyperflachen der 
Involution, die durch ein bestimmtes Wertsystem der Verhiiltnisse der 
k; gegeben ist, die Gleichung 


ky P1 (v, u) + ke Po (v, u) £ .+- + hen P, (v, u) = 0. 


Es gilt nun der bemerkenswerte Satz, daf diese beiden Falle die 
einzig méglichen sind. Wir wollen also beweisen, dap ein reduzibles lineares 
System ohne feste Bestandteile notwendig eine Involution im emem Biischel 
ist. Seien etwa Fi, Fo, ..., F, (2) die irreduziblen Hyperflichen, aus 
denen die allgemeine Hyperflache / des Systems zusammengesetzt ist. Von 
ihnen ist laut Voraussetzung keine fest. Wegen des Satzes der Nr. 10 
miissen diese Hyperflichen auSerdem voneinander verschieden sein. Be- 
handeln wir zuerst den Fall, wo unser System ein Biischel ~ ist. Es ist 
dann leicht zu zeigen, da8 durch einen allgemeinen Punkt P des S, eine 
einzige Hyperfliche der durch F, F2, ..., F, beschriebenen Systeme geht, 
so daf diese ein einziges System, und zwar gerade ein Biischel bilden 
miissen (Nr. 7). In der Tat kénnen etwa eine /, und eine Fy durch P 
weder Bestandteile zweier Hyperflichen von ¢ sein, da durch P eine 
einzige Hyperflache /’ geht, noch kénnen sie Bestandteile einer Hyperfliiche 
Ff sein, da dieselbe sonst in P einen Doppelpunkt hitte, was dem Satz 
der Nr. 10 widersprechen wiirde. Nehmen wir nun an, daf das betrachtete 
System kein Biischel ist; sind dann M1, Fo, ..., F, und Fi, Fz, ..., Fy die 
Hyperflachen, aus denen beziehungsweise zwei allgemeine Hyperflichen 
Fund F’ des Systems zusammengesetzt sind, so miissen wegen des obigen 
diese 2¢ Hyperflachen einem Biischel angehdren. Halten wir nun etwa 
F’ fest und lassen Fim System variieren, so mu das Biischel fest bleiben, 
da es ja bereits durch zwei der Hyperflichen Fy, F3, ..., FY bestimmt 
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ist. Bezeichnen wir dieses Biischel mit ; die Bestandteile /;, M, ..., /% 
einer variablen Hyperfliiche / beschreiben in yp eine Involution, wie wir 
sofort erkennen, wenn wir durch 4 —1 Punkte (auch im Falle h = 2) F und 
zugleich h—1 der Hyperfliichen Fi, fo, ..., /, bestimmen, so daB die 
iibrigen ¢—h-+-1 durch diese h —1 gegeben sein miissen. Durch Anwendung 
der Nr. 7 gelangt man zum Beweis des Satzes, 

Dieser Satz laBt sich, wenn /1, f2, ..., 7, Formen in denselben Ver- 
ainderlichen und von derselben Ordnung sind und (4, As, ..., Ax irgendwelche 
Parameter bedeuten, folgendermafen algebraisch formulieren: Ist die Form 


Mfr the fat ---thish 
reduzibel, so miissen die f; entweder einen gemeinsamen Faktor haben, oder 
Formen derselben Ordnung zweier anderer Formen sein, die ihrerseits wieder 
im obigen Verinderlichen dieselbe Ordnung haben; es kénnen auch beide 
Moglichkeiten gleichzeitig eintreten ”*), 


14. Ein lineares System heibt einfach oder zusammengesetet, je nachdem 
die Hyperflichen des Systems, die durch einen festen Punkt gehen, auBer- 
halb der Basismannigfaltigkeit bloB diesen einen Punkt gemeinsam haben oder 
weitere gemeinsame Punkte besitzen. Gehen die Hyperflachen eines linearen 
Systems, die einen allgemeinen Punkt A enthalten, auBerdem alle noch 
durch eine Mannigfaltigkeit V", die im Falle 0 eben eine Gruppe von 
0 Punkten ist, so miissen die Hyperflaichen durch einen allgemeinen Punkt B 
dieser V? die ganze V? gemeinsam haben und daher mit den ersteren 
zusammenfallen, da sonst die Hyperflichen, die durch A und somit auch 
durch B gehen, nicht nur die V? gemeinsam hitten. Es ergibt sich so 
eine Gesamtheit yon co” ’ Mannigfaltigkeiten V° von der Art, da ein all- 
gemeiner Punkt einer einzigen V° angehirt und dai jede Hyperflache 
des Systems ein Ort solcher V/° ist. Ist das lineare System ein irreduzibles 
Biischel, so sind die V° mit den Hyperflachen des Biischels identisch. Ist 
t>0, so heifSt die Gesamtheit der V? eine lineare Kongruenz, im Falle 
t=O dagegen eine Involution 0-ter Ordnung des S, Das lineare System 
heibt dann zusammengesetet mit der linearen Kongruenz oder mit der In- 
volution. Ist r =1, so ist notwendigerweise t —0; eine Involution auf einer 
Geraden oder auf einem einstufigen rationalen Gebilde kann also blof 
mit einer Involution erster Stufe £ zusammengesetzt sein. 

Hin reduzibles lineares System ohne feste Bestandteile ist mit einem 


Biischel zusammengesetzt und umgekehrt. In der Tat ist ein solches eine 


1) Vel. die in *) zitierte Arbeit von BERTINI sowie die beiden Arbeiten von 
LUROTH iiber denselben Gegenstand (Math. Ann. 42, 1893 und 44, 1894). — Hine Ver- 
allgemeinerung des Satzes gab RIEHLE, Uber den Berrinischen Sate und seine Er- 
weiterung (Inauguraldissertation, Borna-Leipzig, R. Noske 1920). 

lye 
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Inyolution in einem Biischel (Nr. 13) und wenn diese Inyolution nicht 
zusammengesetzt ist, so ist das System mit diesem Biischel selbst zusammen- 
gesetzt, wiihrend, wenn die Involution zusammengesetzt ist, und zwar mit 
einer Inyolution erster Stufe (der einzig migliche Fall, wie wir eben 
gesehen haben), so ist unser System mit dem durch diese Involution ge- 
gebenen Biischel zusammengesetzt. 

Ein irreduzibles lineares oo’~!-System kann im Falle h—1>, ein- 
fach oder zusammengesetzt sein; im Falle h—1 <r ist es mit einer linearen 
Kongruenz zusammengesetzt, da die Hyperflichen durch einen Punkt 
mindestens eine V,-,41 gemeinsam haben; im Falle h—1=r ist es im 
allgemeinen mit einer Involution zusammengesetzt, die von der Ordnung 
n’ ist, wenn keine Basismannigfaltigkeiten existieren und wenn die Ordnung 
der Hyperfliichen » ist, doch kann ein solches lineares System auch 
einfach sein; es heift dann homaloidisch. 


15. Zu den obigen Betrachtungen tritt noch der Begriff des Grades 
eines linearen Systems hinzu; das ist die Anzahl D=>O der verdnderlichen 
Schnittpunkte yon 7 allgemeinen Hyperflichen des Systems. Wir bemerken 
vor allem, da der Grad D immer endlich ist. Haben niimlich zwei all- 
gemeine Hyperflichen des Systems eine Hyperfliche gemeinsam, so halten 
wir die eine fest und variieren die andere; wir erkennen, daB die gemein- 
same Hyperfliiche nicht variieren kann und somit Basismannigfaltigkeit 
des Systems ist, da sie ja immer Teil der festgehaltenen Hyperflaiche ist. 
Haben ebenso drei Hyperfliichen eine V,-2 gemeinsam, so halten wir zwei 
fest und variieren die dritte; dabei kann die V,-2 nicht variieren, da sie 
sonst eine den beiden festgehaltenen Hyperflichen gemeinsame V,-; er- 
zeugen miifte, welche wegen des obigen Basismannigfaltigkeit wiire. Diese 
V,-1 gehért aber andererseits der dritten Hyperfliche nicht an, weshalb 
die V,-2 somit Basismannigfaltigkeit ist. Fahren wir so fort, so kénnen 
wir schlieBlich zeigen, daB r allgemeine Hyperflichen des Systems keine 
variable Kurve gemeinsam haben kénnen. Damit ist unsere Behauptung 
bewiesen; wir haben zugleich gezeigt, daB 7 allgemeine Hyperflachen keine 
mit ihnen verinderliche Mannigfaltigkeit yon einer Dimension > r—/ 
gemeinsam haben kénnen. 

Schneiden sich /<r allgemeine Hyperflichen auSerhalb der Basis- 
mannigfaltigkeit in einer V,-;, so schneiden sich /—1 allgemeine Hyper- 
flachen in einer V,-241, ..., schlieBlich zwei allgemeine Hyperfliichen in 
einer V,-». Jede dieser Mannigfaltigkeiten V,-1, V>-1+1, -.., V--2 beschreibt 
den ganzen Raum S,. Es geniigt, diese Behauptung fiir die V,-2 zu beweisen, 
da diese wieder als von jeder der vorhergehenden Mannigfaltigkeiten 
beschrieben angesehen werden kann; d.h. es gentigt zu zeigen, dab der 
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Ort der V,-2 nicht eine V,-, sein kann. Wire das nimlich der Fall, wiirden 
sich also zwei allgemeine Hyperflichen in einer V,-2 der V,-; schneiden, 
so kénnten wir, indem wir die eine Hyperfliiche festhalten und die andere 
das System durchlaufen lassen, schlieBen, daB die V,-2, die ja keine Basis- 
mannigfaltigkeit ist, eine der V,-1 und der festgehaltenen Hyperfliiche 
gemeinsame Hyperfliiche erzeugen miibte; d.h. eine allgemeine Hyper- 
fliche des Systems hiitte mit der V,-1 eine Hyperflache gemeinsam (die 
daher nicht variabel wiire), was aber nicht der Fall sein kann. 

Wir machen noch folgende Bemerkung: Hin lineares co'~!-System hat 
emen Grad D>h—t-+1,-wenn es nicht mit einer linearen Kongruenz 
zusammengesetet ist und wenn h—t die grifite Anzahl allgemeiner Punkte 
ast, die ein in thm enthaltenes und gleichfalls nicht mit einer linearen 
Kongruenz zusammengesetztes oo'~1-System bestimmen; ist D=h—t-+1, so 
ist das lineare o"~'-System auch nicht mit einer Involution zusammengesetat. 
In der Tat haben die Hyperfliichen des co’"!-Systems, die durch h—t-+1 
allgemeine Punkte gehen, nicht unendlich viele Punkte gemeinsam, weshalb 
D>=h—t-+1 sein muB; ist das System jedoch mit einer Involution von 
der Ordnung © zusammengesetzt, so ergibt sich thnlich D>o(h—t-+1). 
Die linearen Systeme irreduzibler ebener Kurven, die weder Biischel noch 
Inyolutionen in einem Biischel sind, kénnen nur mit einer Involution 
zusammengesetzt sein; fiir ein irreduzibles lineares System ebener Kurven 
ist daher ¢=3 und D>h— 2. 


16. Hat ein lineares System den Grad Null, so ist es mit einer linearen 
Kongruenz oder mit einem Biischel zusammengesetet und umgekehrt””). 
Daf ein mit einer linearen Kongruenz von V;(t>1) zusammengesetztes 
System den Grad D—O hat, ist evident, da r allgemeine Hyperflichen 
keinen variablen Punkt gemeinsam haben kénnen, weil sie sonst die V; 
durch diesen Punkt gemeinsam hitten im Gegensatz dazu, da8 D endlich 
ist (Nr. 15). Es sei nun umgekehrt D=O0 und/ (r—1>/>1) die grifte 
Zahl von der Eigenschaft, daS 7 allgemeine Hyperflichen des Systems 
eine veriinderliche V,-; gemeinsam haben. Eine (/-+ 1) allgemeine Hyper- 
fliche hat dann keinen verinderlichen Punkt mit der V,-; gemeinsam, 
d. h. ihr Schnitt mit der V,-, gehdrt ginzlich der Basismannigfaltigkeit an. 
Es ist klar, daB diese (J-+-1)* Hyperfliiche, wenn wir sie durch einen 
allgemeinen Punkt der V,-; gehen lassen, dieselbe ganz oder teilweise 
enthilt. Da dieser Punkt der V,-; auch ein allgemeiner Punkt des S, ist 
(Nr. 15), folgt, da8 die Hyperflichen des Systems durch einen allgemeinen 
Punkt des Raumes notwendig eine Mannigfaltigkeit von r—/>1 Di- 


2) BERTINI, Swi sistemi lineari di grado zero (Rend. Accad. Lincei 10 (5), 1901). 
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mensionen gemeinsam haben, daf also, wie behauptet, das System mit 
einer linearen Kongruenz zusammengesetzt ist. 

Eine andere notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap ein 
lineares System mit einer linearen Kongruenz oder mit einem Biischel zu- 
sammengesetet ist, besteht darin, dafs die Hyperfidchen des Systems, die 
durch einen allgemeinen Punkt des 8, gehen, auch durch mindestens einen 
zu diesem Punkt benachbarten Punkt gehen, d.h. dafi sie dort mindestens 
eine gemeinsame Tangente haben. So wie beim vorhergehenden Satz miissen 
wir auch hier »>1 voraussetzen. Daf die Bedingung notwendig ist, ist 
evident; um zu beweisen, daf sie auch hinreicht, gentigt es, wegen des 
vorhergehenden Satzes zu zeigen, daB aus ihr D=O folgt. Wire in der 
Tat D>0O, so hiitten »—1 allgemeine Hyperflichen des Systems eine 
verinderliche Kurve C gemeinsam; betrachten wir dann noch ein allge- 
meines Biischel des Systems, so miiBte jede Hyperfliiche dieses Biischels 
mit C eine endliche Anzahl von Punkten gemeinsam haben, die laut 
Voraussetzung Beritihrungspunkte waren, weshalb C der Einhiillenden des 
Biischels angehdren miiBte, was aber nicht der Fall sein kann [vgl. An- 
merkung +°)|. 

Eine unmittelbare Folgerung aus diesem Satz und aus der dritten 
Definition der Jaconi’schen Mannigfaltigkeit (Nr. 11) ist: Die Jacozy’ sche 
Mannigfaltigkeit eines linearen co’-Systems des S, ist unbestimmt, wenn das 
System mit einer linearen Kongruenz oder mit einem Biischel zusammen- 
gesetat ist und wmngekehrt. : 

17. Wir betrachten den besonderen Fall eines linearen co’1-Systems 
(1), das mit einer linearen Kongruenz von SS; zusammengesetzt ist (im 
Falle ¢=r—1 ergibt sich ein Biischel von S,-1). Wir kommen hier zu 
einer bemerkenswerten algebraischen Formulierung. 

Schneiden wir das lineare System mit einem allgemeinen S,-;, so er- 
halten wir in diesem Raum eine Darstellung der Kongruenz yon der Art, 
da$ ein allgemeiner Punkt des S,-; einen S, und umgekehrt ein allge- 
meiner S; einen Punkt des S,-, bestimmt. Das gegebene lineare System 
wird in einem linearen System von V,-;-; (Hyperflichen des S,-,) ge- 
schnitten, welches dieselbe Dimension wie das erste hat. Durch eine all- 
gemeine V,-;1 kann ja nicht mehr als eine Hyperflache des ersten 
Systems gehen, weil durch einen allgemeinen Punkt der V,-,-1 auch nur 
ein S, geht. Jedem mit der betrachteten linearen Kongruenz zusammen- 
gesetzten linearen System entspricht also ein lineares System gleicher 
Dimension von Hyperflichen eines S,-; und (von festen Bestandteilen ab- 
gesehen) umgekehrt. Es seien nun 2; (¢=0, 1, ..., r) Koordinaten im S, 
und y;(j=0, 1,..., r—t#) Koordinaten in S,-,;.da jeder Punkt 2 einen 
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S, und jeder S, weiter einen Punkt y bestimmt, miissen die y; rationale 
Funktionen der 2, also ; 


(10) Oy;=uj(a) @=0,1,...,r7; j=0,1,...,.r—d 


sein, wobei die uw; Formen von derselben Ordnung in @ sind. Ist das 
lineare System von Hyperflichen des S,-, welches das Bild des ge- 
gebenen linearen Systems ist, durch die Gleichung 


Mr Pr (y;) + Me P2 (yj) + +++ + Hn Pa (yj) = 0 


dargestellt, so erhalten wir, wenn wir fiir die y; ihre Ausdrticke (10) setzen, 


eine Gleichung ; 
Pts Px (j) + He Pa (wj) + --- + a Pr (uj) = 0, 


die offenbar die eventuell mit einem festen Faktor multiplizierte Gleichung 
(1) des gegebenen Systems ist. In unserem besonderen Fall sind also fi, 
Je, ---» Jr eventuell mit einem festen Faktor versehene Formen derselben 
Ordnung in r—t-+-1 anderen Formen der Variablen x;”*). 


*) Fiir 7 =2 und r=3 gilt der Satz ganz allgemein fiir lineare Kongruenzen 
irgendwelcher BRE mit 9 >i. Fiir »=2 (in diesem Falle fehlt der feste Faktor, der 
von der Basismannigfaltigkeit des S._, herriihrt, da eine solche auf einen S, nicht 
existieren kann) ergibt sich in der Tat eine Involution auf einem S,, deren Gruppen von @ 
Punkten sich den Punkten eines anderen S, zuordnen lassen; ist r = 8, so kann man unter 
Anwendung eines in Kapitel IX, Anmerkung ”*°) zitierten Satzes von CASTELNUOVO 
die Gruppen von o Punkten der Inyolution, die sich auf einem S, ergibt, den einzelnen 
Punkten eines anderen S, zuordnen; in beiden Fiillen gilt dann weiterhin die obige 
Uberlegung, die fiir »—=2 im wesentlichen bereits in Nr. 13 durchgefiihrt wurde. 
Erinnern wir uns an den letzten Satz der Nr. 16, so folgt daraus: Damit die JAcozBi’sche 
Mannigfaltigkcit von r —1(=8 oder =A) linear unabhdngigen Formen derselben Ordnung 
in r+-1 Verdnderlichen identisch verschwindet, ist notwendig und hinreichend, dap diese 
Formen (im Falle r+-1=A4 eventuell noch mit einem festen Faktor versehen) sich als 
Formen in anderen r +-1—t Formen derselben Ordnung in diesen Variablen darstellen 
lassen (¢ =1 fiir r =2;¢ =1 oder = 2, wenn rv = 8). Im Fall r > 3 lassen sich dhbnliche 
Uberlegungen nicht durchfiihren; ein Beispiel einer nicht rationalen Involution in einem 
S, gab ENRIQUES, Sopra una involuzione non razionale dello spazio [Rend. Accad. 
Lincei 21 (5), 1912]. 

Bemerkt sei noch folgendes: Verschwindet die JAcoprsche Determinante zweier 
bindrer Formen f, und f, identisch, so unterscheiden sich die beiden Formen nur wm 
konstante Faktoren und umgekehrt. In der Tat folgt aus der Identitiit (vgl. Nr. 12) 


x 
A al n \ nm 

wenn wir —=z =z ,(z) und f, =“, 9, (2) setzen 

Lp St o f1 2 o 2 y 


d /( 
== () eS Oe —— || | (0) 
dz \ Po 


© Py 
Py Po 
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Zur griéBeren Klarheit geben wir ein Beispiel im S3. Wir gehen von 
der linearen Kongruenz aus, deren Leitgeraden die beiden gegentiberliegenden 
Kanten A, A, und A, A, des Grundtetraeders sind. Die Transformations- 
formeln, welche die Geraden dieser Kongruenz auf die Punkte einer Ebene 


abbilden, sind 
OC Yo = % %, Cf = % Xe, 0 Yr = Uy Xz, 


fe ‘ é : 2 
wenn wir uns vor Augen halten, daB einer Geraden der Ebene eine V, 
entspricht. Dem linearen oo®-System ebener Kurven dritter Ordnung 


Tee 2 , 8 2 2 aa 
MY" + Yo Ya ts 4,4, Vy Yo hs Y, Yothe Yo 414, =9 
entspricht dann das co®?-System von Flichen 
9 2 A 2 9 2 
nn ” a all? | a a — a > / cot (e . yr NN 
U, Uy (A, Wy Vy hy Ly Vy h, Xp 4 h, Ty Vy - h, Uy By Ly + h, Uy Ve rr) =0, 


die, wenn wir vom Faktor om x, absehen, durchaus Flichen dritter Ordnung 
sind, fiir die A; A; Doppelgerade und Ap Ae einfache Gerade ist. Somit 
ist die linke Seite der Gleichung jeder Fliche dritter Ordnung des mit 
der obigen linearen Kongruenz zusammengesetzten Systems, wenn wir 
noch den Faktor ai x, hinzunehmen, eine kubische Form der drei qua- 
dratischen Formen 2 21, 71 22, 2 %3. 


18. Wir betrachten nun eine irreduzible Mannigfaltigkeit V; und ein 
lineares System (1). Die Gesamtheit der V;-1, in denen die V;, von den 
Hyperflichen des Systems geschnitten wird, heiBt lineares System oder 
lineare Schar yon V;-1 auf der V;; liegt auf der V;, eine Basismannig- 
faltigkeit V-1 des Systems (1) oder ein Schnitt V;-1 mit einer Basismannig- 
faltigkeit, die dann also als Bestandteil aller V;-1 der Schar auftritt, so 
kénnen wir diese nach Belieben weglassen oder beibehalten. Schneiden wir 
demgemia8 eine Kurve n‘* Ordnung mit einem linearen System (1) von 
Hyperflichen m‘* Ordnung, das / Basispunkte auf der Kurve hat, so er- 
gibt sich eine lineare Schar von Gruppen von je mn Punkten, von denen 
1 Punkte fest bleiben; lassen wir 1, 2, ..., J dieser Punkte weg, so er- 
geben sich lineare Scharen von Gruppen von je mn—1, mn—2, ..., 
mn—l Punkten. . 

Sowie man durch Hinzufiigung einer festen Hyperfliche zu einem 
linearen System immer wieder ein lineares System erhilt, ergibt sich offen- 
bar auch wieder eine lineare Schar, wenn wir eine feste V;,-1 zu einer 
linearen Schar von V;-1 auf einer V;, hinzufiigen. 

Die Hyperebenen des 8, oder die eines Bundes schneiden eine V;, in 
einer linearen Schar. Ein anderes Beispiel ist der Schnitt eines linearen 
Systems von Hyperflachen des S, mit einem S; (vgl. Nr. 1). 
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Die Mannigfaltigkeiten, die allen V;-; einer linearen Schar auf einer 
V; gemeinsam sind, deren Dimensionen also <k—1 sind, heiBen Basis- 
mannigfaltigkeiten der linearen Schar. 


19. Geht durch eine allgemeine V;-; einer linearen Schar auf einer 
V, eine einzige Hyperfliche des Systems (1), das die Schar ausschneidet, 
so hat diese offenbar dieselbe Dimension h—1 wie das System selbst. 
Wenn aber durch die allgemeine V;,-1 zwei Hyperfliichen dieses Systems 
gehen, so bestimmen diese ein Biischel von Hyperfliichen des Systems, 
die alle durch die V;-1 gehen; eine Hyperfliche des Biischels, die durch 
einen auSerhalb der Basismannigfaltigkeit desselben gelegenen Punkt der 
V; geht, enthalt dann die V; ganz (Kapitel IX, Nr. 31). Die Dimension 
der linearen Schar ist also nur dann von der Dimension h—1 des sie 
bestimmenden linearen Systems (1) verschieden, wenn die V; in einer oder 
in unendlich vielen Hyperflichen des Systems enthalten ist. 

Wir wollen nun annehmen, daf durch die V, zwar co’*, aber nicht 
mehr oo’ Hyperfliichen des Systems (1) hindurehgehen. Eine Hyperfliche 
von (1), welche die V; in einer V;-1 der Schar schneidet, bestimmt mit 
dem cof-tSystem ein oofSystem, das aus allen Hyperfliichen von (1) 
besteht, welche die V;-; enthalten. Andernfalls kénnte man ja mittels einer 
der obigen analogen Uberlegung folgern, daB durch die V, oo’ Hyper- 
flachen von (1) hindurchgingen. Greifen wir aus (1) ein yom o‘"?- 
System unabhiingiges oo*-‘"1-System heraus (vgl. Nr. 2), welches also mit 
dem oo’System eine einzige Hyperfliche gemeinsam hat, so kénnen wir 
schlieBen, da die Dimension der durch ein lineares oo""'-System auf einer 
V;,, bestimmten Schar von V;,-1 gleich h—t—1 ist, wenn das untergeordnete 
System der Hyperflichen durch die V;, ein cot+-System ist (das gilt 
natiirlich auch fiir ¢—0, d. h. wenn keine Hyperfliche des urspriinglichen 
Systems die V;, enthilt) und daS man ferner — im Falle t>0 auf 
unendlich viele Arten — immer aus dem gegebenen ein lineares oo'~*'- 
System herausgreifen kann, dessen Hyperfldchen den V;,-1 der linearen Schar 
ein-eindeutig zugeordnet sind. 

Wir wollen im folgenden immer annehmen, daf ein lineares System, 
das eine Schar bestimmt, diesen Bedingungen geniigt, also dieselbe 
Dimension hat wie die Schar. Die Dimension einer linearen Schar kann 
auch gleich Null sein; die Schar besteht dann aus einer einzigen reduziblen 
oder irreduziblen Mannigfaltigkeit. Umgekehrt ist eine beliebige Vz-1 
einer V; eine lineare Schar von der Dimension Null. 


20. Die Eigenschaften der linearen Scharen bilden die Grundlagen 
der Geometrie der birationalen Transformationen. Man sieht das ein, 
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wenn man weif, daB durch eine birationale oder auch durch eine nur 
in einem Sinn rationale Transformation (vgl. Kapitel IX, Nr. 17), mittels 
welcher man yon mehrfachen zu einfachen Mannigfaltigkeiten gelangt, 
eine lineare Schar wieder in eine lineare Schar tibergefiihrt wird. Hat man 
in der Tat auf einer V; eine lineare Schar, die sich ergibt, wenn man 
die V; mit den Hyperfliichen des linearen Systems 


Ma Fi (xe) + de fa (ai) + --- tata (a;) = 0 
schneidet, so ergibt sich eine allgemeine V;-1 der Schar, wenn wir diese 
Gleichung zum Gleichungssystem der V; hinzufiigen. Fiihren wir dann 
die Transformation ‘s 
: w= Vi(y,) G=0, 1, «+, 7) 
aus, so entspricht der V;,-1 eine V1, die durch das Gleichungssystem 
der der V;, entsprechenden V; unter Hinzufiigung der Gleichung 


Afi (wp; (yx)) of he je (p, (yx)) ++ vanes -+ Mn Sn (wp, (yx)) — 0 


gegeben ist. Diese Vi_; ist also Schnitt der V; mit einer Hyperfliiche 
dieses zweiten linearen Systems. 


21. Mittels einer Uberlegung, welche der im ersten Absatz der Nr. 7 
durchgefiihrten vollkommen analog ist, erkennen wir, daf die Dimension 
einer linearen Schar auf einer V; zugleich die Anzahl der allgemeinen 
Punkte ist, die ein Element der Schar bestimmen. Es gentigt ja, einen 
Punkt der V; auBerhalb der Basismannigfaltigkeit des die Schar be- 
stimmenden linearen oo’‘~*Systems anzunehmen, dann einen zweiten 
Punkt auBerhalb der Basismannigtaltigkeit des durch den ersten Punkt 
bestimmten linearen oo’‘-*-Systems, dann einen dritten auSerhalb des 
durch die beiden ersten Punkte bestimmten oo’ ‘-*-Systems u.s.w., bis 
wir schlieBlich h—t—1 Punkte haben, die eine Hyperflache des oot"! 
Systems und damit eine V;z-1 der Schar bestimmen; denn wenn die 
Basismannigfaltigkeiten der sich so der Reihe nach ergebenden linearen 
Systeme auch alle die V; treffen, so ist diese doch in keiner Hyperfliche des 
co‘ 1-Systems enthalten. Man kann sich nun fragen, ob diese Beziehung 
auch umkehrbar ist; die Antwort geben wir in zwei besonderen Fallen, die 
sich auf bereits bewiesene Eigenschaften linearer Systeme beziehen”). 


22. Aus dem Satz der Nr. 7 folet sofort, daB eine algebraische o*-}- 
Schar von V;-1 auf einer rationalen V;, von der Beschaffenheit, dafs durch 
h—1 allgemeine Punkte der V, eine einzige Vi-1 der Schar geht, eine 


“*) Wegen der vollstiindigen Lisung dieser Frage vgl. die in Anmerkung *) 
zitierte Arbeit von SEGRE (Nr. 27), sowie die in derselben angefiihrten Abhandlungen 
von ENRIQUES und CASTELNUOVO. 
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lineare Schar ist, wenn die allgemeine V;,-1 nicht mehrfach ist. Es geniigt, 
einen S;, zu betrachten, auf den die V; birational bezogen ist (Kapitel IX, 
Nr. 17); die algebraische Schar geht dabei tiber in ein algebraisches co!!- 
System von Hyperfliichen des S, von der Beschaffenheit, daB durch h—1 
allgemeine Punkte des S; eine einzige Hyperfliiche des Systems geht 
und daS die allgemeine Hyperfliiche desselben nicht mehrfach ist. Dieses 
System ist wegen der Resultate der Nr. 7 also ein lineares oo’1-System 
von Hyperflichen; gehen wir auf die V;, zuriick, so folgt (Nr. 20), daB 
auch die gegebene algebraische Schar linear ist. 


23. Aus dem Satz der Nr. 8 folgt, daB eine algebraische oo!-1-Schar, 
die vollstindig*®) in einer linearen co'1-Schar (h>1) von V,_, auf einer 
V;, enthalten ist, und die die Eigenschaft hat, da durch 1—1 allgemeine 
Punkte der V;, eine einzige thr angehérende V;,-1 hindurchgeht, linear ist, 
wenn die allgemeine V;.-1 nicht mehrfach ist. Es geniigt, ein lineares System 
von die V; nicht enthaltenden Hyperflichen zu nehmen, das auf der 
V,, die lineare co*"1-Schar ausschneidet und die Hyperflachen dieses Systems 
zu betrachten, die durch die V;-1 der algebraischen Schar hindurchgehen. 
Da durch jede derartige V;,-1 eine einzige Hyperfliche des linearen Systems 
geht, bekommen wir eine algebraische oo’ !-Gesamtheit von Hyperflichen, 
die die V; nicht enthalten. Durch /—1 allgemeine Punkte der V; geht 
eine einzige Hyperfliche dieser Gesamtheit, die wegen Nr. 8 ein dem 
ersten untergeordnetes lineares oo’1-System ist, also u. s. w. 


24. Die vorstehende Uberlegung fiihrt uns noch auf folgende Be- 
ziehung: Wird eine lineare oo’ 1-Schar von Vz-1 auf einer Vi durch ein 
lineares System von Hyperflichen ausgeschnitten, so kann jede lineare 
oo! 1-Schar (l<h), die vollstindig in der ersten enthalten ist, immer als 
Schnitt mit einem dem ersten System untergeordneten linearen oo’ 1-System 
erhalten werden, d.h. das beliebige lineare System, das die o’~}-Schar 
liefert, kann zur Bestimmung derselben immer durch ein dem linearen 
System, das die co’ +-Schar bestimmt, untergeordnetes lineares System 
ersetzt werden. Wir kénnen also hier die Uberlegungen der Nr. 23 ver- 
werten; eine V;-1 der linearen oo’ }-Schar ist ja durch /—1 allgemeine 
Punkte eindeutig bestimmt; wegen eines in der folgenden Nr. 25 zu be- 
weisenden Satzes kann die V;-1 ferner nicht mehrfach sein. 

Wir kiénnen somit die V,_, einer linearen co’"*-Schar auf einer V,, mit 


k k 
den Punkten eines S,-1 identifizieren (vgl. Nr. 2); die Geometrie innerhalb 


>) Vollstandig bedeutet, daB jede Mannigfaltigkeit der algebraischen Schar auch 
Mannigfaltigkeit der linearen Schar ist und nicht erst durch Hinzufiigung einer anderen 
Mann igfaltigkeit zu einer solchen wird, in welchem Fall die algebraische Schar in der 
nearen teilweise enthalten ist. 
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der Schar ist also identisch mit der Geometrie im Sy-1. Haben wir also 
zwei lineare Scharen yon den Dimensionen / und 7’, die beide in einer 
linearen co’-1-Sehar enthalten sind, so kann man von ihrer Schnittschar 
mit der Dimension p und yon ihrer Verbindungsschar mit der Dimension q 
sprechen und feststellen, daB ptq=/+U' ist. Ferner bestimmen s-+- 1 
Mannigfaltigkeiten V7, ., einer linearen co’ -Schar eine lineare Schar von 
einer Dimension <s; ist sie =s, so heiBen diese s-+1 Mannigfaltigkeiten 
unabhiingig, U. 8. W. 


25. Zum Schlu8 wollen wir noch eine Beziehung anfiihren, die in 
gewissem Sinne eine Verallgemeinerung des Satzes der Nr. 10 ist. 

Die allgemeine Gruppe einer linearen Schar auf einer Kurve C kann 
keine variablen mehrfachen Punkte besitzen. Andernfalls hatte ja eine all- 
gemeine Hyperfliiche F' des die Schar bestimmenden linearen Systems einen 
oder mehrere veriinderliche mehrfache Schnittpunkte mit C, die aber 
Bertihrungspunkte yon C mit / sein miissen, da mehrfache Punkte von /’ 
der Basismannigfaltigkeit des Systems angehéren und daher Fixpunkte der 
Sehar sind (Nr. 10). Greifen wir aus dem System ein allgemeines Biischel 
heraus, so wiirde daraus also folgen, da C der Einhiillenden dieses Biischels 
angehirte, was aber nicht der Fall sein kann [vgl. Anmerkung **)]. 

Diese Beziehung lait sich noch weiter ausdehnen. Die allgemeine 
Kurve emer linearen Schar auf einer Fliche F' kann auferhalb der Basis- 
mannigfaltigkeit der Schar und der mehrfachen Linien von F' keine mehr- 
Fachen Punkte haben. Andernfalls giibe es ja Schnittpunkte von F’ mit 
einer allgemeinen Hyperfliche des die Schar bestimmenden Systems, die 
Beriihrungspunkte von /’ mit dieser Hyperfliche wiren, aber offenbar 
weder mehrfache Punkte von /’ noch mehrfache Punkte der Hyperfliche 
sein kénnten; wegen Nr. 10 sind ja derartige Punkte Basispunkte des 
Systems und daher auch Basispunkte der Schar. Greifen wir wieder ein 
allgemeines Biischel aus dem System heraus, so wiirde also folgen, dab 
diese Punkte, wenn sie in endlicher Zahl vorhanden sind, eine Kurve 
beschreiben, auf welcher durch das Biischel eine lineare oo!-Schar von 
Punktgruppen mit verinderlichen mehrfachen Punkten ausgeschnitten wird, 
was in Widerspruch zu dem eben Bewiesenen steht; wiren die fraglichen 
Punkte aber in unendlicher Anzahl vorhanden, so wiirde folgen, dab F 
der Einhiillenden des Biischels angehort. 

In dhnlicher Weise laBt sich die Verallgemeinerung fortsetzen; man 
findet, daB eine allgemeine Vi-1 einer linearen Schar auf einer Vi auper- 
halb der Basismannigfaltigkeit der Schar und auberhalb der mehr fachen 
Mannigfaltigkeiten der V;, keine mehrfachen Punkte besitzen kann. 
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Kigenschaften linearer Systeme beziiglich der Basis- 
mannigfaltigkeit. Die Postulationsformel. 


1. Wir sagen, daf ein isolierter s-facher Basispunkt eines linearen 
Systems (Kapitel X, Nr.5, letzter Absatz) ein gewdhnlicher Basispunkt sei, 
wenn er erstens gewoéhnlicher s-facher Punkt der allgemeinen Hyperfliche 
des Systems ist, d.h. wenn der Tangentialkegel s‘ Ordnung in diesem 
Punkt (im Bund, dessen Scheitel der betrachtete Punkt ist) keine mehrfache 
Erzeugende hat (Kapitel VIII, Nr. 17) und wenn zweitens dieser Tangential- 
kegel zugleich mit der Hyperfliche variiert. In ahnlicher Weise sagen wir, 
daB eine isolierte s-fache Basismannigfaltigkeit V.(@> 0) eine gewéhnliche 
Basismannigfaltigkeit sei, wenn nicht nur ein allgemeiner Punkt derselben 
ein gewohnlicher s-facher Punkt der allgemeinen Hyperflaiche des Systems 
ist, d.h. wenn der Kegel s** Ordnung, der die Hyperfliche im betrachteten 
Punkt beriihrt, (im Bund, dessen Kern der Tangentialraum S, an die V in 
diesem Punkt ist) keinen mehrfachen erzeugenden Raum Sq+1_ besitzt, 
sondern wenn dieser Kegel auSerdem zugleich mit der Hyperfliche variiert*). 
Es koénnen jedoch, und zwar infolge dieser Eigenschaften in der Vo 
Mannigfaltigkeiten von Dimensionen < © existieren, deren Punkten irgend- 
welche Multiplizitaten zukommen. Betrachten wir beispielsweise im 8; 
die Flichen gegebener Ordnung, die durch eine Kurve mit dreifachen 
Punkten, in welchen die Tangenten nicht in einer Ebene liegen, einfach 
hindurchgehen, so haben die Flichen diese Punkte zu Doppelpunkten, und 
zwar eben wegen der Existenz dieser Tangenten, die ja auch Tangenten 
der Flachen sind. 

Im folgenden beschrinken wir uns durchwegs auf nur gewéhnliche 
Multiplizititen der Basis”). Offenbar ist der Schnitt eines linearen Systems, 


Ist o =r —2 (auch r=2, © = 0), so besteht der erwiihnte Tangentialkegel 
aus s Hyperebenen eines Biischels, die siimtlich variabel sein miissen, damit die Multi- 
plizitat als gewohnliche angesehen werden kann. 

*) Die folgenden Uberlegungen erleiden im Falle beliebiger Multiplizitiiten keine 
wesentlichen Anderungen, wenn man die sich auf die Auflésung von Singularitiiten 
beziehenden Begriffe einfiihrt. 
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dessen Basis nur gewéhnliche Multiplizitiiten besitzt, mit einem allgemeinen 
S; ein lineares System, dessen Basis ebenfalls nur gewoéhnliche Multi- 
plizitaten hat. 


2. Es ist bei der Betrachtung eines linearen Systems zweckmiabig, 
nicht alle Basismannigfaltigkeiten ins Auge zu fassen, sondern blo8 eine 
Gruppe derselben, also nur eine gewisse Anzahl von Basispunkten und 
Basismannigfaltigkeiten mit den zugehérigen Multiplizitiéten zu betrachten. 
Die ausgewihlte Gruppe heibt auch in dem ja nicht ausgeschlossenen 
Fall, wo sie alle Basispunkte und Basismannigfaltigkeiten umfabt, Basis- 
cruppe und ein System heiBbt vollstdndig oder unvollstdindig bestimmt durch 
eine Basisgruppe oder kiirzer vollstdndig oder unvollstindig beztiglich einer 
Basisgruppe, je nachdem es aus allen Hyperflaichen n‘** Ordnung besteht, 
die in den Punkten und Mannigfaltigkeiten der Basisgruppe gegebene 
Multiplizitiiten haben oder nicht. DaB derartige Hyperflachen ein lineares 
System bilden, haben wir bereits festgestellt (Kapitel X, Nr. 5). 

Ein beziiglich einer Basisgruppe vollstandiges System ist auch beziiglich 
einer anderen, in der ersten enthaltenen Basisgruppe vollstindig, wenn die 
durch die weggelassenen Basismannigfaltigkeiten dargestellten Bedingungen 
eine notwendige Folge der tibrigen sind (so zum Beispiel bei einem Biischel 
ebener Kurven dritter Ordnung beztiglich 9 und 8 Basispunkten desselben); 
andernfalls wird das System unvollstandig. Hin unvollstdndiges System ist 
in einem und nur im einem volistindigen System vollsténdig*) enthalten, 
selbstverstindlich immer beziiglich einer gegebenen Basisgruppe. Die 
(positive) Differenz der Dimensionen des vollstindigen und des unvoll- 
stindigen Systems heift Defekt des letzteren. Die Basisgruppe mub 
nicht existieren, d.h. es kénnen entweder tiberhaupt keine Basismannig- 
faltigkeiten vorhanden sein oder keine betrachtet werden; alle unvoll- 
stiindigen Systeme von gegebener Ordnung m sind dann in dem einzigen 


ntr 
vollstindigen & ss ) Sy atem aller Hyperflichen n‘* Ordnung enthalten. 
So sind alle Involutionen n** Ordnung auf einer Geraden oder auf einem 
einstufigem rationalem Gebilde in der vollstindigen Inyolution J” ent- 
halten (Kapitel X, Nr. 1). 


3. Wir bezeichnen im S, mit 


"|, baa | Des2i ede 


ie | 
vollstindige lineare Systeme von den Ordnungen 
opty Mae ly Mele 


*) Vgl. Kapitel X, Anmerkung ?). 


Die Postulationsformel (Nr. 2—4). all 


mit derselben Basisgruppe, wobei 
ee, DA Oaks 


beziehungsweise allgemeine Hyperflichen derselben bedeuten. Es sei 0; die 
Dimension des Systems | ®'| und 0; die Anzahl der unabhdngigen Bedingungen, 
die der Hyperfliiche ®* dadurch auferlegt werden, da8 sie durch die Punkte 
und Mannigfaltigkeiten der Basisgruppe mit gegebenen Multiplizititen 
hindurehgeht. Dann ist 
a= bees “| —1—%; 
if 


Existiert das System i‘ Ordnung, so mu die Differenz auf der rechten 
Seite >0 sein; gilt das Gleichheitszeichen, so reduziert sich das System 
auf eine einzige Hyperfliiche. Existiert aber beispielsweise das System n‘* 
Ordnung | ®*|, so existieren auch die vollstiindigen Systeme mit derselben 
Basisgruppe (7 -+ 1)", (» +2)", ... Ordnung, da das System | ®"+*| etwa 
unter anderen auch die Hyperflachen enthilt, die sich aus einer Hyperfliche 
von |®"| und einer Hyperebene zusammensetzen. Die Zahl 9,41 ist nicht 
kleiner als die Anzahl der Bedingungen, die fiir eine Hyperflache, die 
aus einer ©” und einer allgemeinen Hyperebene zusammengesetzt ist, durch 
die Basisgruppe gegeben sind, da die Koeffizienten in der Gleichung 
dieser zusammengesetzten Hyperfliche Sonderfille der Koeffizienten in 
der Gleichung der ©”** sind. Die letztere Anzahl ist aber gleich der Anzahl 
0, der einer ©" auferlegten Bedingungen, weil die Bedingungen, denen 
die zusammengesetzte Hyperfliche genitigen mu, aus dem Verschwinden 
gewisser partieller Ableitungen bestehen (Kapitel VII, Nr. 17) und sich 
als lineare Kombinationen der der ©” auferlegten Bedingungen ergeben. 
Also ist 
. aU = ey = Ue aes 


wobei wir linkerhand bis zur niedrigsten Ordnung v zu gehen haben, 
fiir die ein System existiert (0y>0) oder bis zur vorhergehenden, fiir 
welche wir die Verabredung treffen wollen, daf 0,-1——1 und somit 


4:= (" = 2 ae sei. 


4. Wir betrachten nun vor allem den Fall, da8 die Basisgruppe nur 
aus einer endlichen Anzahl ¢ gewohnlicher mehrfacher Punkte P;, Pa, 
..., P; besteht. Sind die Multiplizititen dieser Punkte beziehungsweise 
S1, Sa, -.., S, 80 behaupte ich, daf fiir die Hyperflichen der Ordnung 
1>s;—1 die Anzahl k der durch diese Punkte gegebenen unabhingigen 
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Bedingungen gerade die Summe der Anzahlen der Bedingungen ist, welche 
die ¢ Punkte, jeder fiir sich betrachtet, liefern; daf also 


Vy (r+si-1 
ae 


a 


ist (Kapitel VIII, Nr. 18). In den Ungleichungen der vorhergehenden 
Nummer gilt von einem hinreichend groBen Wert von m an, der aber 
auch kleiner als =s;—1 sein kann, immer das Gleichheitszeichen; der 
dann konstante Wert von ®; ist dem oben angeschriebenen Wert von & gleich. 


fe ; : : r+s;,—l1 . 
Wir haben nachzuweisen, daf die obigen ail oh - Bedingungen 
a 


linear unabhiingig sind. Sie bestehen darin, daB in P; die (s;— 1)", in 
Pz die (se—1)*", ..., in P, die (s;—1)*" Ableitungen einer Form vom 
Grade />s;—1 verschwinden. Wir wollen annehmen, da das Gegen- 
teil der Fall sei, daB also etwa eine der sich auf P; beziehenden Bedingungen 
eine Folge der iibrigen sei und betrachten dann eine Hyperflaiche /' 
Ordnung, die aus ¢—1 Kegeln yon den Ordnungen se, ..., s; mit den 
Scheiteln beziehungsweise in Ps, ..., P;und einer Hyperflaiche von der Ordnung 
Te Ch erakee Sy Abs ee | Fa mmeneecit ist. Diese letztere Hyper- 
fliche mu8 nun in /; einen s;-fachen Punkt haben und von den hiezu 
gaa 1 
\ r 
iibrigen folgen. Das ist aber unmdglich, da diese Bedingungen, die die 
einzigen sind, die der Hyperfliche von der Ordnung J’ auferlegt sind, 
unabhingig sind (Kapitel VIII, Nr. 18). Bemerkt sei, daB die Uberlegung 
auch im Falle /’ = s;—1 gilt, denn obwohl die Hyperfliche dieser Ordnung 
unbestimmt wird, wenn wir ihr einen s;-fachen Punkt vorschreiben, so 


bleibt doch immer richtig, daS — wir legen zur gréferen Deutlichkeit 
pts; — 1 
if 


notigen Bedingungen soll voraussetzungsgemaB eine aus den 


einen Grundpunkt in den Punkt P; — die | Bedingungen un- 
abhiingig sind, die in dem Verschwinden aller Koeffizienten der Gleichung 
der Hyperfliche bestehen, so daB keine eine Folge der tibrigen sein kann. 

Ist J>2s, so gibt es unter den Hyperflichen des betrachteten 
linearen Systems auch solche, die aus beliebigen Kegeln von den Ordnungen 
S1, S2, ..., %, deren Scheitel beziehungsweise in P;, Po, ..., P, liegen, 
und einer willkiirlichen Hyperflaiche von der Ordnung /— 2s; zusammen- 
gesetzt sind; es ist daher klar, daf das System selbst auBer den genannten 
keine Basispunkte besitzt, daS die Multiplizitiiten in diesen Punkten gerade 
die yorgegebenen und keine héheren sind, daf das System irreduzibel 
ist (Kapitel X, Nr. 13) und daf die Tangentialkegel in jedem der ¢ Basispunkte 
die simtlichen Kegel unseres Systems von den Ordnungen 51, se, ..., s; sind, 
deren Scheitel beziehungsweise in den ¢ Punkten liegen. 
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Ist /=Xs;—1, so bestehen diese Eigenschaften im allgemeinen nicht 
mehr. So zerfallen zum Beispiel die ebenen Kurven dritter Ordnung mit 
zwei Doppelpunkten in die Verbindungsgerade derselben und in die Kegel- 
schnitte durch diese beiden Punkte. . 


5. Es sei nun insbesondere »=2; wir betrachten also ein lineares 
System ebener Kurven | C”|. Es gibt dann, wenn wir von einem eventuell 
vorhandenen festen Bestandteil absehen, nur Basispunkte und daher gilt 
der Satz der vorhergehenden Nummer ganz allgemein‘*). 

Von einem hinreichend groSen Wert / von n an ist also die Dimension 
eines yollstindigen linearen Systems |C”| beziiglich einer gegebenen 
Basisgruppe 
(tn Bae Sry (n=0), 


wobei & konstant und gleich Sea ist, Wenn S1, sz, ... die Multi- 


plizitaten der Punkte der Basisgruppe sind. Fiir Werte von n, die kleiner 
sind als /, ist die Dimension des Systems gegeben durch 


@) = ("$7\-1-8 (<), 


wobei 0, <k ist. Die Zahl k& heibt die Postulation der Basisgruppe und 
(1) die Postulationsformel (Caytey und Norruer) oder charakteristische 
Formel (ArBErT). 

Ist die Dimension 0, eines vollstindigen Systems |C”| dureh die 
Postulationsformel (1) (n=J) gegeben, so heifbt das System regular; im 
anderen Falle, wo ©, durch (2) ausgedriickt ist, nennt man das System 
tiberschiissig oder irreguldér. Es ist jedoch zweckmafig, auch in diesem 
zweiten Falle die Postulationsformel zu verwenden. Den Wert der rechten 
Seite yon (1) nennt man dann die virtuelle Dimension e, von |C"|, 
so dab ; 

= (es A —1—k (n beliebig) 


ist. Die wahre Dimension 0, nennt man im Gegensatz dazu dann effektive 
Dimension von |C”|. Die nicht negative Differenz 


/ 
On SS On ae On 


*) In dieser und in den beiden folgenden Nummern halte man sich vor Augen, 
da die Basispunkte, wie bereits bemerkt (Nr. 1), gewdhnliche mehrfache Punkte mit 
variablen Tangenten sind. Die Resultate, die wir hier erhalten, gelten jedoch ohne 
Anderung auch im Fall beliebiger mehrfacher Basispunkte, wie wir im Anhang zeigen 
werden, und lassen sich also ganz allgemein formulieren. 


Bertini, Geometrie. 18 
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der effektiven und virtuellen Dimension heibt der Uberschufi des Systems; 
es ist also o, +0 fiir ein tiberschiissiges und o, —0 fiir ein regulires 
System. Die effektive Dimension eines beliebigen vollstiindigen Systems 
ist also gegeben durch die Formel 


le n+ 2) 
(3) On = | AN )-1-kien 
und die Dimension eines unyollstiindigen Systems mit dem Defekt 6, durch 


l a k | On On 


6. Fiir irreduzible vollstiindige lineare Systeme ebener Kurven gelten 
einige Formeln, die sich aus (3) und dem Geschlechtsbegriff ergeben und 
die wir nun ableiten wollen; die Basisgruppe besteht dabei aus allen 
einfachen oder mehrfachen, den Kurven des Systems gemeinsamen Punkten, 

Die Formel (3), also 

n(n+3) yall) g 
2 2 


4 4 


Yn — 


und die das Geschlecht der allgemeinen Kurve des Systems oder, wie 
wir auch sagen, das Geschlecht des Systems selbst definierende Formel 
(Kapitel IX, Nr. 20) 
COC ee 15) 
P= a 
2 2 


geben, einmal addiert, einmal substrahiert die beiden anderen 


M 
~w 
bo 
3 
no 
4 


7 l 
i oF Pa se 


| 
Q., | 0, 


(4) | 


2s =3n— Vy 
Fiihren wir den Grad D=n’ — > s. des Systems ein, so fiihrt die erste 
dieser Gleichungen auf 

(5) DOP =O) k 


und statt (4) ergeben sich die beiden Formeln 


Ds earn a) 
2S 3 =D pee 


Aus (5) ergeben sich einige Folgerungen, die wir spiiter yerwenden werden. 


Die Postulationsformel (Nr. 6—7). Daisy 


Ist das lineare System ein Biischel, so wird 0,—=1 und D—0, also 
p=on. Ist Q,>1, so folgt wegen D>0,—1 (Kapitel X, Nr. 15). aus. (5) 
On <p, weshalb, wenn p = 0 ist, immer auch o, = 0 ist. Also sind alle voll- 
stdndigen linearen Systeme rationaler Kurven reguldr. Ferner hat ein voll- 
stdindiges lineares System rationaler Kurven von der Dimension ©, den Grad 
Qn —1 und umgekehrt. 

Ist p>0O und 0, >1, so kann nicht o, =p sein. In der Tat wiirde 
dann aus (5) D=0, —1 folgen; nehmen wir ein Biischel aus dem linearen 
System heraus, das durch 0,—2 Punkte einer allgemeinen Systemkurve 
und durch einen Punkt auBerhalb der Kurve bestimmt ist, so kénnte man 
die Punkte dieser Kurve der Reihe nach als variable Schnittpunkte mit 
den Kurven des Biischels erhalten; d.h. die Kurve wire rational, also p=0. 
Der Uberschup 6, ist also immer kleiner als das Geschlecht p, ausgenommen 
bet den Biischeln, fiir welche 6, =p ist. 

Ist p=1 und 0, >1, so ist 6, <1, also o,=0. SchlieBen wir die 
Biischel aus, so gilt also: Die volistiéndigen elliptischen Systeme (d. h. die 
Systeme vom Geschlecht 1) sind regulir. Ein vollstdndiges elliptisches System 
von der Dimension 0,>1 hat den Grad e, und wmgekehrt. 

Aus (5) kann man ferner eine hinreichende Bedingung folgern, damit 
ein irreduzibles vollstindiges lineares System ebener Kurven einfach ist. 
Ist ein solehes nimlich mit einer Involution pw? Ordnung zusammengesetzt 
(Kapitel X, Nr. 15), so folgt wegen D> (0, —1) aus (5) D>u(D—p-+o,), 


also D Sai (p—o,). Besteht also ftir beliebige ganzzahlige Werte 
von die Relation Ve (p—o,), so kann das System nicht zu- 
sammengesetzt sein. Wegen u> 2 ist aber Sane die obige Ungleichung 


ist also sicher erfiillt, wenn D> 2 (»—co,) und somit auch, wenn D> 2p 
ist. Damit haben wir den Satz von Sncre gefunden: Hin vollstdndiges lineares 
System ebener Kurven ist einfach, wenn sein Grad D> 2p ist. So sind alle 
vollstindigen Systeme rationaler Kurven einfach, ebenso die vollstandigen 
elliptischen Systeme, wenn wir die Netze ausschlieBen, wie sofort deutlich 
wird, wenn wir ein durch einen allgemeinen Punkt bestimmtes Biischel 
des Netzes betrachten °). 


7. Wir bleiben weiter beim Fall r—2 und kniipfen an die Uber- 
legungen der Nr. 5 an. Es seien ||, |C"**| und |O"*?| drei aufeinander- 


>) In der Geometrie auf einer Kurve ergeben sich andere und allgemeinere 
Beziehungen als die obigen. Vgl. das Kapitel II der Ricerche generali sopra t sistemt 
lineari di curve piane yon CASTELNUOVO (Mem. della R. Acead. di Torino 42 (2), 1891) 
oder den $9 der Geometria delle serie lineari ... von BERTINI {Annali di Matem. 22 
(2), 1894]. 
1Scs 
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folgende, vollstindige und regulire lineare Systeme mit derselben Basis- 
eruppe. Ihre Dimensionen seien beziehungsweise Q,, Qn+1 UNd Qn+2, So dab 
die Formel (1) (x=J/) anwendbar ist. Also haben wir 


(6) i gia ("h?)—1-% 


Wir fiigen nun zu jeder C"*! jede Gerade der Ebene hinzu; es ergibt 
sich ein nicht lineares cof*!*?-System (2 +2) Ordnung. Es sei | Cea 
das lineare System geringster Dimension, in welchem das erstere System 
enthalten ist, und Q’,, seine Dimension. Offenbar fallt das System Cae 
entweder mit |C”*?| zusammen oder es ist in diesem enthalten; also ist 
On+2>On+2. Wir wihlen nun zwei allgemeine Gerade a und 6 der Ebene 
und betrachten die beiden linearen Systeme, die sich ergeben, wenn wir 
zu |C"**| einmal a, einmal } hinzufiigen. Da jede Kurve, die diesen beiden 
Systemen gemeinsam ist, beide Gerade a und 4 enthalten muB, ist klar, dab 
sich ihr Schnittsystem ergibt, wenn wir zu|C”| die beiden Geraden hinzu- 
fiigen, so daB das System, dem sie zugehéren, die Dimension 2 0,41 — On 
hat (Kapitel X, Nr. 2). Andererseits gibt jede Gerade durch den Punkt 
ab, zu |C"**| hinzugefiigt, ein System, das in jenem enthalten ist, das 
sich aus |C/**| ergibt, wenn wir von den C**” yerlangen, daB sie durch 
den Punkt ab hindurchgehen; es sind also die beiden oben erwiahnten 
Systeme in diesem enthalten. Also mu 


On+2 = ie 2 Qn+1— On 


< 


und somit wegen (6) Qn+2>On+2 sein’). Also ist (wegen 0/42<On+2) 
0” .9= 0,15, 80 daB die beiden Systeme Kes | und | Cie zusammenfallen. 
Diese Beziehung kann verallgemeinert werden. In thnlicher Weise folgt 
nimlich, daB das System |C"*#| mit dem linearen System geringster 
Dimension zusammenfillt, das alle Kurven (m+ 3)" Ordnung enthiilt, 
die sich ergeben, wenn man zu jeder Kurve von | C"*?| jede Gerade oder 
zu jeder Kurve von |C”**| jedes Geradenpaar der Ebene hinzufiigt; wegen 
der obigen Beziehung gibt es ja 0,41 +1 unabhingige Kurven O”*?, deren 
jede aus einer Geraden und einer C”*? besteht. Dasselbe lineare System 
geringster Dimension ergibt sich aber auch, wenn wir statt der Geraden- 


) Vgl. hiezu die in “) angegebene Identitit, worin fiir » und k beziehungsweise 
n+ 4 und 2 zu setzen ist. 


Die Postulationsformel (Nr. 8). Day 


paare zu jeder C"*! jede Doppelgerade oder jeden Kegelschnitt der Ebene 
hinzufiigen, da sich diese durch die ersteren linear ausdriicken und um- 
gekehrt (vgl. Kapitel X, letzter Absatz der Nr. 4). Mittels analoger Be- 
trachtungen findet man allgemein: Sind |C"| und |C"**| zwei vollstdndige 
und regulire lineare Systeme mit derselben Basisgruppe, so ist das lineare 
System geringster Dimension, das alle C™*™ enthilt, die entstehen, wenn man 
zu jeder C™*! entweder jede Kurve (m—1)*" Ordnung oder jede (m—1)- 
Sache Gerade oder auch jede in bestimmter Weise zerfallende Kurve (m —1)*r 
Ordnung hinzufiigt, das durch dieselbe Basisgruppe definierte vollstindige 
und regulire System |O"*™ |"), Die Voraussetzung labt sich dahin zusammen- 
fassen, daB | C"*!| vollstiindig und 7 hinreichend groB sei; die Regularitit 
von |C”| und |C"*!| ist darin enthalten. 

Wir erwahnen noch folgende Beziehung: Ein beziiglich einer gegebenen 
Basisgruppe vollstindiges lineares System von ebenen Kurven n” Ordnung 
schneidet eine allgemeine Gerade der Ebene in einer vollstindigen Involution, 
wenn n hinreichend grof ist. Ist namlich so groB gewihlt, dab sowohl 
das gegebene vollstindige System |O”| wie auch das vollstindige System 
C1) mit derselben Basisgruppe regulir ist, so fulgt aus 


dab 
On = Ona i) =n 


ist; das ist aber gerade (Kapitel X, Nr. 19) die Dimension der Involution, 
die vom System | C”| auf einer allgemeinen Geraden ausgeschnitten wird; 
die Kuryen des Systems, die diese Gerade enthalten, bestehen ja aus der- 
selben und aus Kurven des Systems | C"~+]. 


8. Die Resultate der Nummern 5 und 7 wollen wir nun auf den 
Fall » =3 ausdehnen. 

In erster Linie fragen wir uns, ob im S; eine dem zuletzt bewiesenen 
Satz analoge Beziehung gilt; d. h. ob bei hinreichend grof$ gewahlter 
Ordnung x eines vollstindigen linearen Flachensystems |®"| mit vorge- 
gebener Basisgruppe der Schnitt desselben mit einer allgemeinen Ebene ein 
- yollstiindiges und regulires lineares System |C”| ebener Kurven ist, dessen 
Basisgruppe der Schnitt der Basisgruppe des Flichensystems mit der Ebene 


7) Der Satz gilt auch, wenn die Basisgruppe nicht existiert. Das System aller 
ebener Kurven von gegebener Ordnung ist dann ein vollstindiges und reguliires System. 
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m ist’). Die Antwort ist bejahend und ergibt sich mit Hilfe des ersten 
Satzes der Nr. 7. 

Da die Ebene © allgemein ist, kann der Sehnitt der Basisgruppe 
nur aus gewohnlichen Basispunkten bestehen; ist nun | I | das vollstindige 
System, in dem |C”| enthalten ist, so folgt sofort aus Nr. 5, da wir n 


regular wird, sondern auch 
das System |1"-!|, welches das System |C"-!| enthiilt, in dem die Ebene 
*-1|) mit derselben gegebenen Basis- 


os « | y 
so groB annehmen kénnen, daf nicht nur | I” 


w das vollstiindige Flichensystem 
gruppe schneidet. Ist fiir diesen Wert von m das System |O"| nicht voll- 
stiindig, fillt es also noch nicht mit |I| zusammen, so werden wir jetzt 
zeigen, daB man das immer durch weitere VergréBerung von ” erreichen kann. 

Wir wollen zuerst voraussetzen, dab} die gegebene Basisgruppe blob aus 
Kurven L besteht und dal jeder dieser Kurven in einem allgemeinen Punkt 
eine Multiplizitiit 2 zukommt. Der Zuwachs, den wir der Zahl x geben miissen, 
um unseren Zweeck zu erreichen, bestimmt sich nun so: Denken wir uns 
die Ebene ® veriinderlich in einem Biischel, dessen Achse a eine allgemeine 
Gerade des S3; sei; fiir jede Lage von  bestimmen wir in rationaler 
Weise eine Kurve von | I” 


, beispielsweise so, daB wir, wenn rv, die Dimen- 
ist, eine beliebige Raumkurve yon der Ordnung 1, aus- 


sion von |I™ 
wiihlen, etwa eine in 7, windschiefe Gerade zerfallende, und die Kurve 
I dureh die rv, Schnittpunkt von mit diesen Geraden gehen lassen. 
Dreht sich © um a, so erhalten wir als Ort dieser Kurve eine Flache t 
von der Ordnung n+-k, wenn wir die Multiplizitit der Geraden a fiir 
die Fliche mit & bezeichnen. Zu bemerken ist, dab man wegen der Will- 
kiirlichkeit der Konstruktion der Fliche t (zum Beispiel der Wahl der oben er- 
wihnten Raumkurve von der Ordnung 7,) immer erreichen kann, da 
der Sehnitt I” yon t mit einer der Ebenen » des Biischels auBerhalb 
der k-fachen Geraden a eine Kurve ist, die von vornherein als Kurve 
des entsprechenden Systems |I”| gegeben war. 

Ich behaupte nun, daf die Ordnung n-+k bereits der oben ange- 
gebenen Bedingung genitigt. Wir bemerken vor allem, da nur eine endliche 
Anzahl der Tangenten einer Kurve L eine allgemeine Gerade a trifft; d.h., 
daB eine allgemeine Ebene ® durch @ die Kurve LZ in Punkten schneidet, 
deren Tangenten auBerhalb o liegen. Daraus folgt, dab die Ebene o 
die Flache t in diesen Punkten nicht beriihrt, weshalb die Multiplizitit 


*) Beispiele. Das oo" System der es durch eine ie cee Art oo oe eine Ebene 
in einem vollstiindigen und reguliiren oo" -System ; das co” -System der v; durch eine e 
zweiter Art liefert ein vor otota und reguliires (d. h. das vollstindige Seeten: 
in dem es enthalten ist, ist reguliir) 0” SUE ein Biischel von vy schneidet auf einer 
Ebene ein vollstiindiges und irreguliires oo “Sy stem aus; cin Netz von ie * durch sieben 
Punkte ein unvolistiindiges und reguliires oo" -System wu. 8. w. 
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der in © gelegenen I” von t in diesen Punkten mit der Multiplizitiit 
tibereinstimmt, welche die betrachtete Kurve JL fiir t besitzt. Lassen wir 
auch noch a variieren, so folgt, daf die Flichen t durch die Kurven der 
Basisgruppe mit den vorgegebenen Multiplizitiiten hindurchgehen und somit 
alle in dem vollstandigen linearen System | ®"t#| yon Flachen (n+ k)@ 
Ordnung enthalten sind, das durch dieselbe Basisgruppe definiert ist. Wir 
betrachten nun eine allgemeine Ebene und die vollstiindigen und reguliiren 
Systeme |["-!| und | I™| in derselben. Das System | ®"**| schneidet nun 
® in einem linearen System, das jede Kurve I” zusammen mit jeder 
k-fachen Geraden der Ebene enthiilt, denn wenn wir diese Gerade als 
Gerade a ansehen, so gibt es, wie erwiihnt, eine Fliche t durch die Kurve 
I™5). Das lineare System geringster Dimension, das diese zusammenge- 
setzten Kuryen enthilt, ist nun (Nr. 7) das durch den Schnitt der Basis- 
gruppe mit @ definierte vollstiindige und regulire lineare System | I+*); 
das erste, durch | ®"**| ausgeschnittene lineare System fallt somit mit 
diesem zusammen, woraus die Richtigkeit unserer Behauptung unmittelbar 
ersichtlich ist. 

Enthalt die Basisgruppe neben Kurven ZL noch einen oder mehrere 
Basispunkte J/ mit gewohnlichen Multiplizitiiten u, so wird im allgemeinen 
eine weitere VergréSerung der Ordnung n+ nétig sein. Fiigen wir zu 
jeder Fliiche t jeden Kegel u** Ordnung mit dem Scheitel in MW hinzu, 
so erhalten wir Flachen (n+ k—+ u)** Ordnung, die in dem durch unsere 
Basisgruppe definierten vollstindigen System | ®**"*"| enthalten sind. Das 
lineare System, daS von diesem in einer Ebene  ausgeschnitten wird, 
enthilt also die Kurven, die wir erhalten, wenn wir zu jeder 1” entweder 
jede k-fache Gerade und jede Kurve uw" Ordnung oder jede Kurve (4 w)* 
Oidnung hinzufiigen. Wie oben kénnen wir schlieBen, daB | ®7***"| auf 
® ein vollstiindiges und regulaéres System ausschneidet. Zu demselben 
Schlu8 kommen wir bei einem System | ®Y) mit v>2-—k+ u, indem wir 
zu jeder ®"*!*¥ jede Fliche von der Ordnung v — (n+ k++) hinzuftigen 
und die in Nr. 7 angegebenen Beziehungen anwenden. 

Kin beziiglich einer gegebenen Basisgruppe vollstindiges lineares System 
von Flichen des 8; schneidet also auf einer allgemeinen Ebene ein beztiglich 
des Schnittes der Basisgruppe vollstindiges und reguldres System aus, 
wenn die Ordnung der Eldchen eine gewisse Grenze iibertrifit; dieselbe kann 
unter Umstiinden auch kleiner als die oben angegebene Zahl sein. Als 
weitere Folgerung sei hinzugefiigt, dab, immer unter der Voraussetzung 
einer hinreichend gro8 angenommenen Ordnung n, das lineare I'ldchensystem 


8) Ist k=0, so folgt ohneweiters, daB | ®”| auf @ ein vollstiindiges System aus- 


schneidet. 
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auf einer allgemeinen Geraden eine vollstindige Involution ausschneidet, 


Sy 


was sich sofort aus dem zweiten Satz der Nr. 7 ergibt. 


9. Es sei nun |®*| ein beziiglich einer gegebenen Basisgruppe voll- 
stiindiges lineares Fliichensystem von einer beliebigen Ordnung », ferner sei 
o, seine Dimension und 7, die Dimension des yon |®”"| auf einer all- 
gemeinen Ebene ausgeschnittenen Systems. Bei diesem letzteren System 
bezeichnen wir mit 5, den Defekt, mit o, den UberschuB des vollstiindigen 
Systems, in dem es enthalten ist und mit Ao die Postulation der Basis- 
gruppe, die der Schnitt der gegebenen Basisgruppe ist. Ist dann e,-1 die 
Dimension des vollstindigen Systems | ®"-'| yon (2 — 1)" Ordnung mit 
derselben Basisgruppe wie |®"| und beachten wir, daB die Flichen ©, 
welche die Schnittebene enthalten, aus dieser Ebene und den ®”-! be- 
stehen, so folet (Kapitel X, Nr. 19) 


On — On-1 = Tn -+ 1 


= 
=) 
ay 
A, 
Di 


n= & a °) ih aero ea On 
so daB 
On — On-1 = (aes a a. ko + On — Sn 
ist, was auch dann gilt, wenn |®*-!| nicht existiert, da dann 0. = 


ist. Schreiben wir noch die weiteren Formeln an, die sich ergeben, wenn 
wir statt n der Reihe nach die Werte n+1, n+2, ..., n+m nehmen 
(m>0), und addieren, so erhalten wir 


Oy ne Ont arta, a one dluveh eek (eee: 2) 


2 2 
na+m u+m 
ko (m+1)4+ Yo,— 5, 


oder °) 


nr+m nrm 


(7) On +m — On-1 = ey 3) = ena = ko (m + ines » Oo; — yi d,. 


Wir wollen nun annehmen (Nr. 8), da8 7 eine Zahl von der Beschaftenheit 
sei, daB fiir »>/ das System |©"| auf einer allgemeinen Ebene ein yoll- 
stindiges und reguliéres Kurvensystem ausschneidet, wahrend fiir n</ 


*) Man verwende die in Kapitel VIII, Anmerkung *) angegebene Formel, indem 
man n, ¢ und & beziehungsweise durch n4-m-—+ 3, m+ 1 und 8 ersetzt. 
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mindestens eine dieser beiden Eigenschaften fehlt. Fiir i>/ ist dann 
6; = 6;=0; setzen wir n=/ und 


(8) l= ('$ "| —tol—o-1—1, 
so ergibt sich 


Oe gaa pen =e me 1) ko — Ax. 


Also ist 


| 


(9) on =("5°) Pn Aho a kt. ah 1): 


diese Formel gilt also nicht nur fiir »>/, sondern wegen (8) auch fiir 
n=I1—1. Die Anzahl der Bedingungen, damit Fliéchen n*” Ordnung durch 
eime vorgegebene Basisgruppe hindurchgehen, ist, wenn die Ordnung n eine 
gewisse Grenze dibertrifft, gleich (n+-1)ky+hy, worin ky und k, von der 
Basisgruppe abhingige Konstante sind. Und zwar hingt k, nur von den 
Basiskurven ab und ist die Postulation der Gruppe der Basispunkte, die 
sich als Schnitt der Basiskurven mit einer allgemeinen Ebene ergeben; 
ihre Bestimmung reduziert sich also auf ein bereits (Nr. 5) geléstes Problem 
der ebenen Geometrie. Die Zahl k, hingt dagegen von / und somit yon 
der ganzen gegebenen Basisgruppe ab; ihre Bestimmung ist im allgemeinen 
recht schwierig. 

Die Zahl (n-+-1)k,j +h, heiBt die Postulation der gegebenen Basis- 
gruppe und die Formel (9) Postulationsformel oder charakteristische 
Formel*®). 


10. Fiir Werte von n, die kleiner sind als 7—1, ergibt sich 0, ohne- 
weiters, wenn wir in (7) n+m=/—1 und den Ausdruck (8) einfiihren 
und dann » durch n—-1 ersetzen; es ist also 


1-1 a 
pe | eee Pees = Ae Oe) os net — 1), 
’ 3 j i nti n+1 


Wie oben ist es in diesem Falle zweckmiibig, auch die durch (9) gegebene 
Anzahl als virtuelle Dimension 0;, des betrachteten Systems |®"| neben 


10) Existiert bloB eine einzige, einfache, irreduzible und von mehrfachen Punkten 
freie Basiskurve von der Ordnung v und vom Geschlecht =, so ist kg =v und man kann 
(mittels der Methoden der Geometrie auf einer Kurve) zeigen, da8 k, =1—a—v und 
somit die Postulation gleich vz — «--1 ist. Existieren nur Basispunkte, so ist k, = 0 
und die weiteren Uberlegungen ergeben sich dann zum Teil aus den Resultaten 
der Nr. 4. 
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der wahren oder effektiven Dimension ©, ins Auge zu fassen. Die Differenz 
zwischen wahrer und effektiver Dimension ist wegen des obigen 


t=" t-1 
\Y X 

On a On Sy! O% rt Lol O75 
w+ C7 et 


sie seizt sich, wie man sieht, aus zwei Bestandteilen mit entgegengesetzten 
Vorzeichen zusammen. Der positive Teil ist die Summe der Defekte der 
Kurvensysteme, die auf ciner allgemeinen Ebene yon den vollsténdigen 
Flichensystemen | @®"*1|, | @»*? 


, --. ausgeschnitten werden, die auf das 
betrachtete folgen und zur selben Basisgruppe gehéren; der negative Teil 
ist die Summe der Uberschiisse derselben Systeme ebener Kurven, die 
nitigenfalls zu yollstiindigen Svstemen zu ergiinzen sind. 

Ist der positive Teil gréBer als der negative, so ist Q, > 0n, wie bei 
den irreguliren vollstindigen Systemen ebener Kurven. Es gibt aber hier 
weitere Méglichkeiten, da der positive Teil auch kleiner als der negative 
oder ihm gleich sein kann™). Gilt also fiir ein System |®"| (n</—2) 
die Beziehung 0, = 0%, so muB8 fiir das folgende System |®"*!| nicht 
notwendig die effektive Dimension gleich der yirtuellen sein”). 

Wir werden daher zweckmiiBigerweise folgende Definitionen geben: 
Ein vollstindiges lineares System von Fliichen n'* Ordnung heibt reguldr 
beztiglich einer gegebenen Basisgruppe, wenn seine Dimension und die 
Dimensionen der folgenden Systeme (mit derselben Basisgruppe) durch 
die Postulationsformel (9) gegeben sind; im anderen Falle heibt es irregular 
oder diberschiissig. Ist ein vollstindiges System regular, so sind es auch 
alle folgenden Systeme. 

Die Differenz 6, =0,— 0; nennen wir wieder den Uberschufi, aber- 
wihrend fiir y—2 immer o,>0 gilt, kann o, fiir »=3 auch negativ 


“) Wir geben .ein unschwer zu verallgemeinerndes Beispiel, bei welechem der 
positive Teil kleiner ist als der negative. Gegeben sei eine einzige Basiskurve C als 
Schnitt zweier allgemeiner Fliichen dritter und vierter Ordnung. Diese Kurve ist von 
der Ordnung 12 und vom Geschlecht 19, wie man etwa mittels der Abbildung der 
Fliche dritter Ordnung auf eine Ebene folgern kann; ihre Postulation ist somit 
[vg]. *°)] gleich 12 (2 -+-1)— 30. Fiir » = 8 ergibt sich die virtuelle Dimension e4 = 1, 
wiihrend die effektive Dimension 9, = 0 ist. Es J&8t sich in der Tat zeigen, da die 
Fliichen vierter Orduung durch C auf einer allgemeinen Ebene ein vollstiindiges System 
ausschneiden und daf dieses den Uberschu8 eins (8, = 0, 6, = 1) hat. Vel. die Aumerkung 
zu Nr. 2 der Abhandlung yon SEVERI: Sulla deficienza della serie caratteristica ... 
(Rend. Acead. Lincei 12 [5], 1903). ~ 


™) Daraus, daB die beiden Summen fiir einen gewissei Wert von  einander 
gleich sind, kann man eben nicht schliefen, daB dasselbe der Fall ist, wenn wir 2 
durch »-—-1 ersetzen. Da diese beiden Summen lauter positive Glieder haben, muf 
jeder Summand gleich Null sein, wenn andererseits jede Summe fiir sich verschwindet. 
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sein. Die Dimension eines linearen Fliichensystems 2" Ordnung mit dem 
Defekt 5, und dem Uberschu8 o, ist also gegeben durch die Formel 


on=("F | Ue el) hgh On 0), 


11. Der erste Satz der Nr. 7 la6t sich auf den Fall 7=3 mittels einer 
Uberlegung ausdehnen, die der dort auseinandergesetzten ganz ihnlich ist. 

Ks sei wie gewoéhnlich |®"| ein vollstindiges System; ist 2 hinreichend 
grobh, so ist dieses und die folgenden linearen Systeme | ®”*!| und | "+? 
auch reguliir (Nr. 10). Thre Dimensionen 0,, 0,41 und 0,42 sind also ge- 
geben durch die Formeln 


ae é | —1—(n+ 1)hko—hy 


(10) Qn+i = i 3 4 1 (n 1 2) ko ky 
moe & a 
On+2 = E 3 | 1 (n = 3) ko ky. 


Wir bezeichnen mit |®*"*| das lineare System geringster Dimension, das 
jede ®"*! zusammen mit jeder Ebene des S, enthiilt und mit 0’ ,, seine 
Dimension; es ist dann Q;42<0O,+9. Sind a und B zwei Ebenen, so er- 
kennen wir wie in Nr. 7, da die Dimension des Systems, dem die beiden 
linearen Systeme zugehéren, die sich ergeben, wenn wir zu |®**"| jede 
der beiden Ebenen hinzufiigen, gleich 20,4: — 0, ist. Andererseits sind 
diese beiden Systeme in dem linearen System enthalten, das sich ergibt, 
wenn wir yon den Flichen von |®***| verlangen, durch die Gerade «6 
hindurchzugehen; wegen Kapitel X, Nr. 19 hat dieses System die Dimension 
On+2 —(n+2)—1. In der Tat schneidet |®"+!|, wenn » hinreichend grof 
ist, auf der Geraden af die vollstiindige Involution (m+ 1)" Ordnung aus 
(Nr. 8, letzter Absatz) und daher | eal die vollstindige Involution (m-+-2)t* 
Ordnung, in der jede, um jeden Punkt der Geraden vermehrte Gruppe 
der ersteren enthalten ist und die auch von |®"*?| ausgeschnitten wird. 
Also ist 


/ / © : 
On+2 — \n -|- 3) = 2 On+1— On 


oder wegen der beiden ersten Formeln (10) 


On+2 => 2 Lea ae ty sl - Pay ) ee Oo 


13) Den obigen Gedankengang verdanken wir CASTELNUOVO. Vgl. das Kapitel I 
seiner Abhandlung: Alcune proprieta fondamentali... (Ann. di Matem. 25 [2], 1897). 
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One" 3 2) —1—(n+3)kh—h, 


so daS zufolge der dritten Formel (10) sich schlieBlich 
On+2 > On+2 


ergibt. Da aber andererseits auch Qn42<On+e ist, muB Qn42—=On+2 Sein, 
so daB die beiden Systeme |®***| und |®"**| zusammenfallen. Die Be- 
ziehung lift sich so wie in Nr.7 verallgemeinern; wir schlieBen: Ist | butt] 
ein volistindiges System und n hinreichend grofi, so ist das lineare System 
geringster Dimension, das jede &"** zusammen mit jeder Fliche (m—1)e 
Ordnung oder zusammen mit jeder (m —1)-fachen Kbene enthalt, das durch 
dieselbe Basisgruppe definierte vollstdndige und regulire System |Pr*™), 


12. Die in den vorhergehenden Nummern enthaltenen Satze fiir die 
Faille »=2 und r=3 lassen sich in der angegebenen Art auf den Fall 
eines beliebigen 7» ausdehnen’’). Ist also |®”| ein vollstindiges lineares 
System von Hyperflichen n‘* Ordnung beziiglich einer gegebenen Basis- 
gruppe des S, und ist 0, seine Dimension, so wollen wir beweisen, daB 
unter der Voraussetzung einer hinreichend grop gewdhlten Ordnung n 
folgende drei Siitze gelten: 

a) Die Dimension ©, ist gegeben durch: 


(Nr ga steele sad oer ey abe, 


worin ko, kt, ..., kr-3, kp-2 Konstante sind, die auf die gegebene Basisgruppe 
Bezug haben, und zwar hangt ko nur von den Basismannigfaltigkeiten V,-2 
ab,i vou den. Vez und V,2s, «.., Kes vouuden Vy29,V 25, as ae 
schlieBlich k,-2 von allen Basismannigfaltigkeiten. Zu bemerken ist, da 
ko, ki, ---, kr-3 (oder allgemeiner ko, h;, ..., k--i), wie aus dem Beweis noch 
hervorgehen wird, mit den analogen Konstanten identisch sind, die sich 
auf eine Basisgruppe beziehen, welche von der gegebenen auf einem 


2 = = pep) =9) = 
“yea iet Je EG Ao p | lee esl een 
1 fei eee ea a ae Hee 
| k i "". ee ltt bar peek 
*) Diese Verallgemeinerung des von CASTELNUOVO stammenden Beweisverfahrens 


wurde dem Verfasser von SEVERI angegeben; auch die Darstellungsweise in den 
Nrn. 9, 10 und 11 ist bereits dadurch beeinflu®Bt worden. 
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allgemeinen S,-; (oder S,-;42) ausgeschnitten wird. Fehlen die V,-2, so 
ist ko=0, fehlen die V,-2 und V,-3, so ist auch ky =0 ws. w. 

b) Das lineare System geringster Dimension, das jede Hyperfliche des 
vollstindigen Systems |®"*1| zusammen mit jeder Hyperfliche (m—1)" 
Ordnung oder zusammen mit jeder (m —1)-fachen Hyperebene enthiilt, ist das 
vollstindige und reguldre System |®"*™\ beziiglich derselben Basisgruppe. 

ec) Das vollstindige System |®"\ schneidet auf einer allgemeinen Hyper- 
Jidche ei volistindiges und reguldres System aus. Aus diesem Satz ergibt 
sich, immer unter der Voraussetzung eines hinreichend grofen n, daB das 
vollstindige System |®" auf einem allgemeinen S,-, ein vollstindiges und 
reguldres System ausschneidet; der Schnitt von |®"| mit einer allgemeinen 
Hyperebene ist ja ein vollstindiges System; ist » hinreichend groB, so 
ist der Schnitt dieses zweiten Systems mit einem allgemeinen S,-2 der 
Hyperebene wieder ein vollstindiges und regulaires System u. s. w. 

Die Formel (11) heiSt wieder Postulationsformel oder charakteristische 
Formel und der Ausdruck 


be aE) ao hes (m4) the 
der bei hinreichend groBem m die Anzahl der Bedingungen angibt, die erfiillt 
sein miissen, damit eine © die durch die Basisgruppe vorgeschriebenen Multi- 
plizititen besitzt, ist die Postulation der Gruppe’®). Ein vollstiindiges System 
®* heift regulir, wenn seine Dimension und die Dimensionen der folgenden 
beziiglich derselben Basisgruppe vollstindigen Systeme | ®**!|, | Ox+?|, ... 
durch die Postulationsformel (11) gegeben sind. Fiir ein nicht reguliires (ir- 
reguldres oder iiberschiissiges) System heibt die durch die rechte Seite von (11) 
gegebene Grife o; virtuelle Dimension und die Differenz zwischen dieser 
und der effektiven Dimension Qn, also die GréBe o,=0,—o, der Uber- 
schu. Fiir ein beliebiges lineares System mit dem Defekt 6, ist also 


—2 r—3 
ae k,-3 (n 1) ky f On On, 


8) Dieser Ausdruck li8t sich in den von HILBERT, Uber die Theorie der alge- 
braischen Formen (Math. Ann. 36, 1890, S. 512) angegebenen iiberfiihren, wenn man 
mit d die griéSte bei den Basismannigfaltigkeiten vorkommende Dimension bezeichnet 
und mittels der Identitit 

way (ny [syf a \y fe hn 2%) 

( s )=(3) cee : at) is 
umformt; die Zahlen 7%. %,, ---, %; des HILBERT’schen Ausdiuckes ergeben sich dabei 
als lineare Funktionen von kp, *y, .--, %,_. mit ganzzahligen Koeffizienten. 
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Der Beweis der Siitze a), b) und e) geschieht durch Induktion, indem 
wir ihre, fiir »—2 und *+=3 bereits bewiesene Giltigkeit fiir die Unter- 
riume des S, mit Dimensionen <7—1 voraussetzen. 


13. Wir wenden uns zuerst dem Satz e) zu; die Uberlegungen sind 
denen der Nr. 8 ganz ihnlich, weshalb wir uns kurz fassen kénnen. 

Wir wiihlen » so groB, daB das System |®"| auf einer allgemeinen 
Hyperebene @ ein System |") ausschneidet, das, noétigenfalls zu einem 
vollstiindigen ergiinzt, reguliir ist. Das ist méglich, weil wir die Richtigkeit 
des Satzes a) fiir einen S,-; vorausgesetzt haben. Ist fiir einen solehen 
Wert yon » das System |"! selbst noch nicht yollstiindig, so kann man 
das durch weitere VergréBerung von m immer erreichen. Es sei in der 
Tat |@;| das yollstiindige System, in dem |¢p"| enthalten ist; ferner setzen 
wir voraus, daB die Basisgruppe bloB Mannigfaltigkeiten V,-2, V,-3, ..., V1, 
also keine Punkte enthalte. Die Hyperebene o lassen wir in einem all- 
gemeinen Biischel variieren, also sich um einen allgemeinen S,-2 drehen 
und bestimmen in jeder Lage auf rationale Weise eine @,;. Der Ort der- 
selben ist dann eine Hyperfliiche t von der Ordnung n-+-k, wenn & die 
Multiplizitiit des S,-» fiir t ist. Diese Hyperfliiche kann man durch eine 
p; gehen lassen, die in einer der Hyperebenen © des Biischels von vorn- 
herein gegeben war. Man beachte nun, daB die Tangentialhyperebenen an t 
in einem Schnittpunkt JM yon mit einer tt-fachen Basiskurve V; oder 
in einem allgemeinen Punkt JZ der Schnittmannigfaltigkeit von ® mit einer 
allgemeinen u-fachen V; der Basis durch die S; oder S; gehen, die in M 
bezichungsweise die V; oder V; bertihren (Nr. 1). Von diesen S; oder S; 
ist nur eine endliche Anzahl mit einem allgemeinen S,-»2 inzident, d. h. 
sie treffen ihn beziehungsweise in einem So oder S;-1, so daB eine all- 
gemeine Hyperebene des Biischels nicht Tangentialhyperebene an t in 
einem Punkt J/ sein kann, sondern t auBerhalb des k-fachen S,-2 in einer 
, schneidet, die in MW die Multiplizitit « hat, die somit auch die Multi- 
plizitat von M fiir t ist. Die Gesamtheit aller Hyperflichen t ist somit in 
dem yollstindigen System |®”"**| enthalten, das durch die betrachtete 
Basisgruppe definiert ist. Der Schnitt dieses Systems mit einer allgemeinen 
Hyperebene © umfaft also alle Hyperflachen von , die aus einer @{ und 
einem k-fachen S,-2 bestehen; wegen des fiir einen S,-1 giltigen Satzes b) 
ist bei hinreichend groBem n das System geringster Dimension, das jede 
derartige Hyperfliiche enthilt, das beziiglich des Schnittes der Basisgruppe 
vollstiindige und reguliire System |@7""|, das somit mit dem erwahnten 
Schnittsystem zusammenfallt. 

Sind in der gegebenen Basisgruppe auch Punkte enthalten, so ist im 
allgemeinen eine weitere Vergréferung von n--k noétig, damit der Schnitt 
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ein vollstindiges und reguliires System ist, ganz analog wie in Nr. 8 aus- 
einandergesetzt wurde. Der Satz ¢) ist damit bewiesen. 


14. Wir gehen nun zum Beweis des Satzes a) tiber. Auch hier ist 
der Vorgang analog dem in Nr. 9 beobachteten. 

Es seien Q,-1 und Q, die effektiven Dimensionen zweier beziiglich 
derselben Basisgruppe vollstindigen linearen Systeme |®"~'| und | ®*|; ferner 
seien 7, %, und 5, beziehungsweise Dimension, Uberschu8 und Defekt des 
Schnittsystemes von |") mit einer allgemeinen Hyperebene ; die Be- 
deutung von o, ergibt sich aus dem fiir einen S,-; giltigen Satz a). Aus 
On —Qn-1 =? +1 folgt wegen (12), wenn wir dort 7 — 1 statt x schreiben 


1 r38 F 3 2) 

I Se WV [{ ES (TD, 

Qn — Qn-1 = | ee | )- Sea/ gue Fetish )+o—, 

worin die /; Konstante sind, die auf den Schnitt der gegebenen Basis- 

gruppe mit der Hyperebene © Bezug haben und daher von den Basis- 

punkten yon ©®* in keiner Weise abhingen™’). Fiigen wir zu der obigen 

Formel noch jene hinzu, die sich ergeben, wenn wir statt n der Reihe 
? fo) d 

nach »—1, n+2, ..., n+m setzen, so folgt durch Addition 


n+r—1 pe Ta eich . 2 te np Ie 
Ontm— On-1 =| r—1 )+| r—l Jee + y—1 i 
co ; r : , 2 7 
v e+ —3--3 nt1ltr—i-—3) , _(ntm+_r—i—3\| 
= Za | ee er a ee a 
n+m nm+m 
+ Yo—h 8; 
oder (wegen der in Kapitel VIII, Anmerkung*) angegebenen Formel) 
nt+m+r Re ea: 
| eee | r ae j=| fue )- 
(13) rs ‘ ss > ntm ntm 
he mr 42 ema 
| —Yis|| (=o i= p24 ee oe. 


Wegen n>1'*) schneidet das System |®"| auf einer allgemeinen Hyperebene 
ein yollstiindiges und regulires System aus (Nr. 13). Setzen wir daher 
n=T/ und 


r-3 


CC Vas a (ree Sd oe 


VU 


7) Da diese k, auch in der SchluSformel (15) auftreten, ist die oben nach dem 
Satz a) angegebene Behauptung richtig. 
8) Die Zahl 7 ist analog definiert wie im Fall r =3 (Nr. 9). [D.] 
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so daB k,-2 vonld und somit auch von den Basispunkten abhingt, so folgt 


ees ean jee pees he cc 


r =) 
Also ist 


(15) dita dt ae free eae | a i: 
fiir n—1—1 ergibt sich ja einfach (14). Damit sind wir aber zu der zu 
beweisenden Formel (11) gekommen. 

Fiir Werte von mn, die kleiner sind als /—1, findet man sofort die 
Differenz zwischen der effektiven Dimension 0, und der virtuellen 9%, des 
linearen Systems | ®"| (Nr. 12). Es gentigt, in (13) n+ m= zu setzen, 
(14) zu beriicksichtigen und dann »-+-1 statt n zu schreiben; es ergibt sich 


eee 1-1 1-1 1-1 1-1 
ee be sa i= TE ("+ ean 9 |b 8 SPD eee k= Yai 
\ r 0 r—i— n+1 n+ nth n+1 
eee 


wozu sich die Uberlegungen der Nr. 10 wiederholen lassen. 


15. Zum Schlu8 beweisen wir den Satz b); die Methode ist dabei 
wieder ahnlich der in Nr. 11 befolgten. 

Ist x hinreichend groB, so sind zufolge des Satzes a) die vollstindigen 
Systeme |®"|, |®"**| und |®"*?| regular. Sind On, Qnsi und Qnye die 
beziiglichen Dimensionen, so ist also 


P r—-2 o 
— (ner (n+r—1—2 
ce tet a 
; Pony eye nly 
(16) | ‘s fe a pane iO) ) 


- nee a Mie ysmeeay 
Care (” 2 ")-1- Sal? d ih 


E , \r—i—2 


Ist |®°*"| das lineare System geringster Dimension, das jede ®”*** 
zusammen mit jeder Hyperebene enthilt, und 0,42 seine Dimension, so 
ist Qn42<On,+2. Wir nehmen nun zwei allgemeine S,-1 des S,, die sich 
in einem S,-2 schneiden, und betrachten die beiden linearen Systeme, die 
sich ergeben, wenn wir zu jeder ®**' einmal den einen, einmal den 
anderen S,-1 hinzufiigen. Das System, dem diese beiden zugehiren, hat 
die Dimension 2Q,,,—@, und ist sicher in dem System der Oe die 
durch den S,-2 gehen, enthalten. Nun suchen wir die Dimension dieses 
Systems zu bestimmen. Wegen der oben angegebenen Folgerung aus 


Die Posculationatorndel | (Nr. se 289 


dem Satz ¢) schneidet |®"**| auf dem §,-» ein vollstindiges und 
regulires System |@"*!| aus; immer unter der Voraussetzung einer hin- 
reichend grofen Ordnung x. Wegen des fiir den S,-2 voraussetzungs- 
gemiB giltigen Satzes b) ist das lineare System geringster Dimension, das 
jede @"** zusammen mit jedem S,-3 des S,-2 enthilt, gleichfalls vyoll- 
stindig und regulir. Nun schneidet aber Jor? | auf dem S_, ein System 
aus, das jede ~"** zusammen mit jedem S,-3 enthalt; daher ist dieses 
von |®**"| auf dem S_, ausgeschnittene System das vollstindige und 
reguliire System |@"*?|, das zur selben Basisgruppe wie |q@"t1| gehért 
und auch von | ®**?| ausgeschnitten wird. 
Die Dimension von | @"*?| ist wegen des Satzes a) gleich 


see a Leese 


worin [vgl. ')] die Konstanten ko, ki, ..., k--4 dieselben sind wie die in 
(16) auftretenden’ Gréfen. Die gesuchte Dimension ist daher (Kapitel X, 
Nr. 19) die Differenz zwischen 0;,42—1 und dieser Anzahl. Es folgt also 


ghee — (73) + Dake (" "7 7 7) a Bens — ta 


wegen der beiden ersten Formeln (16) ist weiter 


oe eee eee ers 


ee | 
so dab") oie ; 
eee siete a 4 


und also wegen der dritten Formel (16) 0442 > On+2 ist; wegen Qn+2<On+2 
bleibt nur 0’,,—e@,,,. Die beiden Systeme | BF" | nid |@"**| fallen 
somit zusammen. Setzt man das Schlubverfahren in gewohnter Weise 
fort (Nr. 7), so erhalt man schlieflich den Satz b). 
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KAPITEL XII. 


Moduln. 
Darstellung einer Form 
durch lineare Kombinationen anderer. 


1. Wir wenden uns nun einem Abschnitt zu, in welehem wir eine 
Reihe bemerkenswerter Sonderfiille der Postulationsformel (11) des vorigen 
Kapitels zu besprechen haben werden. Zu diesem Zweck miissen wir jedoch 
einige Definitionen und Bemerkungen vorausschicken. , 

Zur gréfveren Kinfachheit bezeichnen wir mit /’ eine Hyperfliche des 
S, oder auch die auf der linken Seite ihrer Gleichung stehende Form in 
den r+-1 Veriinderlichen x, 7,, ..., 7-. Wir reden also in gleicher Weise von 
der Form F’ oder von der Hyperfliche #’ oder #’'= 0. Darin liegt keine Zwei- 
deutigkeit, wenn wir davon absehen, da zwar immer einer Form eine einzige 
Hyperfliiche entspricht, wihrend umgekehrt zu einer Hyperfliche unendlich 
viele Formen gehoren, die sich aber nur durch konstante Faktoren unterscheiden. 

Wir betrachten h Formen F, Fo, ..., /, von den Ordnungen 1, ne, ..., 2n3 
das System aller Formen F’ von beliebiger Ordnung n, die durch lineare 
Kombinationen der ersteren darstellbar sind, so da also 
(1) B= Ay Ee An Pa A, 
ist, worin Ay, Ag, ..., A, Formen von den Ordnungen n—m, n— ‘ze, ..., 
n—m, sind, heiBt Modul (in etwas engerem Sinn bei Kronecker und Hizeerr) 
und wird mit (7; F2... F,) bezeichnet. Existiert eine Fy, Fs, ..., /, gemein- 
same Mannigfaltigkeit, so heift sie Basismannigfaltigkeit des Moduls. Um 
auszudriicken, daf eine Form F’ dem Modul (F; Fz... F,) angehirt, dab 
also (1) besteht, schreiben wir mit Kronecker 

F=0mod. (Ff; F2... F,) 
oder allgemeiner, um auszudriicken, daf die Differenz /’ — F’ zweier Formen 
dem Modul (F; Fe... F,) angehort 

r= F’ mod. (Fy Fs sree F;) 
und lesen F' ist kongruent F’ modulo (F, Fe... Fr). 


2. Man sagt, daB man einen Schnitt eines Moduls (F; Fe... F,) bildet, 
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wenn man zwischen den 2, #1, ..., 2, eine (oder mehrere) lineare Relation 
J =0 festsetzt, insbesondere etwa x —0 setzt, d. h. also, wenn man in der 
Hyperebene J simtliche Hyperfliichen betrachtet, die Schnitte der Hyper- 
flichen des Moduls sind. Offenbar ist der Schnitt eines Moduls der Modul 
der Schnitte; bezeichnen wir niimlich den Schnitt yon F mit F, so ist fiir 
alle Formen @ des Moduls der Schnitte 


Q=AF,+ Ap Fo+.-.. +A, Fh, 
worin die A;, As, ..., 4, Formen sind, in welchen 2%, 2%, ..., 2 durch 


die Relation J—=0O gebunden sind, oder insbesondere Formen blo8 in 
1, X, ..., x Sind. Alle diese Formen q@ sind aber Schnitte von 


ee AG ae de Feet icct od Wi, 


Schneiden wir hintereinander mit mehreren Hyperebenen, so ergeben 
sich die Schnitte des Moduls mit einem beliebigen S; des S,. 


3. Schneidet man Fund Fy, F2,..., F, mit einer Hyperebene J=0, und ist 
F=0mod.(fiFh...F,), so folgt F=JF'mod.(F, Fs... Fa, 
wobei F" eine geeignete Form ist. Aus der Voraussetzung folgt in der Tat 
eae Ag da he tA, Be, 


worin die 4, As, ..., 4, Formen in den an die Relation J = 0 gebundenen 
Veranderlichen 2, 7, ..., 2 sind. Sehen wir die 2, “1, ..., x als un- 
abhingig an, so kénnen wir das auch anders so ausdriicken, dal die 
Hyperflache /— A; fF; — Ap F2—-.-.— A, F,=0 durch jeden Punkt von 
J=0 geht; d. h. aber, daf sie in J=O und eine andere Hyperfliiche 
Fr’ —0 zerfallt, woraus die Behauptung unmittelbar folgt. 


4. Die wesentlichste Voraussetzung, die wir allen folgenden Uberlegungen 
zu Grunde legen, ist die, daf der vollstiindige Schnitt der Hyperflachen 
F,, Fo, ..., F,, die einen Modul bestimmen, eine reduzible oder irreduzible 
V,-» sei, also nicht Mannigfaltigkeiten von einer Dimension >r—h ent- 
halte. Die Ordnung der V,-, ist (Kapitel VIII, Nr. 7) gleich m: m2... m. Ist 
h=r,so ergeben sich 7 7 ... ”, verschiedene oder zusammenfallende Punkte. 
Ist h=r-+1, so diirfen Fi, F2, ..., #, keine gemeinsamen Punkte haben. 

Eine andere Voraussetzung, die wir jedoch nur fiir einige Sitze 
gelten lassen werden und von der wir bei anderen absehen, ist die, dab 
im Falle h<r die V,-,, wenn sie reduzibel ist, keine mehrfachen Be- 
standteile’) habe: damit ist die Existenz von mehrfachen Mannigfaltig- 
keiten von einer Dimension <7r—h jedoch nicht ausgeschlossen. 

4) Auch fiir das Folgende sei daran erinnert, da ein Bestandteil oder Teil einer 


reduziblen Mannigfaltigkeit immer eine Mannigfaltigkeit bedeutet, deren Dimension 
derjenigen gleich ist, die wir der ganzen Mannigfaltigkeit zuschreiben. 
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Es wird niitzlich sein, darauf hinzuweisen, da’ diese beiden Voraus- 
setzungen, wenn sie fiir einen Modul (Ff; Fa... Fy... Fy) erfiillt sind, auch 
fiir jeden Modul (F, /2... Fy) gelten, der mittels einiger Formen des 
ersten gebildet ist. Hatten niimlich fi, F2,..., Fy eine V,-n4+1 gemeinsam, 
so wire der Schnitt von J), Fo, ..., Fv, Mv+1 eine V,-7 u. s. w., bis sich 
schlieBlich als gemeinsame Mannigfaltigkeit von Fy, f2, ..., /, eine Vp-n+1 
ergeben wiirde. Ahnlich findet man, daS, wenn der Sehnitt V,-, von F%, 
Fs, ..., Fy einen mehrfachen Bestandteil besiBe, auch der Schnitt V,-, von 
I, Fo, ..., F, einen solechen haben miiBte. 

Gelten die beiden Voraussetzungen fiir einen Modul (F; F2 ... F)), 
so gelten sie auch fiir jeden Schnitt (/, Ff)... F,) desselben mit einer 
allgemeinen Hyperebene. Hatten naimlich Rp Fs cara F; eine Viton 
gemeinsam, so wiirde daraus folgen, daB Fy, F2,..., Fy, eine Vi-n+1 gemein- 
sam haben und ebenso wiirde sich daraus, da der Schnitt der ersteren 
eine V-,-1 mit einem mehrfachen Bestandteil ist, ergeben, dafi auch der 
Schnitt der letzteren cinen mehrfachen Bestandteil hat (vgl. Kapitel IX, 
Nr. 4). Dasselbe gilt dann auch fiir den Sehnitt eines Moduls mit einem 
allgemeinen S;. 

Durch Kombination beider Beziehungen ergibt sich noch, da8, wenn 
der Modul (/; F2... Fy... 1) beiden Voraussetzungen geniigt, dasselbe 
fiir den Modul (7, Fy... Fy) gilt. 


5. Nach diesen Vorbemerkungen gehen wir nun an den Beweis fol- 
gender zwei Sitze: 

I. Schneiden sich die Hyperflichen Fy, F2,..., hi, (’<r) in einer von 
mehr fachen Bestandteilen freien Mannigfaltigkeit ®,-, von der Dimension r—h, 
so besteht die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dag eine Hyper- 
Hliiche F dem Modul (F; Iz... Fy) angehért, dapi also die Beziehung 


(2) Rs Ay Pie Aad aed ee 


gilt, darin, dafi F durch ®,-, hindurchgeht. 

Il. Ist eime von mehr fachen Bestandteilen freie Mannigfaltigkeit ®,—;, 
vollstindiger Schnitt von h Hyperflichen Fy, Fo, ..., Fi, deren Ordnungen 
beziehungsweise my, Nz, ...,, sind, so ist die Postulation von ©®,., beziiglich 
einer Hyperfliche F beliebiger Ordnung n gleich 


| pe \ | - } 
es ease fs (ae 
\ \ r r 
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Dabei sind fiir iy, i, ia, ..., ipt2... 1 alle Kombinationen der Zahlen 1, 
2,..., h beziehungsweise zur 1%", 2, ..., (h—1)*" Klasse zu setzen und 
jeder der auftretenden Binomialkoeffizienten, dessen obere Zahl <r ist, gleich 
Null 2u setzen”). 

Zum ersten Satz bemerken wir, daB die Hyperfliche /’, wenn sie in 
der Form (2) darstellbar ist, durch die ®,-, hindurehgeht; es gentigt also 
zu beweisen: 


a) Geht die Hyperfldche F’ durch ®,-y, so ist sie in der Form (2) darstellbar. 

Die im zweiten Satz angegebene Postulation gilt, worauf ausdriick- 
lich hingewiesen sei, zum Untersehied yom allgemeinen Fall (Kapitel XI, 
Nr. 12), fiir jeden beliebigen Wert der Ordnung n, wiihrend dort voraus- 
gesetzt werden muBte, da n eine gewisse Grenze tiberschreitet. Dieser 
zweite Satz liBt sich auch folgendermafen formulieren: 


b) Das lineare System von Hyperfldchen 
a) Nebr jist 


dessen Ordnung n beliebig vorgegeben ist und dessen variable Parameter 
die Koeffizienten der Formen A, As, ---, A; sind”), hat eine Dimension, die 


gleich der Differenz von ( eet —1 und dem Ausdruck (3) ist. Wegen 


des Satzes I besteht ja das System (4) aus allen Hyperfliichen n‘* Ordnung, 
die durch ®,_, hindurchgehen, und nur aus diesen; die Anzahl der Be- 
dingungen, die einer Hyperfliche n* Ordnung auferlegt werden miissen, 
damit sie die ®,_, enthalte, also die Postulation der ®,_;, beziiglich dieser 
Hyperfliche ist aber gerade die Anzahl (3)*). 


6. Der Beweis der beiden Satze a) und b) geschicht durch Induktion. 
Sie gelten im Falle h = 1 und sind also bewiesen, wenn wir ihre Giltigkeit 
fiir h (<r) nachweisen kinnen unter der Voraussetzung, dab sie fiir 
h—1 richtig sind. 

Wir wenden uns zuerst dem Satze b) zu und verwenden hier die 
Formel (7) von Kapitel I (S. 20, ygl. auch Kapitel X, Nr. 2) fiir die / linearen 


*) Jeder Binomialkoeffizient, dessen obere Zahl > 0, aber kleiner als die untere ist, 
hat ohne besonderes Ubereinkommen den Wert Null. Formel (3) gibt also die Postu- 
lation ohne solche Festsetzung, wenn n> =n; — r ist. 


*) Die Ordnungen dieser Formen sind also beziehungsweise n — n,, n — ry, ---, 
ni — ty, 
4) Ist nxm ((=—1, 2,..., h), 80 gibt es zufolge des Satzes I keine mittels (4) 
darstellbare Hyperfliche ; die Postulation (8) wird aber dann (" ip 4, und diese Zahl, 


yon ee —1 subtrahiert, gibt —1, was ja Nicht-Existenz bedeutet. 
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Systeme 4;F,—0, Asks =0, ..., An, =0, die dem System (4) zugehiren °), 
Der gréBeren Deutlichkeit halber setzen wir zuerst voraus, daB die Schnitt- 
systeme derselben zu je zweien, zu je dreien u.s. w. existieren. Zwei 
von ihnen, etwa 4, Ff, =0 und 4, F,=0 schneiden sich in einem System 
XF,F,=0, worin X eine Form (n—n, — mm)‘ Ordnung mit variablen 
Koeffizienten bedeutet. Fiir jede gemeinsame Hyperfliche muB ja 4, Fy = 
= A, I’, gelten; da aber die Formen /, und /, keine gemeinsamen Faktoren 
haben), mu8 F, Teiler von A, und Fy zugleich Teiler von Ay, also A, = f, X 
und A,=F,X sein. Den Schnitt der drei Systeme 4, /,=—0, A, Ff, =0 
und A, /'; =0 erhalten wir, wenn wir den Schnitt etwa von X/, kL, dem 
Schnitt der zwei ersten Systeme, mit dem dritten bestimmen. Es mu 
A, Ff; =X F,F, sein, so daB8 die zum Produkt FF, teilerfremde Form FP; 
Teiler yon X sein muS, weshalb der gesuchte Schnitt das lineare System 
YF, F, F; =0 ist, wobei Y eine Form (n—n, — nm, —n,)** Ordnung mit 
variablen Koeffizienten ist. Analog schneiden sich die vier Systeme A, 1, = 0, 
A, F, =0, A, F; =0 und-A,F,=0 im System ZF, FF, F; F,=0, wobei Z 
von der Ordiung n—n, —n,—n3—, ist u.s. w. Die Dimensionen der h 
betrachteten Systeme, ihrer Schnitte zu je zweien, zu je dreien u.s. w., Zu 
je h—1 und schlieBlich die Dimension des Schnittes aller h Systeme sind 
also beziehungsweise gleich 


n—N,+7 
(eon 


(” — Ni; — i ") 1 
if 


(peacenaeces ears ay, 1 


Y 
(i, d2, teey 4-11, Za tty h). 


Um die oben erwahnte Formel anwenden zu kénnen, haben wir 
noch nachzuweisen, daf die Regularititsbedingungen erfiillt sind (Kapitel I, 


*) Auch fiir das Folgende sei bemerkt, daB zwei lineare Systeme von Hyper- 
flichen derselben Ordnung =), f;=0 und 2y,9,=0 (A, 1, sind Parameter) dem System 
=i, f; + = 14,0, =0 zugehdren, da jedes diese beiden verbindende System jede Hyper- 
fliche des ersten und jede Hyperfliche des zweiten Systems enthalten mu8; daher ent- 
hilt es auch jede Hyperfliche eines beliebigen durch zwei solche Hyperfliichen bestimmten 
Biischels und somit auch jede Hyperfliiche des dritten Systems (bei beliebigen i, und 
u,). Diese Bemerkung folgt iibrigens wegen der schon oben zitierten Nr. 2 des Kapitels X 
aus Nr.7 und 10 von Kapitel I; analoges gilt fiir mehrere Systeme. 


*) Das folgt aus einer Bemerkung in Nr. 4, wenn wir dort h’ = 2 setzen. 
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Nr. 21). Ein System A, 7; =0 etwa schneidet die Systeme 4,F,—0O und 
A, F, =0 beziehungsweise in den Systemen X’F, Ff; =0 und X’’F, FP, = 0, 
die dem System X’F, F; + X’’F, F; =0 zugehéren. Andererseits schneidet 
A; fF; =0 das System 4, F,-+ 4, Ff, =0, dem 4,7, =0 und 4,/, =0 zu- 
gehGéren, in einem System, das sich aus der Identitiit A, F’, = A, F, + A, Fy 
ergibt; da F’; = 0 weder durch den Schnitt von /, = 0 und F, = 0 noch dureh 
einen Teil desselben gehen kann (Nr. 4), folgt niimlich, daB A,=0 dureh 
diesen Schnitt geht und dai wegen des fiir h— 1 Formen voraussetzungs- 
gemif giltigen Satzes a) somit 43= X{/1;-+ Xi// sein muB, wobei X{ und 
1’ so wie X’ und X” willktirliche Formen und beziehungsweise von der- 
selben Ordnung sind. Das Schnittsystem von A; 7; = 0 und 4, F,+ A, Ff, =0 
ist also dasselbe X’F, F; + X’’F, F; =0 wie oben. Somit ist jedes beliebige 
der h Systeme in regulirer Lage beziiglich zweier (und, wie in analoger 
Weise gezeigt wird, beztiglich mehrerer) der iibrigen. Ahnlich lassen sich 
die weiteren Regularitiitsbedingungen verifizieren. So ist etwa XF;F', = 0 
in regulirer Lage beziiglich X’/, F, =0 und X’ F, F, = 0, da die Systeme, 
in welchen es sie schneidet, dem System Y’F, F;F,+- YF, F; Fy =0 zu- 
gehéren, wihrend X F; F, =0 das System X’F, F, + X" F, F, =0 in einem 
System schneidet, das sich aus der Identitét XP; F, = X'F, F,+ XF, F, 
ergibt, die ahnlich wie oben X= Y’F',+ Y’’F, liefert, weshalb u. s. w. 

Existieren nicht alle Schnittsysteme, von denen die Rede ist, haben 
wir also n<m+m2+---+m, so sind die Regularititsbedingungen bei 
den nicht existierenden von vornherein erfiillt, wahrend fiir die anderen 
die obige Uberlegung in Kraft bleibt (Kapitel I, Nr. 22). Wir kiénnen 
also die Formel (7) von Kapitel I anwenden, wenn wir nur die Dimensionen 
(5) der nicht existierenden Systeme gleich — 1 setzen, also jedem Binomial- 
koeffizienten, dessen obere Zahl <~,r ist, den Wert Null erteilen. Also 
ist die Dimension des gesuchten linearen Systems (4) gleich 


wegen 
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ist das aber gerade die Differenz zwischen be i: jee und dem <Aus- 
druck (3), was zu beweisen war‘). 

7. Zum Beweis des Satzes a) benitigen wir folgende Beziehung”™): 

Es seien Fi, F2, ..., Fx (har) Hyperfléichen, die sich in einer ®,-y 
ohne mehrfache Teile schneiden und J eine Hyperebene (wegen Nr.4 etwa 
eine allgemeine), die P,-, in einer ®,.-,-1 schneidet, die ebenfalls keime 
mehr fachen Bestandteile hat. Gehirt dann JF dem Modul (PF; Fs... Fi) 
“an, so ist das auch mit F der Fall. VoraussetzungsgemaB ist 


JF=0 mod. (Pils a. Fp), 
also 
(6) J R= Ay Fy 4+ Ag Pot... + Ai Fi. 


Wir bemerken, daB J nicht Faktor einer der Formen F, Fs, ..., 4, sein 
kann, da sonst der Schnitt von J mit der ®,.-;, keine ®,-,-1 wire. Ferner 
schlieBen wir den Fall aus, daf J Faktor aller Formen A ist, da dann 
der Satz bewiesen wire; wir wollen annehmen, dafs J etwa nicht Faktor 
von A, ist. Aus obigem folgt 


Ae Ay FP == (0) mod, (I, aioe F;,) 
und daraus ergibt sich, wenn wir mit J schneiden 
A; Fy = Omod. (2... F). 


Die Formen Rass Ey schneiden sich in einer ®,_, ohne mehrfache Teile 
(Nr. 4), durch die #, nicht hindurchgehen kann, da sich (wieder wegen 
Nr.4) Fi, F2,..., Fy in einer ®,_,-, schneiden. Also mu8 4; durch die 
,, hindurehgehen; wegen des fiir h—1 Formen giltigen Satzes a) ist 
daher - 
A,=0mod.(f ... F;) 
und somit (Nr. 3) 
A,;=J Ay mod. (Fe... F;). 


Multiplizieren wir mit /,, so folet wegen (6) 
Jf — Ai Fy) =0 mod. .... B,)! 
) Vel. Nr. 15. 


*).Diese Beziehung ist ein Sonderfall einer allgemeineren, die wir weiter unten 
(Nr. 10 und 14) beweisen werden. 
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nun kann J nicht durch den Sehnitt ®,-,4: von Fs, ..., 4, hindurchgehen, 
da sie sonst auch den Schnitt ®,_, von Fi, /2,...,/, enthalten wiirde; 
es muB somit /’— 4{F; durch die ®,-,4, hindurehgehen. Daraus erhalten wir 
wegen des fiir h—1 Formen giltigen Satzes a) 


F—A,F,=0mod.(F... F,) 
oder 
F=Omod.(F, ... F;). 


8. Den Satz a) beweisen wir zuerst fiir h=7, in welchem Falle wir 
also » Hyperfliichen F4, Fo, ..., /'. zu betrachten haben, die sich in m1 2... ”, 
verschiedenen einfachen Punkten schneiden. Diese Punkte stellen offenbar 
myn2...n, Wnabhiingige Bedingungen dar, denen eine Hyperfliche n' 
Ordnung bei hinreichend groBem n geniigen mu$, um durch die Punkte 
hindurehzugehen (Kapitel XI, Nr. 4). Die Gesamtheit dieser Hyperflachen n‘ 


- . . ’ 1 : : n-—-Yr 
Ordnung ist also ein lineares System yon der Dimension ( a ines site 


Das ist aber, wie wir jetzt zeigen werden, auch die Dimension des linearen 
Systems (4), wenn nur ~ hinreichend groB ist; daraus folgt also, daB dieses 
lineare System dann aus allen Hyperflichen durch die betrachteten 
mn» ...n, Punkte besteht, was gerade die Behauptung des Satzes a) in 
vorliegendem Falle ist. Ist n>%n;—7*), so ergibt sich in der Tat, dab 
(3) fiir h—r ohne besonderes Ubereinkommen, also bei gewohnlicher Be- 
deutung der Binomialkoeffizienten, eine ganze Funktion 7" Grades in 
ny, N2,...,”, ist, die versehwindet, wenn wir eines dieser Argumente gleich 
Null setzen, da ihre Glieder cinander dann offenbar zu je zweien entgegen- 
gesetzt gleich werden und, also von der Form Cm m2 ... 2, sein muB, wobei C 
Von 7, %2,-..,”, unabhiingig ist. Da das Produkt 12... 1, bloB aus dem 
letzten Glied hervorgehen kann und dort den Koeffizienten 1 hat, ergibt 
sich noch C=1. Also ist die Dimension des Systems (4) im Falle »>22j—r 
eleich der oben angegebenen Zahl’). 

Wir wollen nun die Kinschrinkung, daf » einen gewissen Betrag 
iibersteige, aufheben, also den Satz a) fiir 47 bei beliebigem » beweisen 
und bedienen uns zu diesem Zweck der Beziehung der Nr.7. Gilt unser 
Satz nimlich fiir eine Hyperfliche " Ordnung, so gilt er auch fiir eine 
Hyperfliiche # yon der Ordnung »—1, denn gentigt diese allen not- 
wendigen Bedingungen, so ist das auch der Fall, wenn wir eine allgemeine 
Hyperebene J zu F’ hinzutiigen; da JF yon n'” Ordnung ist, gilt 


JF =0 mod, Fy Fs... Fs) 


®) Man vergleiche diese Bezichung mit dem Satz von LASKER, den wir unten 
(Nr. 13) mit ihrer Hilfe beweisen werden. 
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und daraus folgt (Nr. 7) 
F=0Omod. (Fi Fe... F;) 


WIS eee Mie 


9. Die Giltigkeit des Satzes a) ist also fiir h Hyperflichen eines S), 
nachgewiesen. Um ihn fiir h Hyperflichen des S, (7h) zu beweisen, 
halten wir h fest und lassen die Dimension des Operationsraumes wachsen, 
d.h. wir gehen von einem S, zu einem Sj tiber, von einem S;41 zu 
einem Sy,42 u.s.w., schlieBlich von einem S,-; zu einem S,. 

Wir ftihren die Uberlegung fiir den letzten Schritt durch, betrachten 
also h Hyperfliichen Fi, Fo, ..., F, des S,, die sich in einer ®,-, ohne 
mehrfache Bestandteile schneiden und eine Hyperfliiche / von nt Ordnung, 
die durch ®,_,, hindurchgeht. Schneiden wir mit einer allgemeinen Hyper- 
ebene J, so wird aus ®,-, eine ®,-,-; ohne mehrfache Teile; diese 
®,_,-1 ist der Schnitt von Fy, /2, ..., , und liegt in F’; dabei bezeichnen 
wir die Schnitte der obigen Hyperflichen mit J wieder durch Uberstreichen. 
Wegen des fiir den S,-1 vorausgesetzten Satzes a) ist 


F=O0mod. (Fy Ee one F,) 
und somit (Nr. 3) 
F 


= JF mod. Prdio. Ly) 


wo F” eine Form (w—1)*" Ordnung ist; diese Relation zeigt also, dab 
F’ durch ©,_;, hindurehgeht. Ist nun n die geringste mbgliche Ordnung 
von Hyperflichen durch ®,-;, so muS identisch #’=0 sein, woraus der 
Satz folgt. Ist aber » griéBer als diese kleinste Ordnung, so verwenden 
wir neuerdings die vollstiindige Induktion. Ist namlich 


F’ =0mod. (F; Fe ara F,), 
so folgt wegen der obigen Relation auch 
F=0Omod. Ff, Fe O56 F,). 


Gilt der Satz also fiir die Ordnung 7 — 1, so gilt er auch fiir die Ordnung n; 
da er aber fiir die geringste mogliche Ordnung richtig ist, ist er fiir 
jede richtig. 

Die Satze I und II (Nr. 5) sind damit bewiesen*®). 


°) Der Beweis wurde in dieser Form von SEVERI gegeben, vgl. seine Note: 
Rappresentazione di una forma qualunque... (Rend. della R. Acead. dei Lincei, 11 
(5), 1902]. Hiezu ist nur zu bemerken, daf der Satz b), den wir hier unmittelbar aus 
Kapitel I, Formel (7) folgern konnten, von SEVERI in dieser Abhandlung nur fiir hin- 
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10. Wir geben einige unmittelbare Folgerungen aus dem Satze I. 
Zuerst ergibt sich eine Verallgemeinerung der Bemerkung yon Nr. 3, 
nimlich: Schneiden wir h+-1 Hyperfliichen F, Fi, Fo, ..., Fi, mit einem 
allgemeinen S,-;-1 und ist 

F=0mod.(F, Fe ... F), 


wo F, Fy, Fe, ..., F, die Schnitte von F, Fy, Fe, ..., Fy bedeuten, so gilt 


Pee Is eae Sek” mod. CK Rascal) 
wo Kr. jit ioe po geeignete Formen und Jo, Js, .-., Jz irgend welche 
k+-1 unabhiingige Hyperebenen durch den S,-,-1 sind. Aus der Voraus- 


setzung folgt ja af 
F 


| 

pe 
Looe 
aN 
— 


LA, FP, 


wo Ai, As, ..., A, Formen in den an die Gleichungen Jo = 0, Ji = 0, 
J,=0 gebundenen Variabeln 2, a, ..., 2 sind’). Sehen wir 2, #1, ... 
x, jedoch als unabhingig an, so bedeutet das, daB die Hyperfliche 


Pf Ay Fi — A; Fy — ---— A, 7, =0 


reichend groBes nm bewiesen wurde; fiir beliebiges m gab er den Beweis in: Su alcuni 
questioni di postulazione (Rend. del Cire. Mat. di Palermo 17, 1902), § 1. Zu erwihnen 
ist noch die Note von Frl. Scorr, A proof of Nozruers fundamental Theorem (Math, 
Ann. 52, 1899), worin sich manche Abnlichkeiten mit obiger Methode ergeben. 

Im selben §1 der oben angegebenen zweiten Arbeit von SEVERI finden sich einige 
Sonderfille der Postulation (3). Es sei nur daran erinnert, da8 wir fiir n>2n,—~r, 
wo (3) ohne besonderes Ubereinkommen berechnet werden kann”), bereits gesehen 
haben (Nr. 8, erster Absatz), da8 sie im Falle h=r den Wert n,n....n, liefert. 
SEVERI betrachtet ferner den Fall hv —1, wo die ®, also eine Kurve ist und 
(3) den Wert 1 
Fea ne, (2n — Zn---7r + 1) 


liefert, sowie noch den dritten Fall h = r—2,wo die ®._, eine Fliiche ist und aus (3) 


ye a5 =n P43, n, 5 ner) En, 4 8r+2) +1) nontrat)| 
9 3 12 


a - 


folgt. Ist m< =n;—r, so liefert (3) nach dem gewdhnlichen Verfahren einen anderen 
Wert als auf Grund der Ubereinkommen. Ist beispielsweise n = = n;— r — 1, so liefern 
alle Binomialkoeffizienten beide Male denselben Wert, bis auf den letzten, der nach 
gewohnlichem Verfahren gleich (—1)’*", auf Grund der Ubereinkommen aber gleich 
Null wird. Den auf gewohnliche Art berechneten Wert von (3) haben wir also um 1 zu 
vermindern oder zu vermehren, je nachdem r--h gerade oder ungerade ist. Im erstea 
und dritten der obigen Sonderfiille haben wir also 1 zu subtrahieren, im zweiten 1 zu 
addieren und auBerdem natiirlich noch fiir » den obigen Wert einzusetzen. 


12) Oder Formen in x,,,, ---, 2,, Wenn der S,_,_, der Grundraum 4,,, .-. A, ist. 
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dureh den Sehnittraum S,-,-; der /--1 Hyperebenen hindurchgeht. Wegen 
des Satzes I (Nr. 5) folgt weiter 


) ’ ) Y 10) | GRY oy ; (7c) 
vf A; I; — As Po eae h =dy seedy yk Sa ear Ji, ) 


woraus die Behauptung unmittelbar folgt. 

Eine andere schéne Anwendung ist folgender Satz: Das vollstidndige 
System der Hyperfliichen von beliebiger Ordnung n, die durch eine als Schnitt 
von h Hyperflichen (h<r) des 8, gegebene P,-, hindurchgehen, schneidet 
auf einer allgemeinen Hyperebene J ein ebenfalls vollstindiges System von 
Hyperfiichen aus, die durch den ‘Sehnitt @,-n-1 der P,_;, mit J hindureh- 
gehen*”). Wir betrachten in J eine Hyperfliiche #’ von n** Ordnung, die dureh 
P,-,-1 geht, als Sehnitt von J mit einer Hyperfliiche /’ des S,, etwa mit 
dem Kegel, der /’ aus einem allgemeinen Punkt projiziert. Wegen des 


Satzes I (Nr. 5) ist = Ene = 
t=O) mods (ie. . fs 


also (Nr. 3) 
Fo Jf =0. mod. (Fiks.2. bn, 


weshalb die Gleichung /’—J/"=0, die ja durch J nicht teilbar ist, eine durch 
®,_, gehende Hyperfliche darstellt, deren Schnitt mit J die oben betrach- 
tete Hyperfliche /” ist. Durch mehrmalige Anwendung des Satzes finden 
wir, daB er richtig bleibt, wenn wir statt mit einer Hyperebene mit einem 
S,-~-1 schneiden, was tibrigens auch unmittelbar aus obiger Bemerkung folgt. 

Folgende Beziehung ist schlieBlich eine Verallgemeinerung des Satzes 
der Nr. 7: Die Hyperfldchen F, F2, ..., lf, mégen sich in einer ®,-;, ohne 
mehrfache Bestandteile schneiden und eine Hyperfliche . schneide ®,-, in 
einer ®,-;,-1, ebenfalls ohne mehrfache Bestandteile. Gehirt dann wk dem 
Modul (I, I's... Fy) an, so ist das auch mit F der Fall. Da W nicht durch 
®,-, hindurchgeht, mu8 /' hindurehgehen; mittels des Satzes I (Nr. 5) 
gelangt man sofort zum Beweis der Behauptung. Die Bezichung wird spiiter 
(Nr. 14) dadurch verallgemeinert, da8 die Einschrankung aufgelassen wird, 
wonach ®,_;,, keine mehrfachen Teile besitzen darf. 


11. Folgende Verallgemeinerung des Satzes I (Nr.5) wurde gleich- 
zeitig von Torenit und Giamperui gefunden‘): 

Schneiden sich h Hyperfldchen Fi, F2, ..., I, des S, (h<r) in einer 
von mehrfachen Bestandteilen freien ®,-,, so besteht die notwendige und hin- 
reichende Bedingung, damit eine Hyperfliche F von n’" Ordnung s-mal durch 


**) Vgl. Nr. 14 der ersten in *°) angegebenen Abhandlungen von SEVERI. 


*) Vgl. die beiden Abhandlungen in den Atti della R. Accad. di Torino (§ 2 
der von TORELLI, § 4 der yon GIAMBELLI); beide wurden am selben Tag, und zwar 
am 31. Dezember 1905 vorgelest. 
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®,-, hindurchgeht, darin, dai F eine Form s”" Grades in F, VER oh ee AL 
ist, dafi also eine Relation 


aN a Ae. . ; 
Bs eae ee “ie +s 


besteht. Dab die Bedingung hinreicht, ist selbstverstindlich (Kapitel VIII, 
Nr. 17). Da® sie auch notwendig ist, zeigen wir durch Induktion; fiir 
s=1 gilt ja der Satz I (Nr. 5), wir zeigen also, daf obiges Theorem fiir 
s gilt, wenn es fiir s—1 richtig ist. Auf die Hyperflache F, die s-mal 
durch ®,_, geht, kénnen wir das fiir s —1 giltige Theorem anwenden, wonach 


(7) ee ip at 


foal BOE tae ie Ge 


ist; es gentigt dann, zu zeigen, da die Hyperfliichen A;,...;, durch ®,-, 
hindurchgehen. Zu diesem Zweck verlegen wir etwa die Ecke 


AG C= Iwai =z) 


des Grundeckes in einen allgemeinen Punkt der ®,-,'*). Da Ao ein ein- 
facher Punkt der ®,_, ist und diese in Ao einen Tangentialraum S,-; hat, 
bestimmen die # Tangentialhyperebenen an Fi, Fe, ..., fF, in Ao diesen 
S,-, und sind somit linear unabhingig; wir kénnen sie somit als Wande 
des Grundeckes ansehen, etwa als z;=0, x2 =0, ..., %=0. Das Glied 
von Ff, das z in héchster Potenz enthilt, ist daher z, Le und somit ist 
in (7) das Glied des Produktes Fa. ies das in 7, von héchstem Grade 
ist, gleich 


ty te ty ty Ny tts not +++ n_z-stt 
Xs Vy i U, Hy 
Die Form 4;,...;, hat den Grad n—(éi1:m+-%m- --. + % ma); ist O47, ... 4, 


3 — (i, ny ting Not ++ t+% nz) : a 5 
der Koeffizient von, °1"2"2"2"""""%"" so ist auf der rechten Seite von (7) 


das Glied, das a in der héchsten Potenz enthalt, gleich 


4, tg ip nm—stt 


=o ae x, x 
Fee Pca tec eee aE Hv) 


SrA 


Der Koeffizient von x “" muB aber identisch verschwinden, weil Ao ein 
s-facher Punkt von F' ist; daher sind alle a, ...,, gleich Null und die 
Hyperfliichen 4;,...;, gehen durch ® ,, wie oben behauptet*”). 


*) Ist die ®,_, reduzibel, so miissen wir uns die folgende Uberlegung fiir je einen 
allgemeinen Punkt jedes ihrer Teile durchgefiihrt denken. 

15) Mittels dieses Satzes liBt sich die Postulation der ®._,, beziiglich der Hyper- 
fliichen 2" Ordnung berechnen, welche dieselbe s-mal enthalten; vgl. die in *) zitierten 
Noten von TORELLI und GIAMBELLI. Der Fall h = 2, y =3 wurde auf anderem Weg von 
NOETHER behandelt: Sulle curve multiple di superficie algebriche |Annali di Matematica 
BA TKSHAtl 
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12. In den bisherigen Uberlegungen war immer yorausgesetzt, dab 
die Hyperfliichen F, Fs, ..., F, sich in einer ®,-, schneiden, die von mehr- 
fachen Bestandteilen frei ist. Wir wollen diese Voraussetzung jetzt fallen 
lassen und yor allem folgenden Satz beweisen"’). 

Es seien F;, Fo, ..., Fx irgendwelche h (<r +1) Hyperflichen des 8, von 
den Ordnungen m1, nN, -.-, Mm (Mm>N2>...>m), die sich in einer ®,-, 
schneiden, die auch mehrfache Teile haben kann; ist h=r--1, so schneiden sich 
die Hyperfliichen nicht. Es ist dann miglich, h—1 Hyperfldchen F{, Fz, ..., 
Fi, von den Ordnungen my, nz, ..-, M-1 auszuvihlen, die sich im einer von 
mehr fachen Bestandteilen freien P,-441 schneiden und die so beschaffen sind, 
dafi die Moduln (Fy Fe... Fy-1 Fi) und (FUP: ... Pies Fy) identisch sind. 

Im Falle h=2 ist der Beweis sehr einfach. Hat niimlich J’, keine 
mehrfachen Teile, so ist alles weitere selbstverstindlich. Hat J, aber mehr- 
fache Teile, so betrachten wir die Form ne Ordnung 


F{= F, -/- Xo Fs, 


worin Xp. eine ganz beliebige Form von der Ordnung — 2 ist. Da 
daraus folgt, daB die Formen des Moduls (/;/2) auch Formen des Moduls 
(F{ Fs) sind und umgekehrt, miissen die beiden Moduln identisch sein und 
ihre Basismannigfaltigkeiten ®,-2 zusammenfallen. Variieren wir nun die 
Koeffizienten in X2, so beschreibt die Hyperfliiche Ff ein lineares System, 
dessen Basis die ®,-2 ist; ein Basispunkt des linearen Systems, der F’, =0 
angehért, mu ja entweder /;—0 oder X2=0 angehiren; letzteres ist 
aber bei beliebigen Werten der Koeffizienten von X2 unméglich, da sonst 
alle Koordinaten des Punktes verschwinden miiBten. Daraus folgt, daS die 
allgemeine F'{ des linearen Systems keine mehrfachen Bestandteile besitzen 
kann, weil ein solcher Basishyperflache des linearen Systems sein miiBte 
(Kapitel X, Nr. 10), welches, wie wir gesehen haben, bloB eine Basis- 
mannigfaltigkeit ®,-2 besitzt. Wahlen wir also X2 allgemein, so geniigt 
der Modul (FY F2) allen Forderungen des Satzes. 

Wir verwenden wieder die vollstiindige Induktion, setzen also den 
Satz als richtig fiir / —1 Formen voraus und beweisen ihn fiir h Formen. 
Da die Hyperflachen Fs, ..., F, sich in einer ®,-,41 schneiden (Nr. 4), 
lassen sich zufolge des fiir h —1 Formen giltigen Satzes immer h —2 Formen 
F%, ..., Fh-1 von den Ordnungen ms, ..., m-1 so auswihlen, daB sie sich 
in einer ®,_;42 ohne mehrfache Bestandteile schneiden und daS auBerdem 
die Moduln (Fy... F,-1 F,) und (3... F4-1 F,) identisch werden. Schneidet 


**) Die Darstellung griindet sich auf die beiden Arbeiten von SEVERI, Sw alcune 
proprieta der moduli di forme algebriche (Atti dell’ Accad. di Torino 41, 1905/6) und 


BERTINI, Sopra la teoria det moduli di forme algebriche [Rendiconti dei Lincei 18 (5), 
1909]. 
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nun F, die ®,-,;2 in einer ®,-,4; ohne mehrfache Teile, so ist der Satz 
bewiesen. Andernfalls setzen wir 


RehtMRt--+hahat+XaK, 


worin Xe, ..., X, willkiirliche Formen yon den Ordnungen mm — 7s, ..., 
m— mm sind. 

Zufolge dieser Relation ist der Modul (Fi F3 ... Fi-1/,) mit dem Modul 
(F, F3 ... Fi-1 F,) und somit auch mit dem Modul (F; Fs... Fy-1 F,) identisch 
und zu den beiden Moduln (FY F3 ... Fy-1 F,) und (F; Fe... Fu-1 F;) gehirt 
dieselbe Basismannigfaltigkeit ®,_,. Variieren wir die Koeffizienten in den 
X, so beschreibt die Hyperfliche F{ ein lineares System, dessen Basis- 
mannigfaltigkeit dieselbe ®,-, ist. Wahlen wir nimlich alle Koeffizienten 
etwa in Xs, ..., X, gleich Null, so mu8 ein Basispunkt des linearen Systems, 
wenn er Fy —0 angehirt, auch X2 73 —0 angehiéren; wiederholen wir die 
oben im Falle h = 2 durechgefiihrte Uberlegung, so folgt, da8 der betrachtete 
Punkt auf /3—0 und analog auf F3=—0,..., Fi-1=0, F,=0 liegen muB. 

Nun kann F; nicht durch den yon mehrfachen Bestandteilen freien 
Sehnitt ®,_,42 von F2, ..., Fi-1 gehen, weil sich ja sonst Fi, F2, ..., Fa-1, Fh 
in einer ®,_;4; schneiden wiirden. Das von F{ beschriebene lineare System 
schneidet somit auf der ®,-,42 eine lineare Schar von ©®,_-,4; aus, deren 
allgemeine Mannigfaltigkeit keine mehrfachen Teile besitzt; ein solcher 
Bestandteil, der also von einer Dimension r —h-+-1 ware, miiBte ja auf der 
Basismannigfaltigkeit der linearen Schar (Kapitel X, Nr. 25) und somit auch 
auf der Basismannigfaltigkeit des obigen linearen Systems gelegen sein; 
diese Basismannigfaltigkeit ist aber, wie wir oben gesehen haben, eine ®,-;. 

Wir schlieBen daraus, daB sich bei allgemein gewahlten X die Hyper- 
flichen Ft, F'3, ..., /;-1 in einer von mehrfachen Bestandtcilen freien ®,_;41 
schneiden, was zu beweisen war. 


13. Mit Hilfe des vorstehenden Theorems und der Resultate einiger 
anderer, schon durchgefiihrter Uberlegungen, lassen sich zwei bemerkens- 
werte Siitze herleiten, die wir Lasker verdanken"’). 

Der erste dieser beiden Siitze ist der folgende: Wenn r+1 Hyper- 
Hiichen Fo, Fi, ..., F, von den Ordnungen no, m1, ..-, Nr (mo > m1 >... > M,) 
keine gemeinsamen Punkte besitzen,-wenn also thre Resultante nicht ver- 
schwindet, so gehért jede Hyperfliche, deren Ordnung n=>Xni—r ist, dem 
Modul (Fo F; ... F.) an. 

Da die Formen /), ..., /. den Voraussetzungen des in der vorher- 
gehenden Nummer bewiesenen Satzes geniigen, lassen sich r+ Formen 


7) Vgl. die in *) zitierte Note von SEVERI. 
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Fi, ..., Fy von den Ordnungen , ..-, ”--1 so auswihlen, dab sie 
No Nt .-+ Np-1 verschiedene einfache Punkte gemeinsam haben und dab 
auBerdem die Moduln (F% ... Fy-1 F-) und (Fo... F-1 /°,) identisch sind. 

Zum Beweis unseres Satzes geniigt es, zu zeigen, dal das lineare 
System von Hyperflichen yon der Ordnung n>Xn;—r 


Ao Fo a anes Anat Bees oa A, Ee = 0 


/ \ 
’ ° : nr : C . : 
die Dimension | : ew hat. Dieses System ist aber das Verbindungs- 


system der beiden linearen Systeme °) 
Ay Fo -:: + A,-1 F140 and A, f= 0; 


yon denen das erste unter der Voraussetzung n> Xn;j—r, woraus ja 
n> +m+---+n,-1—r folgt, die Dimension \" A ) Sa hee 
hat (Nr. 8), wihrend die Dimension des zweiten gleich (ea gies 
ist. Wir brauchen noch die Dimension des Schnittsystems dieser beiden, 


also die des Systems A, /,=0, fiir das aber 
AF, == Omnods igen Ln 


ist. Das bedeutet aber, daB die Hyperfliche A,/',—0 durch die obigen 
non -..-1 Punkte hindurehgeht; da das aber mit #.—0O nicht der Fall 
ist, mu (Nr. 10, letzter Absatz) 


A,=0mod.(F%... F-1) 


sein. Also ist die Dimension des Schnittsystems gleich der Dimension 
des Systems simtlicher, dem Modul (7%... F%-1) angehérenden Hyperflachen 
n—n,)** Ordnung, welche wegen n—2,>m+m-+.---+n-1—r gleich 


( 
ks —nm+r 
r 


- 1— mm ...,--1 ist (Nr. 8). Die gesuchte Dimension ist also 
gleich der Summe der Dimensionen der beiden betrachteten Systeme, 
vermindert um die eben gefundene Dimension ihres Schnittes; sie ist also, 


wie behauptet, gleich beeg Sik 


14. Der zweite Laskrer’sche Satz umfaBt den in Nr.10 als letzten 
angegebenen und kann als Verallgemeinerung folgender bekannten Eigen- 
schaft von Polynomen in einer Veranderlichen (oder yon Punktgruppen 
auf einer Geraden) angesehen werden’): Teilt y das Produkt 4, F, mit 


*®) Vgl. BOCHER, a.a.0., S. 226, wo der Satz fiir Polynome in zwei Veriinder- 
lichen bewiesen wird. [D.| 
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dem Quotienten Ff’ und ist » teilerfremd zu /,, so mu8 w Teiler von A, 
und F, Teiler von F' sein; oder, in unserer Bezeichnungsweise: Ist 
wy F=0mod.(/,), also y f= A, PF, und haben py und F, keine gemein- 
samen Faktoren, so ist auch /’=0Omod. (F}). 

Der in Rede stehende Satz lautet: Schneiden sich h Hyperflichen 
Fy, Fo, ..., Fr (h<r) in einer ®,-, die auch mehrfache Teile haben dary, 
sind ferner und F zwei Hyperfltichen von der Art, dafi KF dem Modul 
(FP, F:...F,) angehért und schneidet schlieflich y die ®,-, in einer ®,-),-1, 
so gehirt auch F dem Modul (FF... Fy) an. 

Wie bemerkt, gilt der Satz fiir» —1, wo somit auch h=1 sein muB; 
wir beweisen ihn durch Induktion, indem wir unter Voraussetzuny seiner 
Giltigkeit fiir Hyperflichen eines S,-; zeigen, da8 er auch fiir Hyper- 
flichen des S, richtig ist. Wir unterscheiden hiebei zwei Fille: 

Ersitens: Es sei h<r—1. Bezeichnen wir mit J eine allgemeine 
Hyperebene des S,, die also den Schnitt ®,-, von F1, fF, ..., , in einer 
®,,-1 schneidet, so folgt aus der Voraussetzung 


(8) wy F=0 mod. (Fi Fe... Fy) 
wegen Nr. 4 = a 2 oF 
yp F=0mod.(F; Fe... F), 


wo die Striche Schnitte mit der Hyperebene J bedeuten. Da har—1 
ist und y offenbar den Schnitt ®,-,-; von Fi, fo,...,/, in einer ®,-,-2 
schneidet, folgt daraus wegen des fiir einen S,-1 giltigen Satzes 


(9) F=0mod.(f; fF)... F,) 
oder (Nr. 3) 
(10) F=JF' mod.(Fi Fy... Fy), 


wo /” eine Form (n—1)*" Ordnung ist, wenn /’ die Ordnung n hat. Es 
ergibt sich weiter 
pr=wJF” mod. (fF; Fs... F), 
also wegen. (8) 
wy JF” =O0mod. (Fi Fe... F,). 


Die dieser Relation gentigenden Formen pJ und F” erfiillen dieselben 
Bedingungen wie und F, die der Relation (8) geniigen, denn da J 
eine allgemeine Hyperebene ist, schneidet J den Schnitt ®,_, von 
F,, Fo, ..., F, in einer ®,-,-1. Bemerkt sei, daB wir fiir F’ so wie fiir F 
eine Relation von der Form (9) herleiten kénnen, indem wir mit einer 
zweiten Hyperebene J, schneiden. 


Bertini, Geometrie. 20 
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Ist nun F” identiseh eleich Null, so folgt aus (10) der Beweis unseres 
Satzes fiir #. Andernfalls verfahren wir mit 7” so wie oben mit /’ und 
finden eine Form F’’ yon der Ordnung n— 2, so daf die Formen pJJ, 
und F’’ denselben Bedingungen wie yJ und #” und somit auch den- 
selben Bedingungen wie wy und F’ geniigen. Ist dann /”’ identisch 
gleich Null, so erhalten wir aus der zu (10) analogen Relation den 
Beweis des Satzes fiir #” und wegen (10) selbst dann auch fiir #. Andern- 
falls fiihren wir dieselbe Uberlegung neuerdings fiir #”’ durch u.s. w. 
Das Verfahren muS nach endlich vielen Schritten ein Ende haben, da 
FF’, F”,... beziehungsweise die Ordnungen n,n—1,n—2,... haben, 
die jedoch nicht unter die kleinste Ordnung m der Formen fF, fe, ..., My 
heruntersinken kénnen, da fiir ihre Schnitte mit den aufeinanderfolgenden 
Hyperebenen J, J;, J2,..., die dieselben Ordnungen haben, wie oben bemerkt, 
immer Relationen von der Form (9) bestehen. Wir kommen also schlieB- 
lich zu einer Form F' yon der Ordnung n—q(=m), so daB die folgende 
Form identisch verschwindet und somit /® dem Modul (/; 2... Fy) 
angehért. Gehen wir zuriick, so sehen wir, da diesem Modul auch 
FG-»),..., PF’, FY und F selbst angehéren. Der Satz ist also bewiesen, 
wenn h<r—1 ist. 

Zweitens: Es sei h=r. Wir haben also r Hyperflichen /,, Ps, ..., F,, 
die sich in einer endlichen Anzahl von einfachen oder mehrfachen Punkten 
P schneiden. Die Hyperfliche y, die voraussetzungsgema$ keinen der 
Punkte P enthalt, sei zuerst einmal eine Hyperebene. Aus der Voraus- 
setzung folgt unmittelbar 
(11) yp P= A, F,mod.(F2... F,), 
weshalb 

A, F, =0 mod. (Fs, awe F,) 


ist, wenn die Querstriche jetzt Schnitte mit der Hyperebene p bedeuten. 
Die Hyperflichen F;, jE otra von w haben keine gemeinsamen Punkte, 
da sonst y einen der Punkte P enthalten miiBte; also geht F, nicht durch 
die (endlich vielen) Schnittpunkte von Fs, ..., F,. Wegen des fiir einen 
S,-1 giltigen Satzes folgt aus der letzten Relation 


A,=0mod. (Fp... F,); 
woraus nach Nr. 3 weiter 
Ay=W Aj mod. (Fy me BS) 
und also wegen (11) 
wy (F— Ai F;)=0 mod. (Fy... F,) 


folgt; zufolge des oben behandelten ersten Falles erhalten wir 


F— Aj F,=0mod.(f2...F,), also F=Omod.(f, Fo... F,). 
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Es bleibt in diesem zweiten Fall der Satz also nur noch fiir ein w 
beliebiger Ordnung zu beweisen. Da laut Voraussetzung y, F, F2..., F, 
keine gemeinsamen Punkte haben, gibt es, wenn J eine Hyperebene ist, 
wegen des Satzes der Nr. 13 eine Zahl n, die so groB ist, dab 

J™=Awmod. (F; Fo... F,). 


Diese Relation und die Voraussetzung 

y F=0 mod. (F; fF ... F;) 

J" F=O0mod.(F; Fe... F,). 

War nun die Hyperebene J allgemein angenommen, so da8 sie keinen 
der Punkte P enthilt, so kénnen wir den oben fiir eine lineare Form wy 
bewiesenen Satz anwenden, indem wir jetzt py durch J und F durch 
J”! F ersetzen; er ergibt sich 


J"™-1F=0mod. (fi Fe... F,). 
Fahren wir so fort, so folgt schlieBlich 
F=0mod.(hi Fk... F,), 


womit unser Satz in jedem Fall bewiesen ist. 


fiihren auf 


15. Dieser Satz findet eine interessante Anwendung bei der Lisung 
foleender Frage. Der Satz b) der Nr. 5 wurde unter der Voraussetzung 
bewiesen, dab F;, Fo, ..., F, sich in einer von mehrfachen Bestandteilen 
freien ,_, schneiden; was lift sich aber aussagen, wenn die ®,_;, mehr- 
fache Teile besitzt? 

Die Antwort ergibt sich auf dem in Nr. 6 eingeschlagenen Weg. Bis 
zur Bestimmung der Dimensionen (5) der Schnitte der h Systeme 4; F, = 0, 
Az h,=0, .... A, F,=90 ist nichts zu andern. Nur die Verifikation der 
Regularititsbedingung ist in einem Punkt zu modifizieren, wenn auch die 
dort durehgefiihrten Betrachtungen beibehalten werden kénnen. Betrachten 
wir niimlich den Schnitt des Systems A; 7; =O mit dem System A, Fy + 
+ As F,=0, so schlossen wir aus der Identitiat 

A; F’3 = Ay Fy + Ao Fe 
auf das Bestehen der anderen 

As = X1 Fy, + Xe Fe 
zufolge des Satzes a) der Nr. 5. Dieser Satz gilt aber nicht mehr, wenn 
die ®,_, mehrfache Teile hat. Beachten wir jedoch, daB8 /'; den Schnitt 
®,_» von F; und F in einer ®,-3 schneidet, so folgt die zweite der obigen 
Identititen aus der ersten zufolge des Satzes Nr. 14. In ahnlicher Weise 


lassen sich die weiteren Regularititsbedingungen verifizieren. 
20* 
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Somit ist die Dimension des linearen Systems (4) dieselbe, wie auch 
die ®,_, beschaffen ist; und zwar ist sie gleich der Differenz zwischen 


nr : 
( = )-1 und der unter den angegebenen Bedingungen berechneten 


} 
Anzahl (3) (Nr. 5). Wir kiénnen also sagen, daB die Anzahl der Bedingungen, 
denen eine Hyperfiiiche F geniigen mu’, damit sie dem Modul (Fy, FP: ... Fi) 
angchirt, durch (3) gegeben ist, ob die Basis ®,-, des Moduls jetzt mehr fache 
Bestandteile besit2t oder nicht"), 


16. Eine weitere bemerkenswerte Anwendung des Satzes der Nr. 14 
bietet die Lisung der diophantischen Gleichung (h<=r-+1) 


(12) MAtLe A+ +X%R=0, 


also die Bestimmung der unbekannten Formen X41, Xe, ..., X, von den 
Ordnungen n—m, n—%, ..., N—m, wenn die fi, Fo, ..., HM, gegebene 
Formen yon den Ordnungen 7, m2, ..-, % sind, die sich wieder in einer 
®,_, schneiden, die auch mehrfache Teile besitzen kann. Ich behaupte, 
daB jede Lésung der Gleichung (12) die Gestalt 

Xi = pii Fy + pi2 Fy, t- +++ + Den F, (a= ile 2, afar h) 


/ 


besitet, wo die p beliebige Formen geeigneter Ordnung sind, die den Be- 
dingungen 
Pii: 0, Pij = Pji 

gentigen, also Klemente einer h-rethigen schiefsymmetrischen Determinante sind. 

Der Satz gilt fiir —2, denn aus X; Ff; + X2h2—0 folgt, daB die Form 
Fy das Produkt X44 /; teilt; da sie aber mit F teilerfremd ist, mu8 sie 
Teiler von X1, also Xy = pi: f+ pro Fo sein. Setzen wir diese in die vor- 
stehende Identit&t ein, so folgt Xo = po: Fy + poo Fo. 


8) Die in *°) fiir die drei dort betrachteten Sonderfiille angegebenen Anzahlen 
behalten also ihre Giltigkeit, wenn im ersten Fall einige Punkte zusammenfallen, 
oder wenn im zweiten und dritten Fall die Kurve, bzw. Fliiche mehrfache Bestand- 
teile besitzt. 

Beispiel: Es seien U, = 0, U, = 0, U; =O drei quadratische Kegel des S,, deren 
Scheitel in emem Punkt A zusammentallen, wo dann ihre siimtlichen acht Schnittpunkte 


vereinigt sind. Wir wollen nun zeigen, daf in der Tat jede V7, die dem Modul unserer 

drei Kegel angehért, also von der Gestalt 4, U,-+ A, U,-+-A, U;=0 ist, entsprechend 
: é é Es ee Do : 

der Formel (3) genau 7 Bedingungen gentigen mu. Damit eine Vj in A einen Doppel- 


punkt hat, miissen 4 Bedingungen erfiillt sein; beachten wir, daB es oo” v; gibt, die 
A zum Doppelpunkt haben, so ist unmittelbar einzusehen, dai weitere 3 Bedingungen 


erfiillt sein miissen. wenn eine solche J 


, dem obigen Kegelbiindel, also dem Modul 


angehdren soll. 
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Wir kinnen also den Satz mittels Induktion beweisen, indem wir von 
h—1 zuhtibergehen. Da F; den Schnitt ®,-.4: von Fo, ..., My, in einer 
®,-, sehneidet, folgt wegen des Satzes der Nr. 14 aus (12) 


(13) : X= pia Pot... + pin Bij 
demzufolge wird aus (12) 


(Xe+ pie F1) Po + (X34 pis Fy) Fs + --- + (Xn + pra 1) Fy, = 0. 


Da der Satz fiir h —1 Formen gilt, erhalten wir daraus 
Ag pighs = Pio Pot --. + pin 2 (=2, segelt) 


welche Gleichungen zusammen mit (13) den Beweis des Satzes ausmachen. 

Folgende Bemerkung sei hier noch hinzugefiigt: Gehért eine Form 
F' dem Modul (fF... /,) an, wo sich Fi, Ms, ..., /, in einer ®,_; mit 
oder ohne mehrfache Bestandteile schneiden, ist also 


W= A, Fy see A), Ff; 
so kann man /’ auch in der Form 
7 | VI Ta x 1 { ( 1 MI J al 
Bea Ay 2 Pig Ey a Aa cg Pa) 
J 


darstellen, wo die h” Formen p,; von den Ordnungen n—n,;— 1), und zwar 
Elemente einer schiefsymmetrischen Determinante sind, also den Be- 
dingungen pi;—0, p;; = — pji gentigen, sonst aber willkiirlich sind. Aus 
obigem Resultat folgt aber, daB das alle méglichen Darstellungen der 
Form /' mittels linearer Kombinationen von Fy, Fo, ..., /, sind; denn 
ist zugleich 
Fs At hy... Af F,, 
so folgt ; 
Ag a A aig et ce tty 2 Ag) Hees OF 


weshalb u. s. w. 


17. Schneiden sich h Hy perflichen Fy, Fo, ..., Fi, (h<r) in einer ganz 
beliebigen Mannigfaltigkeit V, die auch aus Mannigfaltigkeiten verschiedener 
Dimensionen bestehen und mehrfache Mannigfaltigkeiten enthalten kann, 
so kann es auf V doch Punkte geben, die den einfachen Fall darstellen 
(Kapitel VIII, Nr. 22); d.h. daB sich die Tangentialkegel an Fi, Fo, ..., 
Fin jedem Punkte P in allgemeiner Lage befinden, sich also in einem 
Kegel schneiden, dessen Dimension gleich »—/ und nicht gréfer ist; da 
dieser Kegel gerade der Tangentialkegel an die V in P ist, folgt, daB P 
auf einem (7 —/h)-dimensionalen Teil von V liegen mub. 
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Wir beweisen nun folgendes Theorem: Schneiden sich h (<r) Hyper- 
fléchen Fy, Fo, ..., Fn von den Ordnungen ni, no, .--, mm mM einer beliebigen 
Mannigfaltigkeit V und gibt es irgend eine (endliche) Anzahl .von Punkten 
P auf V, in deren jedem Fy, F2, ..., Fi, den einfachen Fall darstellen und 
beziehungsweise die Multiplizititen s1, so, ..., 8, haben, so lipt sich jede 
Hyperfliche F des Moduls (F F2... KF), deren Ordnung n hinreichend grops 
ist und die in jedem Punkt P mindestens die Multiplizitdt s besitzt, in der 
Form 


F= Ay PB, -|- As By - } tae + A; F, 


darstellen, wo Ay, Ao, ..., An in jedem Punkt P mindestens die Multiplizi- 
tdten s—sj,°$— 3a, ..., 8— 8 haben”), 

Wir beginnen damit, blo®B einen Punkt P zu betrachten und unseren 
Satz zuerst fiir diesen einen Punkt zu beweisen. 

Zu diesem Zwecke bemerken wir, daf der Satz sicher gilt, wenn F 
durch P mit der kleinsten der Multiplizitaten s1, so, ..., s, hindurchgeht und 
daB wir ihn also wieder durch Induktion beweisen kénnen, indem wir 
von s—1 aufsschliefen. Gehirt dem Modul (Ff Fy... F,) an und hat 
sie in P die Multiplizitét s, so kénnen wir also 


f= Ay By As fg an. A, 


setzen, wo die A; wegen des fiir s—1 richtigen Satzes in P mindestens 
die Multiplizitiiten s—s;—1 haben. Nehmen wir P als Ecke Ao (a =1, 
v=--.=2,=0) des Grundecks, so ist, nach fallenden Potenzen von «o 
geordnet, 


n—Ss vn COA N—-N;-3t+8;,+1 
ip Sa Se egele = Dea ‘to. ..y A; = 4X0 ¢ U +o... 


wo die ®, ®; und a; beziehungsweise Formen in 2, #2, ..., 2, von den 
Ordnungen s, s; und s—s;—1 sind. Es folgt 


Dae se eS (aia ee (ee eer 
und. aus dieser Identitit erhalten wir 


Xa; 0; =0. 


°) Man beachte, da8 wir hier der Einfachheit halber jedem Punkt P dieselben 
Multiplizitiiten s, s,, s., ..., s, zukommen lassen, die sehr wohl in den einzelnen Punkten 
P verschiedene Werte haben kénnten. — Bemerkt sei ferner, da8 die Zahl s bloB an 
die Bedingung gebunden ist, nicht kleiner als alle Zahlen s,, s.. ..., s, 2u sein. 
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Nun stellen voraussetzungsgemi8 die Hyperflichen /1, F2, ..., /, in P den 
einfachen Fall dar; beziehen wir uns also auf die Geometrie im Bund 
mit dem Scheitel 49, so schneiden sich die Tangentialkegel (GeradenGrter) 
®,, D,, ..., ®, an Fi, Fe, ..., Ma, in Ao in einem Kegel von r—1—h 
Dimensionen; wegen Nr. 16 folgt also aus der letzten Relation 


a= Spy?  (pu=0, py = — py), 
Jj 


worin die p;; Formen in a, ..., 2 von den Ordnungen s — s;— s;—1 sind. 
Zufolge derselben Nr. 16 kann man aber den obigen Ausdruck fiir F’ 
durch den folgenden ersetzen 


\) 3 
P= (Ai— Yi ps gj F) Fh, 
i j 
worin die q,; willkiirliche Formen in %, 7, ..., 2 von den Ordnungen 


ij=4,=n—nu—n+s5+38,—s+1 


sind, fiir die qi; = qj: ist; es geniigt ja, die in Nr. 16 gegebene Bemerkung 
anzuwenden, aber p,; durch — p;; qi; zu ersetzen. Wir verlangen jedoch, dab 
in den g;; das Glied hiéchsten Grades in a wirklich vorkomme”’), und 
zwar mit dem Koeffizienten 1, also gleich a sei. Der Koeffizient von 


—nz—-stsa-t1 - 
tee * in ‘der Porm 


By= Ai— Yipij qi F; 


reduziert sich also auf Ge | Dis ®; und verschwindet daher identisch; 


die Hyperflaiche B; geht also durch P mindestens mit der Multiplizitat s — s;. 

Um nun den Fall einer beliebigen Anzahl von Punkten P zu erledigen, 
verwenden wir wieder den Induktionsschlu8. Fiir emen Punkt ist unser Satz 
bewiesen; wir nehmen ihn als richtig an fiir eine Gruppe von y Punkten 
P und zeigen, da er richtig bleibt, wenn wir einen (y+ 1) Punkt hinzu- 
fiigen. Wir setzen also voraus, dab 


F = A, F,-+ Ao P24 ++: + AnFn 


sei, wo die A; dem sich auf y Punkte P beziehenden Satz geniigen. Ist neuer- 
dings die Multiplizitat s des (y+ 1)" Punktes gleich der kleinsten der Multi- 
plizitiiten s1, sz, ..., s,, So ist alles bewiesen; wie oben zeigen wir also, 
da8 der Satz, wenn er fiir s—1 gilt, auch fiir s richtig ist. Wir wiederholen 


**)In anderer Redeweise, daf die Hyperflichen q;; nicht durch P gehen. 
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die obige Uberlegung, indem wir den Grundpunkt do in den (ale Tae 
Punkt verlegen; die gi; miissen jetzt auBer den obigen auch noch den 
Bedingungen geniigen, daB die Hyperflichen qi; in den Punkten P so 
hohe Multiplizitiiten haben, daB die Multiplizitiiten der Hyperflichen B; 
mit denen der Hyperfliichen A; in diesen Punkten iibereinstimmen. Das 
ist sicher méglich, wenn wir 2 hinreichend gro8 wihlen und fiir die 
Hyperflichen g;; etwa willkiirliche Kegel von den Ordnungen s— s;— 8; 
wihlen, deren Scheitel in den ersten y Punkten P liegen, und notigen- 
falls weitere willkiirliche Hyperflichen hinzuftigen, um die Ordnung 
ti; zu erreichen. Wie oben kinnen wir dann schlieBen, daf die Hyper- 
fliche B; auch im (y+-1)*" Punkt P mindestens die Multiplizitat 
s—s; hat, wie es unser Theorem verlangt, welches damit vollst&indig 
bewiesen ist. 


18. Im Falle h=2 gilt folgende Beziehung: Liegen in der Schnitt- 
mannigfaltigkeit 2weier Hyperflichen F', und Fy: endlich oder unendlich viele 
Punkte P, in welchen I’, und EF: den einfachen Fall darstellen und beziehungs- 
weise die Multiplizititen s, und sz haben, so lifit sich jede Form F' des Moduls 
(F', F2), die in P mindestens eine Multiplizitiit s;+-s2—1 hat, als lineare 
Kombination A, k';-— Az,I’2 darstellen, wo Ay und As durch P mindestens 
mit den Multiplizititen s2—1 und s;—1 hindurchgehen. In der Tat wird 
die Identitit 2a;P;—0, zu der wir am Beginn des vorstehenden Beweises 
gelangt waren, hier zu a,?; + a2. = 0. Daraus folgt ohneweiters, daB ay 
und a2 identisch verschwinden, da &: vom Grade s2 ist und wegen des 
vorliegenden einfachen Falles zu ®;, teilerfremd ist, also Teiler von a; sein 
muB, das vom Grade s2—2 ist; analog muB8 , Teiler von az sein. Diese 
Uberlegung ist dann fiir jeden der Punkte P zu wiederholen. 


19. Mit Hilfe des in Nr.17 bewiesenen Satzes kiénnen wir nun auch 
den folgenden beweisen, in welchem die Mannigfaltigkeit V wieder den 
alten Bedingungen unterworfen ist: Hs seien Fy, ..., f',(h<r) Hyperftdchen 
des 8, von den Ordnungen nm, ...,m, die sich in einer Mannigfaltigkeit 
®,_;, schneiden, die auch mehrfache Bestandteile aufweisen kann. Auf der ®,_, 
gebe es eine (endliche) Anzahl von Punkten P von der Beschaffenheit, dap 
Fy, ..., Fi, in jedem derselben den einfachen Fall darstellen und beziehungs- 
weise die Multiplizititen sy, ..., s,°°) besitzen. Das dem Modul (I, ... F,) 
angehiérende lineare System von Hyperfliichen F, deren Ordnung n geniigend 
grofs angenommen ist und die in jedem Punkt P eine Multiplizitit s haben, 
hat dann die Dimension 


DE tigen ei »y OF, CS ee rere) = h, 
P 
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\ .7 ¢— | 4°\ . n—N; — Nj “ 
wo Di (nz m1, Seno |? Rey ee My onale 


gesetat ist [eine Festsetzung, die analog fiir D,(s —1, s1, ..., s,) gilt], Wie 
in Nr. 5 ist dazu zu bemerken, da& fiir 7, i:do, ..., isd --.%-1 alle 
Kombinationen der Zahlen 1,2,...,A zur 1%, 2t, ...,(h—1)" Klasse 
einzusetzen sind und daf jeder Binomialkoeffizient gleich Null zu setzen 
ist, dessen obere Zahl <r ist. Die Summe ist tiber alle Punkte P zu 
erstrecken. 

Wegen der Beziehung der Nr. 17 haben wir nur zu zeigen, da8 obige 
Dimension (bei geniigend groBem 7) mit der Dimension des linearen Systems 
A, Ff, +...+ A, /,=0 tibereinstimmt, worin die Hyperflachen Ay, ..., A, 
von den Ordnungen »—7, ..., ~—m in jedem Punkte P beziehungs- 
weise die Multiplizitaten s—s1, ..., s—s, haben. 

Die Uberlegung, die uns zu diesem Ziele fiihrt, ist der der Nr. 6?) 
durchaus dhnlich und besteht wieder in der Anwendung der Formel (7) 
von Kapitel I. Wir finden, daB die beiden linearen Systeme 4, /’, =0 
und A, /,=0 sich in einem System Xf, /,—0 schneiden, wo X eine 
Hyperfliche von der Ordnung n — n, —n, ist, die in jedem Punkt P eine 
Multiplizitiit s—s, —s, hat; ist letztere Zahl <0, so geht X durch P nicht 
hindureh. Die drei Systeme A, f',=0, 4, /%,=0 und A; F;=0 schneiden 
sich im Sehnittsystem von X/', /,=—0 und A; /';=90, also in einem System 
YF, F, F,;=0, wo Y eine Hyperfliche von der Ordnung n—n, —n,—n, 
ist, die in P die Multiplizitét s —s, —s, —s, hat, u.s. w. Die Dimensionen 
der A linearen Systeme A; F;—0, .... da /,=0, ihrer Sehnitte zu je 
zweien, ..., zu je h—1 und schlieSlich die Dimension des Schnittes 
aller Systeme sind also beziehungsweise gleich 


eee ‘ 13 ('- 1% sa 


) 57 


ie — Ni, — M4, + "| Seay es —l1=—s;, 8+ "| 
tif ? 


2) Nur da®B hier bei hinreichend groBem n alle in Kede stehenden Schnittsysteme 
wirklich existieren. 


att _ 
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da die Bedingungen der Punkte P bei genitigend grofem xn ja sicher 
unabhingig sind. 

Zur Anwendung der Formel (7) aus Kapitel I haben wir noch zu 
zeigen, daB die Regularititsbedingungen erfiillt sind. Das geschieht in 
ganz ibnlicher Weise wie in der bereits zitierten Nr. 6. Das System 
A, F, =0 schneidet die beiden Systeme A, /,=0 und A, /, =0 beziehungs- 
weise in X’ F, Fy —0 und X” F, F;=0, wo die Hyperfliichen X’ und X” 
von den Ordnungen n—n,—n; und n—n, —n; in jedem Punkt P beziehungs- 
weise die Multiplizititen s—s,—s, und s—s,—s; haben. Soll das Ver- 
bindungssystem X’ f, F; +X’ ky, I’; =0 dieser beiden Schnittsysteme den 
Regularitiitsbedingungen geniigen, so muS es mit dem Schnittsystem 
von A; ’;=0 mit dem Verbindungssystem A, I -+ A, , = 0 von A, fF, =0 
und A, /,;—0O zusammenfallen. Die Hyperfliichen dieses Schnittsystems 
sind nun durch die Identitit A, /;— <A, F,-+ 4, Fh, gegeben; aus dieser 
folgt durch eine hier zulissige Anwendung des Satzes der Nr. 14 weiter 
A, = X' F,4+ X" F,, wo man (Nr.17) X’ und X” von den Ordnungen 
n—nN,—n, und n—n,.—n, 8o wahlen kann, daf sie in jedem Punkt P 
die Multiplizitiiten s—s,—s,, baw. s—s,—s, haben. Wir kommen also 
tatsiichlich zu demselben System wie oben, uw. s. w. 

Mittels der Formel (7) des Kapitels I (vgl. auch den Schlu8 der 
Nr. 6 dieses Kapitels) erhalten wir nun unmittelbar unser gesuchtes 
Resultat. 


20. Dieser Satz gestattet uns, cine von Konia aufgefundene Beziehung 
herzuleiten, die eine mehrdimensionale Verallgemeinerung eines beriihmten 
Nortuer’schen Theorems fiir den S, ist, welches meist kurz als ,,Satz tiber 
Af+B*“ bezeichnet wird. Auch der Beweis des Konie’schen Satzes ist 
eine unmittelbare Verallgemeinerung des Verfahrens, mit welehem man 
das Norruer’sche Theorem meist beweist”*). Nur die Beziehung der 
Nr. 17, die im Fall zweier Formen ohneweiters verifizierbar ist, haben 
wir noch hinzuzunehmen. 

Der Satz von Konica lautet: Schneiden sich r Hyperflichen Fy, ..., F, 
von den Ordnungen m, ..., , im einer endlichen Anzahl von Punkten P, 
wo I, ..., F, tiberall den einfachen Fall darstellen und beziehungsweise 
die Multiplizititen s, ..., 8, haben, so gehirt jede Hyperfliiche F, die in 
jedem Punkt P eine Multiplizitit s=s,+.-.+s,—r+1 hat, dem Modul 


**) Wegen der Bibliographie zum NOETHER’schen Satz vgl. BRILL-NOBTHER, 


Tne Entwicklung der Theorie der algebraischen Funktionen in dlterer und neuerer Zeit 
(Berlin 1893), S. 350 ff sowie SEVERI, Vorlesungen iiber algebraische Geometrie (Leipzig, 
Teubner 1921), S. 109 ff. 
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(F, ... F,) an. In der Tat ist fiir diesen Wert von s bei gentigend groBem n 
(vgl. Nr. 8) eee 
D,(n; m1, -.-, m1) = oe "| — M4 Ng... Np, 


s—1-r 
Dale Sii6i, 20) &) = 5 Jase. 8 


sowie zufolge der Bedingung des einfachen Falles 
i S26 35 On — 103 100... Ts 
P 


Die Beziehung der Nr. 19 liefert 


tee) Han at 
a P 4 
als Dimension des linearen Systems der Hyperfliichen, die dem Modul 
(F, ... F,) angehéren und in jedem Punkt P die beziigliche Multiplizitit 
s haben. Ebenso gro8 ist aber auch die Dimension des Systems aller Hyper- 
flachen F geniigend hoher Ordnung x, die in jedem Punkt P die angegebene 
Multiplizitit s haben. Somit ist der Satz unter der Voraussetzung eines 
gentigend groBen n bewiesen. 

Um nun auch noch den Fall eines beliebigen m zu erledigen, betrachten 
wir das Produkt von F' mit einer allgemeinen Form ® geniigend grofer 
Ordnung, so daB der Satz fiir das Produkt F'® gilt, also 


Vee, Ps 2, A,B; 
ist, woraus aber wegen des Satzes der Nr. 14 sofort auch 


Fee CALE. 
folgt. 
Im Falle eines hinreichend grofen m lassen sich gemaéf Nr. 17 fiir 
die Aj, A3, ..., A; Hyperflichen wihlen, die in jedem Punkt P beziehungs- 
weise mindestens die Multiplizitaten 


Sotsg3t.-.+8, poet, 
8; + 83+ --- +5, r+, 
S++ sa+-..-+ts-1—r+l1l 


haben, wiahrend das im Falle eines beliebigen n bei r >2 allem Anschein 
nach nicht mdglich ist. 


21. ToreLii gab eine Verallgemeinerung des Konice’schen Theorems, 
die sich auf folgenden Satz griindet”*): Schneiden sich h <r Hyperfldchen 


*4) Vel. die in **) zitierte Arbeit von TORELLI. 
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I, ..., Fy des 8, in einer ®,-,, die auch mehrfache Bestandteile haben kann, 
so gehirt eine Form F dem Modul (Fy ... Fx) an, wenn sie auf einem all- 
gemeinen S; eine orm ausschneidet, die dem Schnitt des Moduls angehdrt. 

Im Falle i—r—1 verfahren wir folgendermafen. Schneiden wir mit 
einer allgemeinen Hyperebene //, so ist voraussetzungsgemaB 


14) F= 0 mod. (F, cee F,), 


wobei die Querstriche wieder die Schnitte mit der Hyperebene J bedeuten. 
Daraus folgt (Nr. 3) 
(15) F=JF' mod.(% ... F,). 


Schneiden wir mit einer zweiten Hyperebene J; und bezeichnen wir die 
Schnitte mit dieser mit zwei Querstrichen, so ist, da (14) ja auch fiir die 
Sehnitte mit J; gilt, 


we 


|| 


t — (0 mod:(Ky... Fy). 


Nun sehneidet J; die ®,_, im Schnitt ®,-,-1 von #1, ...,./, und J in J, 
welches ein allgemeiner S,-2 von J; ist, da ja auch J allgemein angenommen 
war. Dieser S,-2 schneidet also ®,_, in einer ®,-,-2, weshalb uns die An- 
wendung des Satzes der Nr. 14 méglich ist, die 


= 0mod (bien 


liefert. Daraus folgt, daB die Hyperfliiche /”, die von der Ordnung n—1 
ist, wenn n die Ordnung von J’ ist, derselben Relation (14) gentigt wie 
F’ selbst. Wir gehen nun in 4hnlicher Art weiter vor wie in Nr. 9 
und im ersten Fall von Nr. 14. Ist die Form F” nicht identisch Null, so 
kann ihre Ordnung nicht kleiner sein als die kleinste — es sei das etwa 
m — der Ordnungen der Formen /,..., 4. Im Falle n=”, muB8 also 
I” identisch verschwinden; wegen (15) gehért dann / dem Modul (/; ... F,) 
an und der Satz ist fiir Formen von der Ordnung m, bewiesen. Ist n> m, 
so gehen wir mittels Induktion vor. Aus (15) folgt, daB der Satz fiir die 
Form £’ yon n** Ordnung richtig ist, wenn er fiir die Form F” von (nm —1)* 
Ordnung gilt; nun gibt es aber sicher eine Form von einer Ordnung >, fiir 
die er richtig ist und somit ist er fiir eine Form beliebiger Ordnung richtig. 

Ist? <r —1, so gehort also der Schnitt von # mit einem allgemeinen 
S; dem Schnitt des Moduls (7, ... /’,) mit demselben S; an. Wegen des 
eben bewiesenen Satzes muB dann der Schnitt von F’ mit einem allgemeinen 
Sii1 dem Schnitt des Moduls (7... 7.) mit demselben S41 angehiren, 
weiter der Schnitt von /’ mit einem allgemeinen S;;2 dem Schnitt des Moduls 
(Fy... 4) mit demselben S;42 u. s.w., bis man zu dem Schlu$ kommt, dab 
dann auch der Schnitt von /’ mit einem allgemeinen S,-,; dem Schnitt des 
Moduls (fF... /,) mit demselben S,-; angehéren mu8, weshalb uw. s. w. 
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22. Aus diesem Satz ergibt sich nun unmittelbar die Torruii’sche 
Verallgemeinerung des Konie’schen Theorems: Schneiden sich die h (<r) 
Hyperfliichen Fy, ..., Fi, in einer ®,-y, die aus irreduziblen Teilen ® besteht, 
ast ferner jede® fiir Fy, ..., Fi, bzw. sy-, ..., si fach®) und stellen Fy, ..., Fy, in 
jedem allgemeinen Punkt von ® schliefilich den einfachen Fall dar, so gehort 
jede Hyperfliche F, die durch jede ® (s;4-.+- 4-8, —h-+-1)-fach hindurch- 
geht, dem Modul (F,... F,) an. Wir schneiden mit einem allgemeinen S;; 
die Schnitte von Fy, ..., F, haben dann bloB Punkte gemeinsam, in deren 
jedem F, ..., /, die Vielfachheiten s;, so, ..., s, haben und den einfachen 
Fall darstellen, wiihrend /’ durch jeden dieser Punkte mit der Multiplizitit 
sit ---+s,—h-+1 hindurchgeht. Wegen des Konic’schen Satzes (Nr. 20) 


i 


folgt, daB der Schnitt von /’ mit dem S, dem Schnitt des Moduls(/4 ... fF) 
angehort; zufolge der Beziehung der vorhergehenden Nummer gehort daher 
F dem Modul (F,...F,) an*®). 


5) Das Ubereinkommen von *°) gilt in entsprechender Weise auch hier! 


*6) Die Siitze von Nr. 20 und 22 geben hinreichende Bedingungen, damit eine 
Form F als lineare Kombination anderer Formen F,, ..., F, darstellbar ist, wenn 
letztere sich unter der Einschriinkung auf den einfachen Fall in einer ®,_,, schneiden. Es 
lassen sich jedoch auch hinreichende Bedingungen fiir eine solche Darstellung angeben, 
die diese Einschrinkung nicht enthalten, wenn man den Begriff der Multiplizitat eines 
Schnittes einfiihrt (vgl. Kapitel I des Anhanges, Nr. 2ff.). Fiir » =2 vgl. das in **) zitierte 
Buch von BRILL und NOETHER. Fiir beliebiges ry gelangt BERTINI in seiner zweiten 
Abhandlung: Sopra la teoria dei moduli di forme algebriche {Rend. Lincei 18 (5), 1909} 
zu folgendem Ergebnis: Schneiden sich h (<r) Hyperfldchen F',...F), in einer ®,_, 
und ist jeder Teil derselben von der Art (s, 8... &, 0), so gehirt jede Hyperfliche F, die 
durch diesen Teil 


Wiss Sout 6, TI Spe Sa see a 

mal hindurchgeht, dem Modul (F,, ..., F,,) an. Dabei bedeutet (s,s)... s,%), daB der 
betrachtete Teil der ®_, fiir F,, F,, ..., Fi, baw. s,-, So, ---, 8,fach zahlt und die 
Schnittmultiplizitiit « besitzt. Man beweist zuerst den Fall h =r, wo die ®,_, eine 
endliche Anzahl yon Punkten ist, und yerallgemeinert dann das Resultat mittels des 
TORELLIschen Hilfssatzes (Nr. 21). 

In einer dritten Note (a. a. O.) gibt BERTINI einen weiteren hiehergehérigen Satz 
an, der allgemeiner als vorstehender ist und aus welchem sich letzterer folgern labt. 
Er ist die Verallgemeinerung eines fiir r= 2 bekannten Satzes. Vgl. das Buch von 
BRILL-NOETHER sowie BERTINI, Rappresentazione di una forma ternaria . . . |Rendic. 
del. R. Ist. Lomb. 24 (2), 1891]. 

Die in den Nr. 1, 3 und 4 der zweiten BERTINI’schen Note enthaltenen Zitate 
der ersten Note beziehen sich auf Nr. 20, auf Nr. 16 und auf den vorletzten Absatz 
der Nr. 20 dieses Kapitels, und ebenso das Zitat in der dritten Note auf Nr. 14. Zu 
bemerken wiire ferner, dafi der Hinweis in der Anmerkung zu Nr. 2 der zweiten Note 
fiir die vorliegende Ausgabe in ,°4 (ultimo alinea) Cap. X* zu indern ist. 


KAPITEL XIII. 


Rationale Kurven. 


1. Die Koordinaten eines Punktes x seien ganze rationale und teiler- 
fremde Funktionen 


(1) Ui = (A) (G = 0, Lis ono Og) r) 


eines Parameters A. Jedem Wert des Parameters entspricht ein Punkt « 
und durch Variation von 4 ergibt sich eine Kurve, deren Gleichungen 
man aus (1) durch Elimination des Parameters erhilt. Entspricht umge- 
kehrt einem allgemeinen Punkt # der Kurve auch nur ein einziger Wert 
von A, ist also die Korrespondenz zwischen Kurvenpunkten und Parameter- 
werten ein-eindeutig, so ist die Kurve rational (Kapitel IX, Nr. 17). Gilt 
dasselbe aber auch, wenn einem allgemeinen Punkt w der Kurve (> 1) 
Werte (1, Ae, ..., An, des Parameters 4 entsprechen? Die Antwort ist, wie 
wir gleich nachweisen werden, bejahend’); daraus folgt: Sind die Ko- 
ordinaten der Punkte einer Kurve ganze rationale Funktionen eines Para- 
meters, so ist die Kurve rational. 

Es gentigt zu zeigen, daB sich der Parameter 4 rational in einen 
anderen Parameter u transformieren laBt, welcher zu den Kurvenpunkten 
in ein-eindeutiger Korrespondenz steht. Die Gruppen der Zahlen (Ay, Ae, 

.., An) entsprechen ein-eindeutig und algebraisch den Punkten # der Kurve, 
bilden also wie diese eine algebraische Gesamtheit, und zwar insbesondere 
eine Inyolution erster Stufe, da ja jede Zahl einer Gruppe den Punkt # 
und daher alle tibrigen Zahlen der Gruppe bestimmt. Diese Gruppen sind 
also (Kapitel X, Nr. 7) durch eine Gleichung von der Form p—pyp=0 
gegeben, worin ~ und jp ganze rationale Funktionen n*" Grades von A 
sind. Daraus folgt sofort die gesuchte rationale Transformation 


Qi hee 
v 


*) LUROTH, Bewets eines Satzes tiber rationale Kurven (Math. Ann. 9, 1876). 
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Es ist klar, daf jetzt die Werte des neuen Parameters u und die Punkte x 
der Kurve einander ein-eindeutig entsprechen und damit ist unsere Be- 
hauptung bewiesen. 

Die Koordinaten x; eines Kurvenpunktes lassen sich also als ganze 
rationale und teilerfremde Funktionen 


(3) a; = 9; (u) (i=0, 1, Soer r) 


des Parameters « darstellen. Der griéSte Grad m der 0;, baw. der gemein- 
same Grad, wenn wir den Parameter homogenisieren, ist die Ordnung 
der Kurve. Setzen wir niimlich (3) in die Gleichung einer allgemeinen 
Hyperebene ein, so erhalten wir eine Gleichung m*‘" Grades, welche die 
den Schnittpunkten der Hyperebene mit der Kurve entsprechenden Para- 
meterwerte liefert. Ist dagegen m’ der gréBte Grad der f; in (1), so folgt, 
da ja jedem Schnittpunkt 2 Parameterwerte entsprechen, daB m’= nmi ist. 


2. Um die Substitution (2) tatsichlich zu finden, kann man entweder, 
wie wir bereits in Kapitel X, Nr. 7 zeigten (wo jedoch andere Bezeichnungen 
verwendet wurden) zwei von den r+-1 Funktionen f; auswihlen, deren 
Verhiltnis fiir die m Werte Ay, 42, ..., A, und nur fiir diese ein und 
denselben Wert annimmt; solche Funktionen existieren sicher. 

Man kann aber auch in anderer Weise vorgehen, wie wir jetzt zeigen 
wollen; das Verfahren liefert uns zugleich ein Mittel, um aus den gegebenen 
Gleichungen (1) den Wert von m zu bestimmen. Wir betrachten die In- 
volution der Gruppen (A; Ae ... An) als symmetrische Korrespondenz zwischen 
zwei Parametern A und Ay (vgl. Kapitel X, Nr. 1). Die Gleichung der mit 
A —d, multiplizierten Korrespondenz sei £2(AA,) =0, von n*** Ordnung sowohl 
in 4 wie-auch in Ay. Da diese Gleichung erfiillt ist, wenn wir fiir A die 
n Werte M1, te, ..-, An einsetzen, muB die Funktion 2(AA,) durch die 
Differenzen A4—Ay, A—de, ..., A—A, teilbar sein und da sie in 4 von 
nem Grade ist, bis auf einen von A unabhingigen Faktor die Gestalt 


Oia yh = 0a) A da) Ao (A de) 
haben. Die Funktionen 
(4) FiYA)-AMOAC) G45; 45=0, 1, .. 7) 
verschwinden nun gleichzeitig zufolge unserer Voraussetzungen tiber die 
Gleichungen (1) fiir 4=)1, de, ..., An, aber fiir keine anderen Werte; 


wiirden die Verhiltnisse fiir mehr als m Werte des Parameters den- 


selben Wert annehmen, so erhielte man ja stets denselben Kurvenpunkt. 
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Ebenso kann der Fall nicht eintreten, daB einer der Werte Ai, 2, ---, An 
als mehrfache Wurzel auftritt; denn wire etwa 


LAOAA)— AO AQala=n =0 
oder, was dasselbe ist 
4 (0) F(a) — FA) Fe a) 
Fj (a? 


E hi | =, 
dh fi (A) A=M ié 


so wiirde daraus folgen, da ja 41 so wie / variabel ist, daf 


also 


fi(d) 


—— = konst. 
Ji) 


ist in Widerspruch zu der Voraussetzung, da die /; teilerfremd seien”). 
Daraus schlieBen wir, daB das Produkt (A — A) (A—j/e)...(A—’a) der 
gréBte gemeinsame Teiler der Funktionen (4) ist und dafi wir also nur 
diesen zu berechnen brauchen, um 2 (AA,) zu erhalten®). Ist dies geschehen, 
so ergibt sich die Substitution (2) unmittelbar, indem man Q (AA) etwa 
nach Potenzen von /4 ordnet; da die Verhiltnisse der Koeffizienten, die 
in 4 einen Grad < haben, ungeindert bleiben, wenn wir (4, As, ..., A, 
fiir A einsetzen, gentigt es, fiir u eins dieser Verhaltnisse zu nehmen, das 
zugleich mit 4 variabel ist (ein solches existiert sicher) und von dem also 
mindestens ein Glied yom Grad n in A ist. 

Um nun noch zu den Formeln (3) zu gelangen, brauchen wir bloB 
xi fj (A) — 2 f(A) nach Potenzen von A zu ordnen; dieser Ausdrueck mu 
dann durch p— py, gleichfalls nach Potenzen von A geordnet, teilbar sein, 
da beide fiir A=A4, As, ...,4, verschwinden, sofern x; und a; die Koordi- 
naten des Kurvenpunktes sind, der dem Parameterwert / entspricht. Fiihren 
wir diese Division aus und setzen den in x; und a; linearen Rest identisch 
gleich Null, so ergibt sich das Verhiltnis za als rationale Funktion yon 


XL j 


Beispiel. Es sei 
Yo sty sho = (A? — ike $ h( i? + 1) (A4 + 3 + 1 


*) Wiirden obige Gleichungen gelten, so miiBte sich die Kurve auf einen Punkt 
reduzieren. 


*) Ist dieser gréfte gemeinsame Teiler in A und A, linear, so ist » = 1. 


Rationale Kurven (Nr. 3—4). ByAll 


Der gréBte gemeinsame Teiler der Differenzen (4) ist in diesem Falle 


May —(W4-1)1, +A=Q (AA), 


also ist m= 2 und man kann 


setzen. Die Polynome in 


und 


ay (AE + 34" 4-1) — a (A? +1)? 


geben, dureh Au—(A°>-+-1) dividiert, als Reste 


CA — Lea ) 
baw. 
(WA — 1) [(u? 4:1) my — pap] 
also ist 
Shey SEs Sr) pe a cals: (tt +- 1) 


d.h. die betrachtete Kurve ist der Kegelschnitt mit der Gleichung 


(x,—2x,)", =x. 
2 07 "0 1 

3. Gehirt eine irreduzible Kurve C” von n™ Ordnung dem S, zu, 
so ist nr (Kapitel IX, Nr. 6); im Fall n=, ist die C” Normalkurve 
des S, (Kapite] IX, Nr. 10), wozu wir erginzend bemerken, da eine solche 
C” immer frei von mehrfachen Punkten und rational ist. In der Tat kann 
eine C” beispielsweise keinen Doppelpunkt haben, da durch diesen und 
ry —1 weitere Kurvenpunkte mindestens ein S,-1 bestimmt ware, der mit 
der Kurve r+1 Punkte gemeinsam hitte und dieselbe somit enthalten 
miiBte. Da r+1 beliebige Punkte der C” unabhingig sind — andernfalls 
miiBte sie ja wieder in einem S,-1; liegen — folgt ferner, da die Kurve 
rational ist; wihlen wir namlich einen S,-2 durch »—1 Punkte der C” 
als Achse eines Biischels von S,-1, so schneidet jeder S,-1 dieses Biischels 
die C” in einem weiteren Punkt und es ergibt sich eine ein-eindeutige 
algebraische Korrespondenz zwischen den Punkten der C” und den Werten 


des Biischelparameters. 


4. Hine beliebige rationale Kurve OC", deren Ordnung n' <r ist und 
die einem Raum von einer Dimension r! <r zugehért, lift sich immer als 
Projektion einer C" ansehen, die einem Rawm von r Dimensionen 2zugehirt. 
Die C’ ist also Normkurve des S,; wegen 7’ <n’ ist die C” im Fall 7 =n’ 
ebenfalls Normkurve, und zwar des S,. 


Bertini, Geometrie. D1 
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Die Koordinaten ao, 21, ..., 7 eines variablen Punktes der C” seien 
gegeben durch 
Uy = f; (A) (4=0, I reey r’), 


wo die f; ganze rationale und teilerfremde Funktionen sind, deren Ord- 
nungen <n’ sind; mindestens eine muB jedoch die Ordnung n’ tatsiichlich 
haben. Aus der Voraussetzung, daB die C” dem S, zugehdrt, folgt, dab 
die # +1 Funktionen /; (A) linear unabhiingig sind, d.h. daB die Matrix 
der Koeffizienten der Potenzen von A nicht verschwindet; ware das niim- 
lich der Fall, so bestiinde bei beliebigem 4 mindestens eine lineare 
Relation zwischen a, 21, -.., 2; die Kurve C” miiBte somit einem Raum 
yon weniger Dimensionen zugehiren. Daraus folgt nun, daB sich auf un- 
endlich viele Arten weitere ganze rationale Funktionen f+1(A), ..., 7) 
angeben lassen, von denen mindestens eine den Grad 7 hat, so dab alle 
r+ 1 Funktionen 


to (A), ji (A), at | J (A), per aaa I; (A) 


teilerfremd und linear unabhiingig sind*). In einem S, durch den S, nehmen 
wir nun als Grundeck jenes, das aus dem Grundeck des S, und weiteren 
r—r’ Punkten besteht, die untereinander und von den Ecken des Grund- 
eckes des S, unabhingig sind. Die Formeln 


i = fi (A) G0; 1, ..., r) 


geben dann eine Normkurve des S,. Ihre Projektion aus dem durch die 
obigen »—7’ Punkte bestimmten Grundraum S,-,-1 auf den gegeniiber- 
liegenden Grundraum S, ist nun gerade die Kurve C” (Kapitel II, Nr. 8). 
Der S,-,-1 schneidet die C” in r—n’ Punkten, wie auch direkt gezeigt 
werden Kann. 

Ist die Ordnung »’ von C” groéBer als 7’, so setzen wir r=n’ und 
finden, daB die C” Projektion einer Normkurve gleicher Ordnung ist, 
weshalb der S,-,-1 in diesem Fall mit der CO” keine Punkte gemeinsam 
hat. Es folgt, daB die Kurven r“” Ordnung des S, die einzigen Normkurven 
dieses Raumes sind; es ist also gleichgiiltig, ob wir von Kurven r** Ordnung 
oder von Normkurven des S, sprechen. Wegen des eben bewiesenen 
Satzes lassen sich die Eigenschaften beliebiger rationaler Kurven aus 
denen der Normkurven folgern. 


*) Man kann hier die zweite der in Kapitel I, Nr. 8 gegebenen Beziehungen an- 
wenden, indem man die Koeffizienten in jedem Polynom fo, fy, ---+ fv. »-- fy even- 
tuell zusammen mit einer gewissen Anzahl Nullen, als Koordinaten eines Punktes des 
9. ansieht. 
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5. Die Kigenschaften der Normkurven sind nun zum grofen Teil ganz 
einfache Verallgemeinerungen bekannter Eigenschaften der Kegelschnitte 
und der kubischen Kurven des 83. 

Kine Normkurve C” lait eine doppelte Erzeugung zu, auBer im Falle 
r= 2, wo es nur eine einzige Erzeugung der Kegelschnitte gibt. Betrachten 
wir namlich 7 Riume S,-2, welche die C” in je r—1 Punkten schneiden 
(vgl. Nr. 3), so sind die Biischel von S,-1, die aus diesen S,-2 die Punkte 
der C” projizieren, untereinander projektiv, da jeder Kurvenpunkt Schnitt 
von 7 entsprechenden §S,-; ist. Es seien 


(5) » uy, +Av, =0, uz + Ave =0, aan u, +Av, = 0 


die » projektiven Biischel; dabei migen sich, was man ja immer erreichen 
kann, 7 entsprechende S,-; ergeben, wenn wir in diesen Gleichungen A 
einen bestimmten Wert erteilen. Fiir die Koordinaten eines beliebigen 
Punktes der C” verschwindet also die Matrix 


Uy, U2 .-- Up | 


CUO ec eena tae 


d.h. es verschwinden alle ihre zweireihigen Determinanten. Betrachten 
wir nun die beiden projektiven Biinde 


Uy Uy euet---+U,U,=)0, 
| 
if 


Wo vy Ug 2 4 


deren Scheifel offenbar irgend zwei Punkte der C” sind und in welchen 
entsprechende S,-; durch dieselben Verhiltnisse der Parameter u gegeben 
sind, so erkennen wir, daB jeder Punkt der C” zwei (sich schneidenden) 
entsprechenden S; der beiden Biinde gemeinsam ist (vgl. Kapitel VI, Nr. 12). 
Eine Normkurve des S, kann also immer als Ort der Schnittpunkte ent- 
sprechender Hyperebenen von r projektiven Biischeln, deren Achsen 8,-2 durch 
je r—1 Punkte der Kurve sind, oder aber auch als Ort der Schnittpunkte 
entsprechender (und sich schneidender) S; eweier projektiven Biinde angesehen 
werden, deren Scheitel zwei beliebige Punkte der Kurve sind. 

Offenbar kénnen die r projektiven Biischel der ersten Erzeugungsart 
und die beiden projektiven Biinde der zweiten Erzeugungsart ganz allgemein 
angenommen werden. Schneiden wir zwei allgemeine, projektive Biinde 
mit einem gleichfalls allgemeinen S,-1, 80 erkennen wir sofort, daS der Ort 
der Schnittpunkte zweier (sich schneidender) entsprechender S; eine Kurve 
ree Ordnung ist. Weiter folgt, daB durch r+-3 Punkte des S,, von denen keine 
r+1 in einer Hyperebene liegen, eine einzige Normkurve hindurchgeht’). 


») Vgl. KOHN, zitiert in Kapitel I, Anmerkung™), 8. 1276, wo eine Parameter- 
darstellung der Normkurve eines S,_, durch r-}+-2 Punkte gegeben wird. [D]. 
21* 
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6. Zur zweiten Erzeugungsart bemerken wir noch, da die Schnitt- 
rdume entsprechender §,-1 gerade die simtlichen S,-2 sind, die mit der 
C” genau r—1 Punkte gemeinsam haben. Ist nimlich ein S,-2 Schnitt 
zweier entsprechender Hyperebenen der beiden Biinde, so bestimmt die 
Projektivitit der letzteren eine Kollineation des S,-2 in sich, die im all- 
gemeinen »—1 Doppelpunkte hat, die offenbar Punkte der C” sind. Um- 
gekehrt folgt sofort, daB jeder S.-2 dureh »—1 Punkte der ©” Schnitt 
entsprechender Hyperebenen der beiden Biinde ist. 

Ist O cin Punkt des Raumes, so entspricht dem Si, der O mit dem 
Scheitel des einen Bundes verbindet, ein S{ des anderen Bundes; den S;-1 
durch den $3=OS{ entsprechen die S,-1 durch den Sz, welcher dem S3 
entspricht und den S; enthilt. Es ergeben sich so zwei projektive Biinde 
mit den Kernen Sg und 83; die Schnittriiume entsprechender §S,-1 dieser 
Biinde sind dann gerade siimtliche S,-2, die durch den Punkt O hindureh- 
gehen und die C* in je r—1 Punkten treffen. 


7. Die Koordinaten eines variablen Punktes einer Normkurve C” seien 
als Funktionen eines Parameters 4 gegeben durch die Formeln 


| 6H \— Ayn | Boe SSA ep Cok Do, 
(6) = SAGA aa B, es ve C1 d D;, 
| Ly = A r AP te Be ae | sca | O41 ID. ® 


Die Determinante 
Ao Bo Feit Co Do 


Ay By een Cy dD; 


mu von Null verschieden sein, da die C” sonst bereits einem Unterraum des 
S, zugehoren wiirde*). Fiihren wir nun die Koordinatentransformation 


dK —— Aoi 0 Boys toe Doy: 
m=Ayyot By+---+ Diy, 
Ue ike Yo Be Yi D, Ur 


6 s mA es . : 

) Hat die Determinante den Rang r —h, so gehdért die Kurve einem Seas 
Ist insbesondere h = 7 — 2, so erhiilt man eine 7-fache Gerade, ist h =r —1, einen 
einzigen Punkt. 
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aus, bezeichnen die neuen Koordinaten aber statt mit yo, yi, ..., y, wieder 
mit 2, #1, ..., a, so folgt aus dem Vergleich mit (6) 


oo or ar 
(7) OO, Tih ARS tof ha A, vy = 1. 


Kine erste unmittelbare Folgerung aus diesen Gleichungen ist, daB alle 
Normkurven des S, projektiv identisch sind. 


8. Die Formeln (7) kénnen wir verwenden, um die oskulierende 
Hyperebene oder Schmiegungshyperebene einer Normkurve C’ in einem 
beliebigen Punkt derselben zu bestimmen, also die Hyperebene, die in 
diesem Punkt 7 unendlich benachbarte Punkte mit der C” gemeinsam hat"). 

Ist 


EN + EA sae Ee 0; 


die sich durch Substitution von (7) fiir die x ergibt, die Werte des Para- 
meters in den + Schnittpunkten der Hyperebene mit der Kurve. Sollen 
alle diese Parameterwerte gleich dem Parameterwert /; sein, so kann 
sich die linke Seite nur um eine Konstante von (A—A,) unterscheiden; 
die Koordinaten der Hyperebene sind daher, wenn wir statt 4; wieder A 
schreiben, gleich 


Ea n=—(7)% é 


aay 


Daraus folgt vor allem, daf die co'-Gesamtheit der Schmiegungshyperebenen 
der C" rational ist; halten wir uns auch die Formeln (7) gegenwiirtig, 
so ergibt sich weiter, daB die involutorische Korrelation 


i 


(8) & =r, by So ape a Lp—1y Ep => i) Tip Dyn 29 g = = 1) MH 


die Kurve C’ in die Mannigfaltigkeit ihrer Schmiegungshyperebenen trans- 
formiert. Beachten wir, dai diese Korrelation ein Null- oder Polarsystem 
ist, je nachdem + ungerade oder gerade ist, so haben wir damit das 
Cturorv’sche Theorem *) gefunden: Jede Normkurve C" des S, lat sich 


Kin §,, heiBt oskwlierender Raum einer beliebigen Kurve in einem Punkt 
derselben, wenn er sie dort in 7 zusammenfallenden Punkten trifft; er heift stationdr, 
wenn er sie in 7+-1 oder mehr zusammenfallenden Punkten triftt. 


8) On the classification of loci (Phil. trans. of tie royal Soc., 1878). 
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mittels einer involutorischen Korrelation, die ein Nullsystem oder eine Polaritdt 
ist, je nachdem r+ ungerade oder gerade ist, in die Mannigfaltigkeit threr 
Schmiegungshyperebenen transformieren; dabei entspricht jedem Punkt der 
C” die Schmiegungshyperebene in thm. 

Im Fall eines geraden r liegt die C” auf der Kernhyperfliche des 
Polarsystems und ihre Schmiegungshyperebenen sind Tangentialhyper- 
ebenen dieser ater Im Fall eines ungeraden r bestinunen die r Beriihrungs- 
punkte der Schmiegungshyperebenen an die C’, die durch einen beliebigen Punkt 
P des S, gehen, eine Hyperebene, die durch P geht, denn die P im Nullsystem 
entsprechende Hyperebene geht durch P und durch die den 7 Schmiegungs- 
hyperebenen durch P entsprechenden Punkte. 

Kin S,-; mit den Koordinaten 


schneidet die C” in einer Gruppe G yon 7 Punkten, die durch 


Goh" + 4 gE i BN 4... +b =0 


gegeben ist; der Pol des S,-1 in dem durch (8) definierten Null- oder 
Polarsystem ist der Punkt mit den Koordinaten 


ES Lee = 1D ae See ( ib a ie susie E. 


Die Koordinaten 1, 41, ---,, eines dem S,-1 konjugierten S;_; miissen 
daher der Gleichung 


(—1)" & no +(— Vee g-1Mi t+ --- + 9,=0 


geniigen. Das ist aber gerade die Bedingung fiir die Apolaritiit der beiden 
Gruppen G und G’ yon je r Punkten, wenn G’ die vom S;-, auf der 
C” ausgeschnittene Punktgruppe ist [vgl. Kapitel X, Anmerkung’)|. Zoei 
Gruppen von je r Punkten einer C" sind also apolar, wenn sie durch zwei 
im Null- oder Polarsystem (8) konjugierte Hyperebenen ausgeschnitten 
werden. 


9. Schreiben wir die Parameterdarstellung einer Normkurve C” in der 
Form (7) oder, indem wir homogene Parameter einfiihren, in der Form 


ie eel, (i=0, 1 Fe Bor r), 
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so ist klar, daB die Hyperebene #;—0 die C” in » Punkten schneidet, 
von denen »—i dem Parameterwert 0 und 7 dem Parameterwert co ent- 
sprechen und daf der Einheitspunkt des S, auf der C” liegt und zum 
Parameterwert 1 gehért. Nehmen wir umgekehrt Grundeck und Einheits- 
punkt des S, entsprechend diesen Bedingungen an, so ergeben sich die 
Gleichungen der C’ in der Form (7); diese Formeln kénnen also fiir eine C” 
auf oo* Arten angeschrieben werden, da wir auf der C’ die drei den Parameter- 
werten 0, co und 1 entsprechenden Punkte willktirlich annehmen kénnen. 


Bemerkt sei schlieBlich noch, daS wir im Fall + ungerade die 
(r+1) (7 +2) 


Gleichungen eines Nullsystems auf co ? Arten (Kapitel V, Nr. 6), im 
r (r+1) 
Fall + gerade die Gleichungen einer Polaritét auf oo ? Arten in die 


Form (8) bringen kénnen (Kapitel VI, Nr. 8). Daraus folgt: Ist e¢n Null- 


(r+) (r#2)_ (r-1) (r+4) 
system eines S,(r ungerade) gegeben, so existieren coo ” =o ge 


Normkurven des S,, die durch das Nullsystem in die Mannigfaltigkeit ihrer 


Hyperebenen trans formiert werden; ist jedoch ein Polarsystem des S, (r ge- 
ass ae (r-2) (r+3) 
2 


rade) gegeben, so gibt es ~ * =co 7 Normkurven, die sich in 


analoger Art verhalten. 


In zwei aufeinanderfolgenden Raiumen S, und S,41 sind bei ungeradem 
r diese beiden Stufenzahlen einander gleich. 


10. Zu den Beziehungen der Nr. 8 fiigen wir noch die allgemeine 
Bemerkung hinzu, daf jede Kollineation oder Korrelation zwischen den 
Zugehorigkeitsriumen S, zweier Normkurven, die die eine Kurve in die 
zweite, bzw. in die Mannigfaltigkeit der Schmiegungshyperebenen der 
zweiten Kurve transformiert, eine untergeordnete Projektivitét zwischen 
den Punkten der beiden Kurven hervorruft. Umgekehrt bestimmt eine solche 
Projektivitaét auch eine Projektivitét zwischen den beiden Zugehérigkeits- 
riumen. Das folgt aus der allgemeinen Beziehung von Kapitel X, Nr. 9, 
kann aber, wenn wir die beiden Kurven durch die Gleichungen 


nr-t ead: . 
Lh ; Yi=U (i =0, eat) 


geben, auch in folgender einfacherer Art gezeigt werden: Setzen wir 

renee aut b 7 ’ 

nimlich in den ersten Formeln hm a und fiihren wir dann die 
ah aah. 


zweiten Formeln ein, so ergeben sich die Koordinaten a; eines Punktes 
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der ersten Kurve als lineare Funktionen der Koordinaten des ent- 
sprechenden Punktes (oder der entsprechenden Hyperebene) der zweiten 
Kurve. Lassen wir die w; und y; dann allgemein variieren, so ist damit 
unsere Behauptung bewiesen. 

Es gibt also co® projektive Transformationen, also Kollineationen oder 
Korrelationen, die eine Normkurve in eine andere iiberfiihren, insbesondere 
gzibt es co® projektive Transformationen einer Normkurve in sich’). Unter 
den Korrelationen, die die Punkte einer Normkurve in ihre Schmiegungs- 
hyperebenen tiberfiihren, befindet sich das schon betrachtete Null- oder 
Polarsystem (Nr. 8). 


a) . . 2 . . i . 
11. Wir bestimmen nun die V;_,, die durch eine Normkurve C” hin- 
durchgehen. Aus (7) folgt 


(eel) 2 


daraus erhalten wir ——>—— V,_, 
pe 0 vay 
i,t, —t,=0, 4, 0,—2, 0, = 0; py tree =, 
2 yt 
i, — ta =O, , Bh — tet =O, 
2 
oe u,. Mar 0, 


die, wie man leicht erkennt, linear unabhingig sind und somit ein li- 
r (r-1) 
2 


% 2 . é ~\° . 
-SystemvonV,_, durch die Normkurve bestimmen. Dieses ist 
r (r+3) 


das lineare System aller Vous durch die C’. Im S. gibt es ja co ? 


V 9 die auf der C’ die aus allen Gruppen von 27 Punkten bestehende 


Involution ausschneiden; hat das gesuchte lineare System die Dimension 
#, so muB (Kapitel X, Nr. 19) 


nearesS oo 


r (r+3) 
2 


sein, woraus 
ret) 
2 


i 1 


folgt. 


*) Eigenschaften dieser Transformationen finden sich bei LORIA, Swlle curve ra- 
zionali normali... [Giornale di Matematiche 26 (1) 1888]. 
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12. Wahlen wir auf einer Normkurve C” des S, irgend welche 
r—m Punkte und projizieren die C” aus ihrem Verbindungsraum S,~m-1 
auf einen yom S,-»-1 unabhiingigen S,, so erhalten wir eine Norm- 
kurve C™ des §S,. Ubertragen wir vorstehende Uberlegungen auf diese 
c™, so erhalten wir weitere Eigenschaften der @” des S,. So gehen 
(Nr. 8) durch einen Punkt O’ des Sp» m Schmiegungs-S,-1 der C™. Thre 
Beriihrungspunkte bestimmen einen S,,-1, der Polarraum von O’ ist, und 
zwar in einem Nullsystem, wenn m ungerade ist, und in einem Polar- 
system, wenn m gerade ist. Gehen wir zur urspriinglichen Kurve zuriick, 
so folgt: Durch einen beliebigen Punkt O des S, und durch r—m Punkte 
der C” gehen m Hyperebenen, welche die C™ in m weiteren Punkten je 
m-punktig treffen. Die Hyperebene, die durch die obigen r—m Punkte, also 
durch ihren Verbindungsraum S,-m-1 und durch die m Beriihrungspunkte 
bestinumt ist, entspricht dem Punkt O, wenn m gerade ist, in einem aus- 
gearteten Polarsystem mit dem singuliren Raum S,-m-1 und wenn m un- 
gerade ist, in eimem ausgearteten Nullsystem mit demselben  singuliren 
Raum; im letzeterem Falle geht die in Rede stehende Hyperebene auch 
durch den Punkt O selbst hindurch und somit auch durch den S,-n= 
SO Spin) 


13. Wie wir in Nr. 4 bereits feststellten, kann man dieses Projektions- 
verfahren auch dazu verwenden, um die Eigenschaften einer beliebigen 
rationalen Kurve aus denen einer Normkurve herzuleiten. Betrachten wir 
etwa die rationalen C” eines S,-1, die durch Projektion einer C” des 
S, aus einem Punkt O auferhalb der letzteren entstehen. 

Da r Schmiegungshyperebenen S,-1; der C” durch O gehen, folgt 
sofort, dab es fiir eine rationale C" eines S,-1 r stationire, also r-punktig 
beriihrende S,-2 gibt. Ist also r ungerade, so gehiren die Bertihrungspunkte 
dieser r Riume S,-2 einem S,-2 zu (Nr. 8). Im Sonderfall r—3 ergibt sich 
eine ebene C*® mit einem Doppelpunkt (vgl. Nr. 6, zweiter Absatz), deren 
drei Wendepunkte auf einer Geraden liegen; ist 7 >3, so hat die C” des 
S,-1 im allgemeinen keine mehrfachen Punkte. 

Aus dem Satz der Nr. 12 folgt, wenn wir O als Projektionszentrum 
nehmen und etwa m=r—1 setzen, dal im Fall eimes geraden r durch 
einen Punkt P einer rationalen C" des S,-1 genau r—1 Réwme S,-2 gehen, 
deren jeder die OC” in einem weiteren Punkt (r —1)-punktig trigft und dap 
der durch die r—1 Beriihrungspunkte bestimmte S,-2 durch P geht. So 
gehen durch jeden Punkt P einer Ve zweiter Art des S, drei Schmiegungs- 
ebenen der Kurve; die Beriihrungspunkte liegen in einer Ebene dureh P. 


10) Diese Beziehung wurde von BRAMBILLA gefunden, Intorno alle curve razionali ... 
[Rend. del. R. Ist. Lomb. 19 (2), 1886]. 
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Besondere rationale C” des S,-1 ergeben sich, wenn wir dem Projektions- 
zentrum O besondere Lagen geben. Hat beispielsweise ein Raum S; mit der 
O” des S, k+1 zusammenfallende Punkte gemeinsam, ein S,-; ebenso 
7 —k-+-1 Punkte und projizieren wir die C’ aus dem Schnittpunkt von S; und 
S.-1 so ergibt sich eine C” des S,-1, die zwei bezichungsweise (4 + 1)- 
und (r —k-+-1)-punktig beriihrende Riume S;, und S,-; besitat’!), Ein 
Sonderfall ist die V; des S, mit zwei oskulierenden Tangenten *”). 

14. Wir wollen noch einige Eigenschaften beliebiger, nicht normaler, 
rationaler Kurven anftihren, die zu wichtigen algebraischen Untersuchungen 
in Beziehung stehen*®). 

Die Hyperebenen eines Bundes, dessen Kern ein S,-;,-1 ist, schneiden 
auf einer Normkurye C” eine Involution Ia aus. Wir betrachten nun den 
Ss der dem S,-;-1 im Null- oder Polarsystem konjugiert ist, das die Ce 
in die Gesamtheit ihrer Schmiegungshyperebenen transformiert. Dieser 
S; wird yon den gemeinsamen Punkten der 7 Schmiegungshyperebenen 
der C” in den Punkten der variablen Gruppen obiger Involution beschrieben. 
Zufolge der im letzten Absatz der Nr. 8 bewiesenen Beziechung ist die auf C” 
von den Hyperebenen des Bundes S; auf der C” ausgeschnittene Involution 
1’ apolar zur Involution 1”, 

Projizieren wir nun die C” aus dem S,-,-1 auf einen S7?, so ergibt 
sich in diesem Raum unter der Voraussetzung, daB der S,-,-1 mit der OC” 
keine Punkte gemeinsam hat, eine rationale Kurve I” und die Projektion 
von J" ist die auf I” yon allen Hyperebenen S,_, ihres Zugehirigkeits- 
raumes ausgeschnittene Involution. Die zu dieser apolare Involution, wegen 
des eben Gesagten die Projektion von 1’-"*, ist die sogenannte Funda- 
mentalinvolution auf I”. Dieser Begriff lift sich folgenderma8en verall- 
gemeinern. 

Wir betrachten auf einer Normkurve C” die Involution, die yon 
den Hyperebenen eines Bundes ausgeschnitten wird, dessen Kern S,-;-1 
den S,-;-1 enthalt (k>h), und den im S% enthaltenen, im erwihnten 
Null- oder Polarsystem zum S,-;,-1 konjugierten Si. Die beiden Biinde 


“) Weitere Eigenschaften dieses und des allgemeinen Falles beweist auf alge- 
braischem Wege LORIA, Intorno alle curve razionali ad’ ordine n dello spazio ad n —1 
dimensioni (Rend. di Palermo 2, 1888). Kine vollstiindige Diskussion der V4 zweiter 
Art des S, mittels der Methode des Projizierens gab MARLETTA, Studio geometrico 
della quartica gobba razionale [Annali di Matematica 8 (8), 1902]. 


™) Vgl. CREMONA, Sopra una certa curva gobba di quart’ ordine [Rend. del R. 
Ist. Lomb. i (2), 1868]. 


**) Vel. auch wegen der zahlreichen Literaturangaben BERZOLARI, Swlle curve 


razionali ... [Annali di Matematica 21 (2), 1893]. 
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des S, mit den Kernen S,-,-1 und Sj schneiden auf der C” zwei apolare 
Inyolutionen aus; gehen wir zur I” des S# tiber, so erhalten wir auf ihr 
eine Involution, die von den Hyperebenen S;,-1; durch den Sehnitt S,_,-1 
des S,-,-1 mit dem S; ausgeschnitten wird und ihre apolare Involution, 
die Involution beziiglich des S,-,-1. Die Fundamentalinyolution ist offenbar 
in allen Inyolutionen von I” beziiglich der Unterriume des Sf enthalten. 

Die Fundamentalinvolution einer rationalen Kurve 1” eines Si (r >k) 
enthilt im allgemeinen nur in dem Fall, wo gleichzeitig r ungerade und k 
gerade ist, eine und nur eine Punktgruppe, die ganz in einer Hyperebene 
S,-1 liegt. Damit nimlich eine Gruppe von 7+ Punkten dieser Involution 
in einem S;-1 liegt, miissen sowohl diese als auch die ry Punkte der Norm- 
kurve ©’, deren Bilder sie sind, in einem S,-, liegen, der also nicht nur 
durch den S,-z-1, sondern auch durch den S; hindurchgehen mu8. Das 
bedeutet aber, da diese beiden konjugierten Riume einander treffen miissen, 
was bei geradem 7 im allgemeinen nicht der Fall ist (Kapitel VI, Nr. 11), 
bei ungeradem 7 aber eintritt, wenn *& gerade ist und im allgemeinen 
ebenfalls nicht eintritt, wenn & ungerade ist (Kapitel V, Nr. 5). 

Bei einer rationalen C’ eines S,-; reduziert sich die Fundamental- 
involution auf eine einzige Gruppe, nimlich auf die Gruppe der Beriihrungs- 
punkte der r stationiren S,-2, die bei ungeraden y in einem S,-2 liegen, 
wie wir bereits oben zeigten (Nr. 13). 


15. Ein irreduzibler und dem S, zugehériger S;Kegel (Kapitel IX, 
Nr. 3) wird von einem allgemeinen, also vom Scheitel S; des Kegels 
unabhiingigen S,-;-1 in einer Kurve geschnitten, deren Ordnung @ mit 
der des Kegels iibereinstimmt, da die Punkte der Kurve ja die Spuren 
der erzeugenden Riume sind. Es muB also (Kapitel IX, Nr. 6) p>r—i—1 
sein. Eine derartige Schnittkurve und allgemein jede Kurve, die auf dem 
S:i-Kegel liegt und mit jedem erzeugenden Raum einen einzigen (variablen) 
Punkt gemeinsam hat, heiBt Leithurve. Ein rationaler S-Kegel hat (Kapitel 
IX, Nr. 21) gleichfalls rationale Leitkurven. 

Die Eigenschaften der rationalen S;Kegel ergeben sich unmittelbar 
aus denen der rationalen Kurven. So gilt beispielsweise folgender Satz, 
den wir spiter noch verwenden werden: Durch Q@-+-1 Punkte eines dem 
S, zugehirigen rationalen S:-Kegels 0” Ordnung, die auf ebenso vielen 
erzeugenden Rumen liegen, geht eine einzige (rationale) Leitkurve oe” Ordnung. 
Wir wissen, daB 9p>r—i—1 ist. Ist o—r—2—1, so ergibt sich der Satz 
ohneweiters. Ein allgemeiner Sp schneidet ja den Kegel in einer dem 
S, zugehérigen Kurve 0" Ordnung, also in einer Normkurve, so dab 
0+1 beliebige erzeugende Riume, die durch 9+ 1 Punkte der Kurve 
gehen, dem S, zugehdren (vgl. Nr. 3). Infolgedessen sind @+-1 beliebig, 
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nur auBerhalb des S; auf den erzeugenden Riumen angenommene Punkte 
unabhiingig, da diese Riiume ja sonst einem Raum von weniger als 7 
Dimensionen zugehérten, und bestimmen also einen S,, der den Kegel 
gleichfalls in einer Normkurve schneidet. 

Ist oS7—i—1, so betrachten wir die durch einen allgemeinen 
S,-:-1 auf dem Kegel ausgeschnittene C° und legen dureh diesen S,-:-1 
einen yom S; unabhaingigen S,, so daf wir also den Operationsraum zu 
einem. Soii+1 Zu erganzen haben. Im Sp wihlen wir einen vom S,-;-1 
unabhiingigen S\_,, und betrachten eine Normkurve Cf, deren Projektion 
aus dem S,_-4; die C® ist (Nr. 4). Projizieren wir die C? aus dem Scheitel 
S; (oder auch aus einem beliebigen, vom So-,+; unabhingigen S; des 
So-r+2i+1 = So-r4i Si), so ergibt sich ein dem So+i+1 zugehdriger S;-Kegel, 
dessen Projektion aus dem S,-,4; auf den S, der gegebene Kegel ist und 
fiir den wegen 0=(04+%+1)—2—1 die Bedingung des ersten Falles 
erfiillt ist. Da der Satz fiir diesen gilt, tibertriigt er sich durch Projektion 
nun auch auf jeden anderen. 


KAPITEL XIV. 


Rationale Regelflachen. 


1. Setzen wir im letzten Absatz der Nr. 10 des Kapitels IX fiir 
den Wert 2 ein, so folgt, da eine irreduzible und dem S,") zugehorige 
Fliche Vj yon der Ordnung r—1 Normalfliche ist. Sie ist auBerdem 
rational, da sie aus dem Verbindungsraum S,-3 von + — 2 auf ihr allgemein 
angenommenen Punkten offenbar ein-eindeutig auf einen S» projiziert wird. 

Wir werden spiiter (Kapitel XV) zeigen, daB alle V;~* des S_ mit 
Ausnahme einer besonderen Fliiche des S; Regelfldchen, also Orter von 
oo! Geraden sind. Diese besondere Flaiche wollen wir hier ausschliefen 
und uns also auf das Studium der Regelflichen Var beschrinken; die- 
selben sind rational sowohl als Ort ihrer oo? Punkte, wie wir oben gezeigt 
haben, als auch als Ort ihrer oot Geraden (Kapitel IX, Nr. 21), wie wir 
sofort sehen, wenn wir die Flaiche mit einem allgemeinen S,-1 schneiden, in 
welchem sich ja eine irreduzible und demselben zugehiérige Kurve (7— 1)" 
Ordnung, also eine Normkurve als Ort der Spuren der Erzeugenden ergibt*). 

Da eine Normkurve keine mehrfachen Punkte besitzt, folgt aus dieser 
letzten Bemerkung, daf es auf einer Ve keine mehrfachen Linien geben kann. 


2. Die groBe Bedeutung der Normregelflaichen Ve ergibt sich aus 
folgendem Theorem: Jede rationale Regelfliche (r — 1)” Ordnung eines Sy lat 
sich im Faller <r als Projektion einer Normregelfliiche V;~* des S., ansehen. 

Schneiden wir nimlich die gegebene rationale Regelfliche, die wir 
etwa mit Ww, bezeichnen wollen, mit einem allgemeinen S_,_, des S., so 
ergibt sich als Schnitt eine rationale Kurve C” *. Legen wir einen S, 
dureh den S, und wihlen in diesem einen yom S, unabhiingigen S,-,"-1, 
so kénnen wir die C’-! (Kapitel XIII, Nr. 4) immer als Projektion einer 


*) Man beachte, daf die Ireduzibilitiit und Zugehérigkeit zu den betreffenden 
Riumen bei den im folgenden betrachteteu Flichen immer vorausgesetzt wird, wenn 
wir dessen auch nicht iiberall ausdriicklich Erwihnung tun. 

oe 7 F a ri Re . 

*) Wir bezeichnen diese Regelfliichen v, als Normregelfidchen oder, wo eine 
Verwechslung mit der erwahnten Fliche des S,; nicht méglich ist, kurz als Normfldchen 
des S. (vgl. Nr. 2, Schlu8). [D.] 
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Normkurve I’! des S--1= S,-y'-1 Sv-1 erhalten. Ein S,-2 dieses S,-1, 
der durch den S,-~-1 geht, schneidet die I’* in r—1 unabhiingigen 
Pankten Pi, Pa, ..., Pp-1, deren Bilder Pi, Pa, ..., Pr-1 Punkte der Coa 
sind, die im Sehnitt Sy» des S,-2 mit dem S,-1 liegen. Durch diesen S,’- » 
legen wir nun einen zweiten S”,_, des S., der die he in einer rationalen 
Kurve Ce: schneidet, die durch Pi, P3, -.-, Pi_, geht und aus dem 
S,--1 mittels eines Kegels (7 —1)*" Ordnung projiziert wird. Durch die 
Punkte P;, Ps, ..., P.-1 und durch einen weiteren allgemeinen Punkt P, 
dieses Kegels geht nun eine Kurve Re (Kapitel XII, Nr. 15), die dem 
S,-1= P; Po... P,-1P, zugehért und also eine Normkurve ist; ihre Pro- 
_, ist gerade die O7~". Die beiden Kurven Eine 
[’y" stehen nun in einer projektiven Beziehung, da ja durch die Er- 
zeugenden yon W.~* eine Projektivitiit zwischen C”* und CO, * hervorgerufen 
wird; die Schnittpunkte P,, P,, ..., P,_, von r’* und es sind Doppel- 
punkte dieser Beziehung. Der Ort der Verbindungsgeraden entsprechender 
Punkte dieser beiden Kurven ist nun eine Regelfliiche, die dem S, zu- 
cehirt und deren Projektion offenbar die WJ‘ ist; sie ist ferner ebenfalls 
von der Ordnung r — 1, was folgendermafen gezeigt werden kann: Wir be- 
trachten in einem Hyperebenenbiischel des S, die Korrespondenz (r—1, 7—1), 
die zwischen zwei Hyperebenen besteht, die entsprechende Punkte von 
I’ und I’) * projizieren. In dieser Korrespondenz gibt es 2(r — 1) Doppel- 
hyperebenen (Kapitel IX, Nr. 18), von denen »—1 durch die obigen 
Doppelpunkte gehen; es gibt also blob r—1 Erzeugende der Regelfliche, 
die einen allgemeinen S,-2, nimlich die Achse unseres Hyperebenen- 
biischels, treffen. 

Der hier gegebene Beweis setzt die Rationalitét der Wy” als Ort 
ihrer Erzeugenden voraus; wegen einer Bemerkung in Nr. 1 folgt aber 
aus dem Satz selbst, daB sie auch als Punktort rational sein muB. Ist 
umgekehrt eine Regelfliiche als Ort ihrer Punkte rational, so ist sie es 
auch als Ort ihrer Geraden, da in der ein-eindeutigen Abbildung auf 
einen Sz die Erzeugenden in ein Kurvensystem iibergehen, das durch 
einen allgemeinen Punkt des S2 eine einzige Kurve sendet und somit 
(Kapitel X, Nr. 7) ein Kurvenbiischel ist u. s. w. 

Aus dem Satz folgt ferner, daS die Regelflichen V; “* des Smit den 
Normregelflichen identisch sind. 


jektion aus dem S__, 


3. Hine Regelfliche V;~* des S. mit einem Doppelpunkt ist ein Kegel, 
da ein allgemeiner S_, durch einen solechen Punkt. P die 96 in einer 
Kurve (7 —1)** Ordnung schneidet, die dem S,-1 zugehért, aber, da sie 
einen Doppelpunkt hat, keine Normkurve sein kann und somit zerfallen 
muS, Es kann jedoch nur einer der Bestandteile eine Kurve im gewoéhnlichen 
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Sinn sein, denn waren es mehrere, so miibte die V; ‘in ebenso viele Regel- 
flichen zerfallen, deren Erzeugende diese einzelnen Kurven sehnitten. Jeder 
S_, durch P enthilt also mindestens cine Erzeugende der Vat die durch 
P geht; die Voge ist somit ein Kegel. Diesen Fall schlieBen wir aus; 
wenn wir von Regelfliichen ie des S_ sprechen, so meinen wir damit, 
wenigstens in diesem Kapitel, keine Kegel*). 

Ein S__, schneidet eine Be. in einer Normkurve (7 — 1)" Ordnung 
oder aber in einer Kurve von einer Ordnung m<r—1, die von allen 
Erzeugenden getroffen wird, und in r—1—m Erzeugenden. Die Schnitt- 
kurve kann zufolge einer oben durehgefiihrten Uberlegung aber nicht in 
mehrere Kurven zerfallen. Wir kénnen hinzufiigen, daB jede irreduzible 
C™ von der Ordnung m<r —1, die auf einer Regelfltiche V; * des S. liegt, 
eme Normkurve ist, d. h. einem Sm zugehért. Wir brauchen diese Beziehung 
natiirlich nur fiir m>1 zu beweisen. Wiirde dann die C” einem S, zu- 
gehéren und wiire «<m, so kénnte man durch den S, und r—1— wu 
allgemeine Punkte der Vass d.h. durch » —1— uw diese Punkte enthaltende 
Erzeugende*) einen S_, legen, der die V;~* in einer (reduziblen) Kurve von 
der Ordnung m—+-r—1—\t>r—1 schneiden wiirde, was nicht méglich ist. 

Jede irreduzible C” trifft im Falle 1<m<r—1 jede Erzeugende in 
einem einzigen Punkt, ist also eine sogenannte Leithurve; man kann auf 
eine fhnliche Art wie oben zeigen, daf es nicht méglich ist, daB eine 
Erzeugende mit der C” zwei Punkte gemeinsam hat und also im Zu- 
gehorigkeitsraum S,, derselben liegt. 

Aus obigem Beweis folgt schlieBlich noch, daB eine Kurve von der 
Ordnung m <r —1, die aus einer Leitkurve von hoherer als erster Ordnung 
und aus Erzeugenden zusammengesetzt ist, nicht in einem Raum von 
weniger als m Dimensionen liegen kann. 


4, Sind C™ und C” zwei irreduzible Leitkurven einer Normregelfidche 
des S,, so mufi m+n>r—1 sein. Es seien S, und S, die Zugehirigkeits- 
riume von CO” und ©". Da jede Erzeugende der V;* sowohl die C™ als 
auch die C” trifft, muB die Ae dem Verbindungsraum yon S, und S, 
zugehoéren, der héchstens die Dimension m+-n-+1 hat. Wire aber m+-n<r—l, 
so wire auch m+n”--1<~r in Widerspruch zu der Voraussetzung, daf die 
Vi" dem S. zugehirt. 

Man kann nun sicher durch & Erzeugende der V7; * einen S__, legen, 


r r— 
wenn entweder k=— und r gerade oder k= 
2 2 


3) Wegen der Eigenschaften dieser Ugh as vel. SEGRE, Sulle rigate razionali... 
(Atti della R. Accad. di Torino 19, 1884). 
4) Es miissen ja alle Erzeugende die C” treffen. 


und 7 ungerade ist. 


Kapitel XIV. 


336 


. ‘ ‘ y . rr=-1 + . r . . 
Der restliche Schnitt des S_, mit der V7)” ist eine Kurve, die bei geradem r 


: : r—Il ‘ 
und bei ungeradem 7 die Ordnung ——— hat und im 
2 2 
allgemeinen irreduzibel ist, in besonderen Fiillen (vgl. Nr. 12) aber auch 


die Ordnung 


in 1, 2, ... Erzeugende und eine weitere Leitkurve zerfallen kann; der 


S,-1 wird ja yon allen Erzeugenden getroffen. Daraus folgt die Existenz 


© 
eed 


2 
ist. Zufolge obiger Beziehung 


einer Leitkurve, deren Ordnung bei geradem 7 nicht gréBer als 
v— 
: 2 
kann die Vj” aber im Fall eines geraden » keine zwei Leitkurven von 


und bei ungeradem r nicht gréfer als 


° tT — : . . . . 
einer Ordnung < und im Fall eines ungeraden 7 keine zwei Leit- 


2 
kurven von einer Ordnung < 


haben. Jede Regelfliche ye des S_ 


2 


a 


besitet also eine einzige Leitkurve geringster Ordnung, eime sogenannte 


oy : : : ; r—2 : 
Minimalleitkurve; bei geradem r ist diese Ordnung <——— und bei un- 
2 
=I : ae P : 
; eine alleinige Ausnahme bildet der Fall, wo bei 
) 
- . <a : eae 
ungeradem r diese geringste Ordnung genau gleich ——— ist. 
2 
Es wird sich im folgenden zeigen, daf es Regelfliichen gibt, bei 


) 
geradem r aber < 


denen die Ordnung der Minimalleitkurve jedem beliebigen, nur der an- 


gvegebenen Einschrinkung geniigendem Wert gleichkommt, wihrend es 
eux: : Ve . emt 
in dem einen Ausnahmsfall oo’ Minimalleitkurven von der Ordnung —— 
gibt. Daraus ergibt sich eine Einteilung der Normregelflichen von 


offenbar projektivem Charakter in Klassen nach der Ordnung der Minimal- 


6 


ify 


. . : ° . r— 
leitkurven; bei geradem 7 gibt es , bei ungeradem r hingegen 


Klassen. Zu diesen kann man noch die Kegel als weitere Klasse mit 


Minimalleitkurven nullter Ordnung hinzufiigen. 


5. Ist m die Ordnung der (einer) Minimalleitkurve einer Normregel- 
Hliiche V; ~* des S, so sind k beliebige Krzeugende derselben abhiingig oder 
unabhiingig, je nachdem k>m-+-1 oder k=m--1 ist. 

Ist Ss der Zugehérigkeitsraum irgendwelcher m-- 1 Erzeugenden, so 
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ist (Nr. 4) 5<2m+1<r—1 bei geradem + und 5<2m+1<r bei 
ungeradem r. Ist also 5=r, der Ss also der S, selbst, so ist 5=2m+1 
und die m-+-1 Erzeugenden sind unabhingig. Ist nun 5<7, so enthiilt 
der Raum Ss doch m-+-1 Punkte der Minimalleitkurve C” und somit 
diese Kurve selbst; legen wir eine Hyperebene S,-1 durch den Ss und 
weitere » —5—1>0 Punkte der Ve, welche auf Erzeugenden liegen, 
die yon den m-+1 ersten verschieden sind, so schneidet dieser S,-1 die 
Vi in der C™ und in (r—58—1)+-(m-+1) Erzeugenden, also in einer 
Kurve von der Ordnung r—5+2m. Aber da der Schnitt eines S,-1 mit 
der Vj immer eine Kurve (r — 1)"* Ordnung sein mub, folgt ’=2m--1, 
weshalb die m+ 1 Erzeugenden unabhingig sind, was daher auch fiir jede 
kleinere Anzahl gilt. Damit ist die Unabhingigkeit von kam-+1 Er- 
zeugenden in jedem Fall bewiesen. 


Es sei nun &Sm-—+1. Wir nehmen natiirlich pee an, da der 
2 
Satz sonst evident wire; es folgt daraus 2(m-+-1)<r. Wir betrachten 


m-—+-1 der k& betrachteten Erzeugenden; sie bestimmen wegen des eben 
Bewiesenen einen Sem41, der die C” enthilt und daher jede der tibrigen 
k —m —1 Erzeugenden in einem Punkt schneidet. Auf jeder dieser letzteren 
Erzeugenden nehmen wir nun einen Punkt auSerhalb der C™ an; die so 
erhaltenen k—m—1 Punkte bestimmen mit dem S2,,4; einen S,,4; oder einen 
Raum von weniger Dimensionen, der alle k Erzeugenden enthilt. Aus k >m-+-1 
folet aber m+k<2k—1; d.h. die & Erzeugenden sind nicht unabhingig. 
Bemerkt sei noch, daB die k Erzeugenden einem Sn+z oder dem S, zugehéren, 
je nachdem mk <r oder m+-k>r ist. Ist naimlich m+k <r, so kénnen 
sie nicht in einem S,+4z-1 liegen, da sonst durch diesen Raum und durch 
r—m—k allgemeine Punkte der Vos ein S__, gelegt werden konnte, 
der die es in einer Kurve schnitte, deren Ordnung gleich m+k+r—m—k=r 
wire, was natiirlich unmoéglich ist; ist aber m+k>r, also r—m<k, so 
bestimmen wegen des eben Gesagten und wegen m--r —m =r irgendwelche 
r—m der k Erzeugenden den S,. 


6. Es sei wieder m die Ordnung der (einer) Minimalleitkurve einer 
Normregelfliiche V7; ~'. wir betrachten <m Erzeugende derselben, deren 
Verbindungsraum (Nr. 5) ein S2,-1 ist. Ein variabler S,-; dureh den So;-1 
kann keine feste Leitkurve enthalten; eine solche miiBte ja im Syx-1 
liegen und der S,, durch den S,,_, und einen Punkt der V7) * auBerhalb 
dieses Raumes enthielte dann k-+-1=<m--1 Erzeugende, was ein Wider- 
spruch zu dem Theorem der Nr. 5 wiire. Ebenso kann der variable S,-1 
auBer den & obigen keine weitere feste Erzeugende enthalten, da sonst 
k+-1 Erzeugende im Soz-1 liegen miiften. Der weitere Schnitt 07 """ des 


Bertini, Geometrie. 99 


oa 
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S_, mit der Vw ist also zugleich und ginzlich mit dem S__, variabel 
und eine irreduzible Kurve®°). Wir wollen etwa annehmen, dab k’ Erzeugende 
Bestandteile dieser C”~* sind. Withlen wir dann zwei S,-1 durch den 
Soz-1, So enthilt der erste gewisse k’ Erzeugende, der zweite gewisse 
andere k’ Erzeugende und der Schnitt S,-2 dieser beiden S,-; enthilt 
dann k’ Punkte der ersteren und k’ Punkte der letzteren; lassen wir nun 
einen S,-; das Biischel durch den S,-2 durchlaufen, so folgt, daB dieser 
S,-2 unendlich viele Gruppen analoger k’ Punkte enthilt, deren Ort eine 
in allen S.-, des Bitischels enthaltene Leitkurve wire. Halten wir nun 
den einen der beiden S,-; fest und lassen wir den anderen variieren, 
so wiirde daraus folgen, daB8 diese Leitkurve, da sie in dem festen S, -1 
liegt, nicht variieren kann und somit in allen S,-, durch die & gegebenen 
Erzeugenden enthalten sein miiBte; das kann aber, wie wir gesehen haben, 
nicht der Fall sein. 

Umgekehrt liegen eine irreduzible C""* der V/"* und & beliebige 
Erzeugende derselben immer in einem S,-;. Daraus folgt: Die Leitkurven 
von der Ordnung r —k —1 einer Normregelfliiche V; ~* des S, deren Minimal- 
leitkurve die Ordnung m hat, ergeben sich im Fall k<m als Schnitte der 
Vi~* mit den Hyperebenen S__,, die durch irgendwelche k Ereeugende der V5 
gehen; sie bilden also eine irreduzible®) lineare ~!~?"-Schar (Kapitel X, Nr. 18). 


=i 


7. Bevor wir daran gehen, einige Anwendungen des vorstehenden 
Satzes zu machen, erwihnen wir eine weitere EKigenschaft unserer Vee 

Vor allem gilt folgende allgemeine Beziehung: Die Regelfldche, die 
von den Verbindungsgeraden entsprechender Punkte zweier Kurven erzeugt 
wird, die aufeinander birational bezogen sind, hat als Ordnung die Summe 
der Ordnungen der beiden Kurven, vermindert um die Anzahl der Koinzidenz- 
punkte der Korrespondenz, sofern solche existieren. Der Beweis ergibt sich 
als Anwendung des Korrespondenzprinzipes in derselben Art wie in Nr. 2. 

Beachten wir nun, daf die Schnittpunkte zweier beliebiger Leitkurven 
einer Regelfliche Vj‘ des 8. Koinzidenzpunkte der birationalen (projektiven) 
Verwandtschaft sind, die zwischen ihnen durch die Erzeugenden hervor- 
gerufen wird, so folgt: Zwei beliebige Leitkurven einer Regelfliiche en 
des S, von den Ordnungen v und v’ schneiden sich in v +-v' —(r — 1) Punkten. 
Daraus ergibt sich veuerdings v-+v’>r—1 (Nr. 4). 


*) Die Richtigkeit dieser Behauptung folgt tibrigens auch aus Kapitel X, Nr. 25. Wiire 
die C7~*-1 nimlich reduzibel, so hiitte die allgemeine Kurve der von den S,_, durch 
den S,,_, auf der V if ny ausgeschnittenen linearen Schar verinderliche Doppelpunkte 
in den Schnittpunkten der Erzeugenden mit der C’~*~!: die Uberlegung des Textes 
bentitzt jedoch einfachere Hilfsmittel. 


*) D. h. daB die allgemeine Kurve der Schar irreduzibel ist. 


Rationale Regelfliichen (Nr. 7—9). 


8. Ist » ungerade und setzen wir im Satz der Nr. 6 jetat k =m =" 


: se al : . ve . 
so folgt, dab jede Regelfliiche V}”, die eine Minimalleitkurve von der Ordnung 
r—1 


2 


besitzt, deren co! besitzt, was eine der Behauptungen der Nr. 4 war. 
Ks existiert ferner immer eine Regelfliiche, fiir welche die Ordnung der 
(einer) Minimalleitkurve einen beliebig vorgegebenen Wert m hat, der 


nur der Bedingung mcr bei geradem r, baw. ee bei ungeradem 
r zu gentigen hat. Es war das die zweite Behauptung der Nr. 4; wir 
kiénnen sie beweisen, indem wir eine unmittelbare Folgerung aus dem 
erwahnten Satz umkehren. Existiert naémlich auf der V; ~ eine Minimal- 
leitkurve C”, so folgt aus diesem Satz, daB auch eine irreduzible Leit- 
kurve C7"? existiert, daB C”™ und C"™-™-1 zwei unabhingigen Riéiumen 
zugehéren, weil die Vj sonst nicht dem S, zugehdren kinnte, und daf 
oO” und C’""" schlieBlich durch die Erzeugenden der V;~* projektiy auf: 
einauder bezogen sind. 

Wir wollen aber umgekehrt eine Regelfliiche finden, fiir welche eine 
c”, die einem S,, zugehort, Minimalleitkurve ist; dabei soll m den an- 
gegebenen Einschrinkungen geniigen. Wir wihlen eine C’~™~', die einem 
vom S, unabhingigen S,-,-1 zugehért, und beziehen diese beiden Kurven 
irgendwie projektiv aufeinander. Die Verbindungsgeraden entsprechender 
Punkte erfiillen gerade eine dem S, zugehirige Regelfliiche von der Ordnung 
r —1 (Nr. 7), fiir welche die C” Minimalleitkurve ist, da zufolge der obigen 
Ungleichungen m<r—m—t ist und somit keine Leitkurven von niederer 
als m**™ Ordnung existieren kénnen (erster Satz der Nr. 4). 


9. Die hier gegebene Erzeugung einer Normregelfliche ae mit der 
(einer) Minimalleitkurve C™” fiihrt direkt zur Aufstellung einer kanonischen 
Form der Gleichungen einer VE von gegebener Klasse m. 

Nehmen wir die beiden Zugehorigkeitsriiume S,, und S,-m-1 der Leit- 
kurven C”™ und C’-”-! als gegeniiberliegende Grundriume im S, an. Die 
C™ und C’-™-1 gseien in diesen Riumen durch die Formeln 


m 
xo=1, a=, tety Lin = ’ ig ri 0; Ln+2—= 0, sey x, — 0 
bzw. 


Ta 
Xo = 0, X= 0, say Ln =O, Yasi=d, Lm+a= A, sey Le iN 


gegeben; dabei sind entsprechende Punkte der beiden Kurven durch die- 
selben Werte des Parameters 4 gegeben, was man ja stets durch gecignete 


22* 
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Wahl der Punkte 0, «© und 1 auf den Kurven erreichen kann. Die Punkte 
res joe . 5 
der Vj; ergeben sich dann offenbar aus 


5m r—-m—-1 
Co 1. 4 — i, seey Om = A ) HERE U, Cn +2 = WA, tesy Cae WA ; 


wenn wir die Parameter 4 und u unbegrenzt variieren lassen. Die Elimi- 
nation der Parameter fiihrt auf die Gleichungen 


XL ; vy a = Xm -1 - Vin +4 7.‘ Lm +2 a =< Mn—1 
XY i) Ln Vm +2 Vin +3 Up 
rr-l . . . . . 
der V; , die sich auch in die -eine 
Me eye » 4 5 , 
| LY Lo - + Vm -1 Vnt1 Vint 2 +++ Vyr-t ey) 
| U1 V2... Um Vin +2 Vint+3 +++ Vp 


zusammenfassen lassen. 

Diese Gleichungen zeigen vor allem, daf die hinreichende Bedingung, 
damit zwei Regelflichen Vie projektiv identisch sind, darin besteht, daf 
sie Minimalleitkurven derselben Ordnung haben, also derselben Klasse an- 
gehéren. DaB diese Bedingung auch notwendig ist, ist von vornherein 
evident. , 

Ferner geht aus unseren Gleichungen heryor, daf die ee eine 
doppelte Erzeugung zulassen, indem sie nimlich einerseits als Ort der 
Schnittgeraden der »—1 projektiven Hyperebenenbtischel 


x — hay = 0, ce y Dn t= a, Lm+1— ALm+e = 0, seey pet = Lp 0) 


und andererseits als Ort der Schnittpunkte entsprechender und _ sich 
schneidender S, der beiden projektiven Biinde 


Uo Lo + pee == Um-1 Lm—-1-- Min Lm+1. + see Up 2 Bp = 0, 
Ug % + seeis + Um-1 Vm + Un Lm+2 ++ +++ = Up-2 Ly = 0 


angesehen werden kénnen. Die Kerne der beiden Biinde sind zwei 8S, 
(vgl. Kapitel VII, Nr. 12). 

Man beachte, da die besondere Form vorstehender Gleichungen nicht 
nur durch die spezielle Wahl der Bezugselemente bedingt ist, sondern auch 
von der Klasse der Regelfliche abhingt. Wahlen wir 7 —1 ganz allgemeine 
Hyperebenenbiischel, so erhalten wir eine Regelfliche allgemeinster Art, 
r—l 


2 
hat; wie wir in Nr. 12 sehen werden, lassen sich aus dieser 


fiir die die Ordnung der Minimalleitkurve also den gréSten Wert 
r—2 


2 


oder 
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alle iibrigen Klassen von Regelflichen ableiten, indem man die Minimal- 
leitkurve in eine gewisse Anzahl von Erzeugenden und in eine einfache 
Kurve zerfallen list. 


10. Die Abbildung einer Vom des S. auf eine Ebene, wie wir sie in 
Nr. 1 erwahnt haben, wollen wir nun fiir die ee von der Klasse m, 
die also eine Minimalleitkurve C™ besitzen, besonders betrachten. 

Wir wihlen 2/ der in Nr. 1 allgemein angenommenen r— 2 Punkte 
auf k beliebigen Erzeugenden 41, g2, ..., gz, 80 dab auf jeder zwei Punkte 
liegen und 0<k< m ist. Die tibrigen r — 2k — 2 Punkte P,, Po, ..., P»-21-2 
seien allgemeine Punkte der Vile und M4, he, ..., h»-2%-9 die untereinander 
und yon den obigen verschiedenen Erzeugenden durch diese Punkte. Die 
Geraden g und die Punkte P bestimmen (vgl. Nr. 5) einen S,-3; es liBt 
sich unschwer feststellen, daB die Projektion der Wee aus diesem S,-3 
auf eine von ihm unabhingige Ebene = ein-eindeutig ist. In der Tat 
schneidet ein S._, durch den S_, die 198 “in den k Erzeugenden g und 
in einer Kurve von der Ordnung r—k—1, die durch die r—2k—2 
Punkte P hindurehgeht und die k Erzeugenden g schneidet (Nr. 6). Diese 
Kurve wird daher von einem allgemeinen S,-2, der im S,-1 liegt und 
durch den S,-3 geht, in einem einzigen weiteren Punkt geschnitten. 


11. Die r—2k—2 Punkte P bestimmen eine irreduzible Leitkurve 
co" *, die der Restschnitt der V;~" mit einem S__, ist, der durch diese 
Punkte und &-+1 beliebige Erzeugende geht; was wegen k+1<™m aus 
Nr. 6 folgt. Die Kurve C"-*-? oder ihr Zugehérigkeitsraum S,-;-2 hat mit 
dem S,-3, aus welchem wir projizieren, »—k—2 Punkte gemeinsam, die 
einen S,-z-3 bestimmen; sie liegt somit in einem projizierenden Raum S,-2, 
weshalb ihre Projektion ein einziger Punkt Q ist, der Schnitt des S,-2 
mit x. Die Bilder der Erzeugenden My, he, ..., h,-2x-2 sind ferner gleich- 
falls Punkte 7), 7», ..., T-2x-2 von %, wie sich sofort ergibt, wenn wir 
jede dieser Erzeugenden mit dem Projektionszentrum S,-3 verbinden. 

Die Bilder der hyperebenen Schnitte der a sind in x rationale 
Kurven von der Ordnung r—k—1 mit einem (r—k—2)-fachen Punkt in Q, 
die durch die r —2k —2 Punkte T einfach hindurchgehen. Der Sehnitt der 
oe mit einer Hyperebene hat ja mit den Erzeugenden g im ganzen h 
Punkte, mit der C’-"-? weitere r—k—2 und mit jeder der Erzeugenden h 
sehlieBlich einen Punkt gemeinsam. Die Minimalleitkurve C” wird dar- 
gestellt durch eine Kurve von der Ordnung m—k mit einem (m— k—1)- 
fachen Punkt in Q, da die O” die C’-*-? in m— k —1 Punkten trifft (Nr. 7); 
auch diese Bildkurve geht einfach durch die Punkte 7. Analoges gilt fiir 
die anderen Leitkurven. Die Erzeugenden der Flaiche werden auf das 


342 Kapitel XIV. 


Strahlenbiischel mit dem Scheitel Q abgebildet, da sie ja die C”-** in 
je einem Punkt treffen. 

Betrachten wir die hyperebenen Schnitte der Vere die durch einen 
Punkt # der Vo gehen und ihre Bildkurven, die dann alle durch den 
entsprechenden Punkt x’ gehen. Nihert sich nun « in bestimmter Weise 
einem Punkt y der C’-*~?, so niihert sich x’ ebenfalls in bestimmter Weise 
dem Punkt Q; daher haben die Bilder der hyperebenen Schnitte der a 
durch y und somit die Bilder aller Kurven der Ve durch y in Q eine 
gemeinsame Tangente und umgekehrt. Die Richtungen durch Q, also die 
Richtungen der Bilder der Erzeugenden, sind somit projektiv auf die Punkte 
der C’-*-? bezogen. In tihnlicher Weise sind die Punkte einer Geraden /; 
projektiv auf die Richtungen dureh ihren Bildpunkt J; bezogen. 

Die Punkte Y und 7%, 7s, ..., Ty-2x-2 sind die einzigen, in denen 
die Ein-eindeutigkeit der Abbildung gestiért wird; sie sind die sogenannten 
Fundamentalpunkte der Abbildung in der Bildebene x. Die Punkte P sind 
jedoch Fundamentalpunkte auf der Vea die Punkte derselben, die zu 
einem der Punkte P benachbart, also in der Tangentialebene S2 durch P 
enthalten sind, haben offenbar als Bilder die Punkte der Geraden, in denen 
x von dem den Se projizierenden S,-1 geschnitten wird; und zwar ent- 
sprechen auch hier diese Punkte einander ein-eindeutig. Da nun ein 
Punkt P; sowohl auf der Leitkurve C”"” als auch auf der Erzeugenden 
h; liegt, also auf der einen wie auf der anderen einen benachbarten 
Punkt hat, ist klar, daB die Bilder der Punkte P,, Po, ..., Pp-2n-2 die 
Geraden QT;, OTe, ..., QT,-21-2 sind. 


12. Wir betrachten nun umgekehrt simtliche Kurven einer Ebene x 
von der Ordnung r—k—1, fiir die ein gegebener Punkt Q (r—k— 2)- 
fach ist und die durch r—2k—2 Punkte 71, To, ..., T,-2x-2 einfach 
hindurchgehen. Dieselben bilden ein irreduzibles lineares System, da die 
r—2k—2 Kurven desselben, die aus den Geraden Q7}, ..., Q7;-1, 
QO Tis1, ---, QT,-an-2, einer allgemeinen Geraden durch 7; und k- 1 
weiteren allgemeinen Geraden durch @ bestehen, weder einen gemein- 
samen Bestandteil besitzen, noch aus Kurven desselben Biischels bestehen 
(Kapitel X, Nr. 13). Ferner ist das System, da es aus rationalen Kurven 
besteht, einfach und regulir (Kapitel XI, Nr. 6); daher ist seine Dimension 


PhS) SG Se OG ee) 


72 ki Dee 
2 2 


Ordnen wir nun die Kurven des Systems den Hyperebenen eines Raumes 


S, projektiv zu, so ergibt sich eine Regelfliche Vj} “* des DS die aula 
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ein-eindeutig abgebildet ist und deren Schnitte mit den Hyperebenen des 
S, die Kurven des Systems zu Bildern haben. In der Tat schneiden sich 
zwei allgemeine Kurven des Systems in »— 1 variablen Punkten und die 
Geraden durch Q sind Bilder der Geraden der Fliche. Von dem allgemeinen 
Begriff, den wir hier verwendet haben, werden wir spiiter noch aus- 
fiihrlicher zu reden haben (Kapitel XV, Nr. 1). 

Wir wollen hier noch einige Bemerkungen tiber die besondere Ab- 
bildung hinzufiigen, die sich fiir 4=0 ergibt. Das lineare System in x 
besteht dann aus ebenen Kurven (x —1)*" Ordnung mit einem (+ — 2)-fachen 
Basispunkt Q@ und r—2 einfachen Basispunkten P. Geben wir den Punkt Q 
und die Punkte P in x allgemein vor, so ist Q (m—1)-facher Punkt und 
die Punkte 7’ einfache Punkte des Bildes der Minimalleitkurve C”; es 
muB daher 


m (m— 1) a ee eae (m+ 3) 
2 2 


Td 
) 
ungeradem 7 folgt. Es ergibt sich also die allgemeine Klasse der Vite 
um andere Klassen zu erhalten, miissen wir offenbar den Punkt Y und 
die Punkte P so wihlen, daB ersterer (m—1)-facher, letztere einfache 


f=, 


also m> bei 


. PSY ae se 
sein, woraus m—-—— bei geradem r und m= 
2 


r— 2 


Punkte einer Kurve werden, deren Ordnung m< ist. Mit anderen 


Worten kénnen wir sagen, daf wir von der allgemeinen Klasse zu den 
anderen kommen, wenn wir das Bild der C” in Gerade durch @ und in 
eine restliche Kurve zerfallen lassen; das kommt auf der V; ~* dem Zerfallen 
der Minimalleitkurve C™ in Erzeugende und eine restliche Minimal- 
leitkurve gleich. 


13. Nach dieser kurzen Betrachtung wenden wir uns jetzt. dem ent- 
gegengesetzten Falle zu, wo k den gréftméglichen Wert hat. 

Da wir immer k<m vorausgesetzt hatten, kénnen wir in unserer 
allgemeinen Behandlung hichstens bis zum Wert k=mW—1 gehen. Ins- 


lg ae 


besondere wenn r ungerade und m= ist, kénnen wir é¢ keine gréferen 


Werte geben als m—1, da unsere obigen Uberlegungen sonst wegen 


yr —2k—2<-1 illusorisch wiirden. Wir setzen in diesem Falle also 
ro 


2 om . 
Kurven von der Ordnung TT mit einem ( 5 vache Basispunkt Q und 
2 


k= und finden, da8 die Bilder der hyperebenen Schnitte der V, 


2 
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einem einfachen Basispunkt T sind. Der Punkt @ entspricht einer Minimal- 
raed 
leitkurve C2 der Regelfliiche, niimlich jener, die durch den auf die 


Gerade Q T abgebildeten Punkt P geht. Die tibrigen Minimalleitkurven 
1 
C2 werden alle auf die Geraden dureh 7’ abgebildet, da jede von ihnen 


2 
yee wee r—l. 
SchlieBen wir diesen Fall aus, wo r ungerade und m= ——— ist, so 
2 


kénnen wir jedoch & bis zum Wert m selbst erhéhen, wenn wir unsere 
bisherigen Uberlegungen nur ganz geringfiigig abindern. Setzen wir 
niimlich k=m, so enthilt das Projektionszentrum S,-3 die m Erzeugenden 
und die r—2m—2 Punkte P; durch diesen S,-3 geht ein S,-2, der auBerdem 
die C™ und die » —2m—2 Erzeugenden h enthilt. Der Punkt (, in welchem 
der S,-2 die Bildebene a schneidet, ist also nicht nur das Bild der C”, 
sondern auch das Bild dieser »—2m— 2 Erzeugenden, auf die, zusammen 
mit der 0”, sich die C"-*-? des allgemeinen Falles reduziert (Nr. 11). Da 
die » —2m—2 Punkte P wieder auf Gerade durch QY abgebildet werden, 
haben die r—2m—2 Erzeugenden h die r—2m—2 zu Q benachbarten 
Punkte zu Bildern, die durch die Richtungen obiger Geraden gegeben sind. 
Ist also m die Klasse der Regelfliche, so sind die Bilder threr hyperebenen 


mit den Geraden g und der Erzeugenden durch P in einem S,-; liegt. 


, ; ; ce (a Al ey: 
Schnitte im Falle m<— Kurven von der Ordnung r—m—1 mit einem 


(r—m—2)-fachen Punkt und r—2m—2 festen Tangenten in diesem Punkt"). 
Diese und die vorhergehende Abbildung heiben Minimalabbildungen der 
betreffenden Regelflichen®). Man bedient sich ihrer und der Abbildungen 
der Nr. 12 beim Studium der Geometrie der Kurven auf der Fliche. So 


: : Siete, : : (Pa ‘ 
ergibt sich beispielsweise bei geradem r und m=———, da in der eben 
2 


) Ist m=O, so ergeben sich Kurven (7 — 1)” Ordnung mit einem (7 — 2)-fachen 
Punkt, deren » —2 Tangenten in diesem Punkt alle fest sind; sie sind die Bilder der 
hyperebenen Schnitte der rationalen Normalkegel (Normkegel). (Diese Kegel fallen nicht 
unter die Betrachtungen des Textes.) Ein zu Q benachbarter Punkt, der in keiner der 
y—2 festen Tangentenrichtungen liegt, schneidet nimlich aus dem linearen System in a 
das co” -System aus, das aus simtlichen Gruppen von r —1 Geraden durch Q besteht. 
Diesem System entsprechen daher Hyperebenen durch einen Punkt, deren jede die Via 
in r —1 Geraden (Erzeugenden) schneidet, weshalb u. s. w. 


*) Man kann in der Tat in der Theorie der CREMONAtransformationen zeigen, 
daB sich die Ordnung der Bildkurven der hyperebenen Schnitte der Va ~* nicht weiter 
erniedrigen liBt. 
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betrachteten Abbildung auf der You keine Fundamentalpunkte existieren 
und daf daher die Geraden der Ebene x die Bilder von cx? Kurven von 


Piette ‘ 7 ‘. 
der Ordnung — sind, die keine festen gemeinsamen Punkte haben, von denen 
2 


Je eine durch zwei allgemeine Punkte geht und je zwei sich in einem einzigen 
Punkt schneiden, u. s. w. 

Die Minimalabbildungen, so zweckmiiBig sie ihrer Einfachheit halber 
sein mégen, haben doch, wie Srare bemerkte®) den Nachteil, die 
Beziehungen zwischen den einzelnen, durch ihre Abbildungen gegebenen 
Flachen nicht immer erkennen zu lassen. So ist es in unserem Falle nicht 
mehr méglich, so wie bei der Abbildung der Nr. 12 (4 =0) nachzuweisen, 
daB alle Klassen der Regelflichen sich aus der allgemeinen ableiten lassen. 
In der Tat sind die beiden hier erliiuterten Typen wesentlich verschieden und 
beim zweiten Typ wiichst bei abnehmendem m die Ordnung der Bilder der 
Schnittkurven der /;~" mit den Hyperebenen des S\. 


14. Wir betrachten nun eine rationale Regelfliche W; * eines Raumes S,, 
(r’ <r), die sich, wie wir wissen (Nr. 2), immer als Projektion einer Norm- 
regelfliiche V} “* von einer gewissen Klasse erhalten labt. Ist S.., das 
Projektionszentrum, so ergeben sich alle Schnitte der W; “* mit den Sie 
des S, und nur diese, indem wir die ae mit den Hyperebenen des S_ 
schneiden, die durch den S,_,-1 gehen. Somit ergibt sich aus der ebenen 
Abbildung der V;~* sofort auch eine solehe der W; ’, indem wir aus dem 
co’System der Bildkurven der hyperebenen Schnitte der ; * das lineare 
co”-System herausgreifen, dessen Kurven den oo” Hyperebenen durch den 
S,--1 entsprechen. Wahlen wir umgekehrt ein diesem linearen oo”-System 
untergeordnetes lineares co”-System, so gibt es eine Regelfliiche, die 
Projektion der V7; ~* ist und deren hyperebene Schnitte auf die Kurven des 
oo”-Systems abgebildet werden. 

Bemerkt sei, daS die Ordnung der Projektions-Regelfliche + —1 ist, 
wenn wir das untergeordnete System bestimmen, ohne seine Kurven durch 
gewisse Punkte gehen zu lassen; gehen seine Kurven jedoch durch ¢ ein- 
fache Punkte, so daB der S,--1 die V;~° in ¢ Punkten trifft, so wird 
die Ordnung gleich »—1—ft. Bestimmen wir das untergeordnete System 
itiberhaupt nur dadurch, daf seine Kurven durch gewisse einfache Punkte 
hindurehgehen, so ergeben sich aus den Normregelflichen des S, die Norm- 
regelflichen der Unterriume. In jedem Falle kommt die besondere Wahl 
des untergeordneten Systems einer besonderen Wahl des Projektions- 
zentrums S,-,-1 gleich. 

®) In einer Fu8note zu Nr. 9 der Abhandlung von CASTELNUOVO, Sule superficic 
algebriche le cui sezioni piane sono curve iperellitiche (Rendiconti di Palermo 4, 1890) 
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Eine Verallgemeinerung und ausfiihrlichere Behandlung dieser Be- 
ziehungen findet sich im Kapitel XV, Nr. 4. Wir erwiihnen hier nur, dai 
aus jeder Klasse von Normregelfliiche durch Projektion eine Klasse oder 
Gruppe von beliebigen rationalen Regelflichen hervorgeht; diese Klassen 
oder Gruppen stimmen mit den von Ciepscu auf algebraischem Wege 
gefundenen yollstiindig tiberein*’). 


15. Als Anwendung wollen wir die Eigenschaften der kubischen 
Regelfliche /’ des gewéhnlichen Raumes niher untersuchen. Dal F' rational 
ist, erkennt man, wenn man sie mit einer Ebene durch eine ihrer Er- 
zeugenden schneidet. 

Die Fliche £ ergibt sich als Projektion der Ve des S, auf einen SF 
aus einem Punkt O auferhalb des S>. Die Ke besitzt eine Leitgerade e; 
es gibt ja im S,, wenn wir die Kegel ausschlieSen, nur diese eine Klasse. 
Die Projektion e’ von e auf den S3 ist eine einfache Leitgerade yon F. 
Ferner schneidet ein allgemeiner S, durch O die V; in einer kubischen 
Normkurye, von der eine einzige Sehne durch O geht; die cot Sehnen der 
V; durch O liegen daher alle in einem S,, der die figs in einem Kegel- 
schnitt d schneidet. Dieser Kegelschnitt projiziert sich doppelt in eine 
Gerade d’, die doppelte Leitgerade von F ist. 

Die Minimalabbildung der es ist die (Nr. 13), in weleher die Bilder 
der hyperebenen Schnitte Kegelschnitte durch einen Punkt sind. Infolge- 
dessen (Nr. 14) ist die Minimalabbildung von F durch ein (unvollstindiges) 
co®-System von Kegelschnitten durch einen Punkt Q gegeben. Dieser Punkt Q 
ist das Bild der einfachen Leitgeraden e’. 

In der erwihnten Minimalabbildung der ye ist das Bild des Kegel- 
schnittes d offenbar eine Gerade dj; die Paare der Inyolution, die auf d 
durch das Strahlenbiischel mit dem Scheitel O ausgeschnitten wird, werden 


*) Sind 2,= @; (A) und af—y,(A) die Gleichungen zweier hyperebenen Schnitte 
einer Normregelfliche und gehéren zwei entsprechende, also auf derselben Erzeugenden 
liegende Punkte zum selben Parameterwert A, so sind die Punkte der Regelfliiche 
gegeben durch 

Jip —— 0) (A) Se yp, (A) 


oder, wenn wir ) = * und ve oe setzen, durch 
Ys Ys 
Yo\ | Ys’ 
Z ¥3 «:( 4) | yy VW; ) 


gegeben; es sind das zugleich die Formeln fiir die (nicht Minimal-) Abbildung der 
Regelfliiche. Diese Formeln, von welchen die der Nr. 9 ein Sonderfall sind, bilden den 
Ausgangspunkt von CLEBSCH’s Untersuchung: Uber die geradlinigen Fldchen... (Math. 
Ann. 5, 1872). 
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auf die Paare einer gewissen Involution ve auf di abgebildet. Nun geht 
jeder $3 durch O durch ein Punktepaar der Involution auf d, das somit 
in einen einzigen Punkt von d’ projiziert wird. In der obigen ebenen Ab- 
bildung von F ist also das Bild der doppelten Leitgeraden d’ eine Gerade dt; 
die Punkte von d’ werden dabei, sofern sie dem einen oder dem anderen 
durch d’ gehenden Mantel von F angehiren, auf die Punktepaare einer 
Involution ie auf dy abgebildet. Die Bilder der ebenen Schnitte von F' sind 
also die 0° Kegelschnitte, die durch Q und die Punktepaare der Involution 
ie hindurchgehen. 

Die Geraden durch ¢ sind die Bilder der Erzeugenden von F; die 
Involution in dem Strahlenbiischel Q, welche die Involution ie projiziert, ist 
das Bild der Involution, die in dem aus den Erzeugenden von J bestehenden 
einstufigen Gebilde bestimmt wird, wenn wir zwei Erzeugende einander 
zuordnen, die durch denselben Punkt der doppelten Leitgeraden d’ gehen. 
Insbesondere sind die Geraden, die aus @ die Doppelpunkte Di; und Dz 
der Involution i projizieren, Bilder zweier senguldrer Erzeugenden, so- 
genannter Torsallinien™), die d’ in zwei uniplanaren Punkten (Kapitel VII, 
Nr. 14) oder Kuspidalpunkten treffen. 


16. Wir verlegen im Sy das Projektionszentrum O in eine Ebene, die 
durch die Leitgerade e und eine beliebige Erzeugende g der V; geht. Die 
Projektion F', der V3 auf einen S; ist dann die Regelfliche von Cuas.Es- 
Cayrry’”), deren einfache und doppelte Leitgerade in eine Gerade 
zusammenfallen; e’ enthilt dann auch noch eine Erzeugende, da der 
Kegelschnitt d in die beiden Geraden e und g zerfallt. Aus der Projektion 
des Punktes eg entsteht ein einziger Kuspidalpunkt. Der 83, der g 
und die benachbarte Erzeugende, also alle Tangential-S, der We in 
den Punkten von g und insbesondere auch die Ebene eg enthilt, 
ist daher projizierender Raum und schneidet den §S3;° in einer Ebene, 
welche /; in jedem Punkt von e’ beriihrt. Die zweite Tangentialebene 
in einem Punkt von e’, die Projektion der Tangentialebene der V, im 
entsprechenden Punkt von e, variiert zugleich mit der cinzigen Erzeugenden, 
die durch den betrachteten Punkt geht. Von den beiden Minteln der /,, 
die sich lings e’ durchsetzen, ist also einer von allgemeinem, der andere 
aber von abwickelbarem Charakter. 


“) Manchmal sagt man auch, eine Regelfliiche sei lings einer Torsallinie von 
abwickelbarem Charakter ; vgl. ZINDLER, Limengeometrie (Leipzig, Goschen 1902—1906), 
Ba. Il, 8. 42. [D] 

2) Die gewidhnliche Bezeichnungsweise ,CAYLEY’sche Regelfliiche“ ist nicht 
gerechtfertigt, da die erste Publikation dariiber von CHASLES herriihrt. Vgl. CREMONA, 
Opere Il. (Milano, Hoepli 1915), S. 447 [109]. [D.] 
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Da die S; dureh O die Geraden e und g in perspektiven Punkt- 
reihen schneiden, ergeben sich in der Abbildung der F; auf eine Ebene 
folgende Verhiltnisse: Die co* Kegelschnitte, welche die Bilder der ebenen 
Schnitte der F; sind, gehen durch Q (Bild von e’), ihre Richtungen in Q 
sind projektiv bezogen auf ihre zweiten Schnittpunkte mit einer Geraden g’ 
(Bild yon g) durch Q; der Riehtung von g/ entspricht dabei der Punkt Q 
selbst. Die co* Kegelschnitte des co*-Systems, die durch Q gehen und 9g’ 
beriihren, oskulieren einander in Q. 


17. Wir kehren nun zu der allgemeinen kubischen Regelfliche / 
zuriick und betrachten eine Kurve y’ der Bildebene x sowie die Raum- 
kurve y auf /', deren Bild y’ ist. Hat y’ die Ordnung » und geht sie 
a-mal durch @, so ist y von der Ordnung N—2n—a, da ein Kegel- 
schnitt von a, der Bild eines ebenen Schnittes von F' ist, ebenso viele 
Punkte mit y’ auferhalb Q gemeinsam hat. Die Kurve y trifft die einfache 
Leitgerade e’ a-mal, die doppelte Leitgerade d’ von F' n-mal; sie kann 
ferner einen Doppelpunkt**) besitzen, sei es, weil y’ einen solchen hat, 
sei es, weil y’ durch ein Paar der Inyolution ie auf d{ hindurchgeht, so 
daB y auf / zweimal durch einen Punkt der Doppelgeraden d’, und zwar 
einmal auf dem einen, einmal auf dem anderen Mantel von /” hindureh- 
geht. Im ersten Fall ist das Geschlecht von y, das mit dem von y’ tiberein- 
stimmt, um eins, im zweiten Fall nicht zu yerkleinern**). Wir werden 
diese besonderen Kurven y aber nur als Grenzfalle der allgemeinen be- 
trachten, die in a auf Kurven n* Ordnung y’ abgebildet sind, welche 
einen einzigen o-fachen (o> 0) Punkt in Q haben und kein Paar der 
Involution Te enthalten. Wir kénnen dann die Kurven auf F’ in Familien 
einteilen, indem wir jede Familie durch die Zahlen ” und @ charakterisieren 
und mit dem Symbol (na) bezeichnen. 


*) Analoges gilt fiir Punkte héherer Multiplizitit. 


*) Im ersten Fall ist der Doppelpunkt ein eigentlicher, im zweiten ein uneigent- 
licher (Kapitel IX, Nr. 25). So liefert beispielsweise eine auf einen Kegelschnitt abgebildete 
Vt zweiter Art, wenn aun diesen durch ein Punktepaar einer Involution gehen lassen, 
als ee ve eine ee mit einem uneigentlichen STE die Sehnenkongruenz 
you ve zerfillt dabei ate in die eee enn? der Ve und in das Biindel P. Man 
pers sich ferner, daS man eine ye mit einem Daprelpenl auch als Grenzfall einer 
vs erster Art erhalten kann gen ioe an die stereographische Abbildung einer v5 
Ae S,); der Doppelpunkt dieser v ist aber ein eigentlicher und die Sehnenkongruenz ie 
Va ont: Art zerfillt beim Gronzibarenne nicht. Diese Bemerkung gilt allgemein; 
man vergleiche, auch wegen des Beispieles, die Abhandlung von SEVERI, Sulla classifi- 


cazione delle curve algebriche... (Rendiconti dei Lincei 1915, Nr. 5 der Note Il). 
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Die Kurven der Familie (na) haben die Ordnung 


N=2n— © 


und das Geschlecht 


_(m—-lI)(m—2) a(a—1)_ m—1—4)(m—2+4) 
2 2 2 


Setzen wir s=n—2+0a und y=n—1—aQ, 50 folgt 


Vee see pat, Pee ae Yate es pp ident Beach 
2 2 2 2 


SehlieBen wir den sofort zu erledigenden Fall n=1 aus*), so folgt, da 
eine irreduzible Kurve x‘** Ordnung héchstens einen (mn — 1)-fachen Punkt 
haben kann und somit a<n—1 ist, daB die Zahlen w und y nicht 
negatiy sind. 

Wir kénnen unsere Kurvenfamilien nun in Gruppen von gleichem 
Geschlecht zusammenfassen. Ist p>0, so enthdlt jede Gruppe nur eine 
endliche Anzahl von Familien. In der Tat brauchen wir ja dann nur die 
gegebene Zahl 2p auf alle Arten in zwei positive ganzzahlige Faktoren 
x und y zerlegen, so daf der eine gerade, der andere ungerade ist, miissen 
dabei aber jene Wertepaare ausschliefen, fiir die y > #-+-1 gilt. Insbesondere 
ergibt sich fiir p= 2”, h >0O immer nur eine einzige Kurvenfamilie, fiir die 
a —2'*1,y—1 ist. Fiir die ersten Werte von p ergibt sich folgende Tabelle: 


p xL y aN. n a 
1 2 i 5 3 1 
1 2 6 3 0 

2 + 1 6 1 2 
6 1 7 5 3 

3 3 2 7 4 it 
oy ees 3 8 4 0 

+ 8 I 8 6 4 


) Die Geraden der Bildebene durch @ sind die Bilder der Erzeugenden von F, 
die iibrigen sind die Bilder der oo” Kegelschnitte von /, die sich als Schnitte mit 
Ebenen durch die Erzeugenden ergeben. 
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Ist jedoch p=0, so folgt aus zy=0 entweder «=O oder y=0. Im 
ersten Fall ist »=2, a=0; wir erhalten in x Kegelschnitte, die nicht 
durch Y gehen; ihnen entsprechen Vs zweiter Art, die yon jeder Erzeugenden 
in zwei Punkten getroffen werden. Im zweiten Fall ergeben sich wnendlich 
viele Familien rationaler Kurven auf F’, da aus y=0 sich a=n—1 und 
N=n-+1 ergibt, wobei » jede natiirliche Zahl > 1 sein kann. Die Kurven 
dieser Familien werden von jeder Erzeugenden in einem einzigen Punkt 
getroften, wie sich aus der Abbildung unmittelbar ergibt; sie sind also 
Leitkurven der Regelfliche. 

Fiir m3 erhalten wir insbesondere noch eine zweite Familie von Vt 
zweiter Art. Die erste, oben erwihnte Familie solcher V, enthalt deren 
co und jede trifft die Erzeugenden yon F’ in je zwei Punkten; die zweite 
enthilt jedoch oo® Kurven, deren jede die Erzeugenden von £ in je einem 
Punkt trifft*®). 


18. Unsere Abbildung von F’ auf die Ebene x verwenden wir schlieBlich 
noch zur Bestimmung ihrer Asymptotenlinien, also der Kurven, deren 
Tangenten /’ dreipunktig beriihren. Es gibt im allgemeinen zwei Familien 
soleher Kurven; eine davon wird hier so wie bei jeder Regelfliche von 
den Erzeugenden gebildet. 

Um die zweite Familie von Asymptotenlinien zu finden, betrachten 
wir einen Punkt M von #’ und die Erzeugende g durch M. Das Linien- 
element der von g verschiedenen Asymptotenlinie durch JM erhalten wir, 
wenn wir in M die Tangentialebene an F’ und dann im selben Punkt die 
Tangente an den Kegelschnitt legen, der zusammen mit g den Schnitt dieser 
Ebene mit F bildet. Es sei M’ das Bild von M in x; das Bild von g ist 
dann die Gerade QM’, wiihrend der obige Kegelschnitt auf die Gerade 
abgebildet wird, die M’ mit dem Punkt Y verbindet, der in der Involution i 
dem Schnittpunkt X von QM’ mit dj entspricht. Dieses Punktepaar X, 
Y ist dabei das Bild des auf d’ liegenden zweiten Schnittpunktes von g mit 
dem Kegelschnitt. Die Richtung der Geraden M’ Y, ist daher in M’ das 
Bild des Linienelementes der Asymptotenlinie in M. Fiir den Kegelschnitt, 
der durch M’ geht und in den Doppelpunkten D, und D, von ie die 
Geraden YD, und QD, beriihrt, ist nun offenbar die Gerade QX Polare 
von Y; er beriihrt daher die Gerade M’Y in M’. Das Linienelement dieses 
Kegelschnittes in M/’ ist daher das Bild des Linienelementes der Asymptoten- 
linien. Fiihren wir nun fiir den zu J/’ benachbarten Punkt dieses Linien- 
elementes dieselbe Uberlegung durch u.s. w., so folgt, daB dieser Kegel- 
schnitt das Bild der Asymptotenlinie durch M ist. Die Asymptotenlinien 
von F' sind somit (neben den Erzeugenden) Raumkurven vierter Ordnung 


**) Diese Beziehungen wurden von CLEBSCH gefunden (Math. Ann. 1, 1868). 
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eweiter Art (Nr. 17); sie werden auf das Biischel der Kegelschnitte ab- 
gebildet, die in D, und D, die Geraden QD, und QD, beriihren. 

Die beiden singuliren Erzeugenden s, und s, von F, die in a auf 
die Geraden YD, und QD, abgebildet werden, beriihren jede Asymptoten- 
linie in den Kuspidalpunkten s,d’ und s,d’, deren Bilder ja D, und D, 
sind. Da eine Ebene etwa durch s, auSerhalb des Kuspidalpunktes nur 
einen einzigen Punkt jeder Asymptotenlinie enthilt — das Bild des Schnittes 
einer solchen Ebene ist ja die Gerade QD, und eine weitere Gerade durch 
D; a folgt weiter, daB s, und s, jede Asymptotenlinie in den Punkten 
s,d und sd dreipunktig beriihren; diese sind daher besondere Ve zweiter 
Art mit zwei dreipunktig beriihrenden Tangenten (Kapitel XII, Nr. 13). 
Die beiden stationiiren Schmiegungsebenen jeder Asymptotenlinie sind die 
Ebenen s,e’ und s,e’, deren Schnitte mit /’ auf die doppelt zu zihlenden 
Geraden YD, und QD, abgebildet werden. 

Die V, die durch eine Asymptotenlinie und daher auch durch s, 
und sz geht, hat die Ebenen sie’ und sze’ zu Tangentialebenen in den 
Kuspidalpunkten s,d’ und s d’ von F. In der Tat trifft etwa die Ebene 
sie’ die Asymptotenlinie in vier im Kuspidalpunkt s;d’ zusammen- 
fallenden Punkten und schneidet daher die Ve in s, und in einer Geraden, 
die mit der Asymptotenlinie einen einzigen Punkt und zwar den Punkt 
s;d’ gemeinsam hat; sie mu$ auSerdem noch den Punkt sze’ enthalten. 
Ebenso geht dieselbe Vz durch die Verbindungsgerade der Punkte s,d’ 
und s,e’. Wir schlieBen: Das System krummer Asymptotenlinien wird auf 
F durch das Biischel der Ve ausgeschnitten, die durch die beiden singuldren 
Erzeugenden und durch die Diagonalen des windschiefen Vierseits gehen, 
das durch diese Erzeugenden und die beiden Leitgeraden gebildet wird"). 


19. Das Problem der Asymptotenlinien wollen wir nun auch im Fall 
der Regelfliche /', mit zusammenfallenden Leitgeraden (Nr. 16) erledigen. 
Zu diesem Zweck verwenden wir die Beziehungen, die im _ letzten 
Absatz der Nr. 2 des Kapitels XVI angegeben sind**). Wir betrachten die 


1) Vel. CREMONA, Rappresentazione della superficie di Srurinpr ... (Rend. Ist. 
Lomb. 4, 1867). Da8 die Asymptotenlinien nicht nur bei den Regelfliichen dritter Orduung, 
sondern bei allen rationalen Regelfliichen mit zwei geraden Leitlinien algebraisch sind, 
wurde spiter ebenfalls von CREMONA nachgewiesen: vgl. Rappresentazione di una classe 
di superficie gobbe ... (Annali di Mat. 1 (2), 1868). Liz bemerkt (Math. Ann. 5, 1871) 
allgemeiner, dai auf einer algebraischen Regelfliiche, die Teil eines linearen Komplexes 
ist, alle Kurven Asymptotenlinien sind, deren Tangenten dem Komplex angehdéren; liegt 
die Regelfliiche also in cot Komplexen, so folgen cot Asymptotenlinien. Vgl., auch fiir 
Literaturnachweise, die Abhandlungen von PITTARELLI in den Rendiconti dei Lincei 
aus den Jahren 1891 und 1894. 


18) Ebenso hiitten wir auch im allgemeinen Fall (Nr. 16) vorgehen kénnen. 
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Schar von Kegelschnitten, die zu dem co*-System o der Bildkegelschnitte 
der ebenen Schnitte von F, apolar sind. Die zerfallenden Kegelschnitte 
von o bestehen aus zwei Geraden, von denen eine durch Q, die andere 
durch den der Richtung der ersten Geraden entsprechenden Punkt von g’ 
geht. Die vier Doppelgeraden yon o fallen also alle in g’ zusammen; den 
Punkt Q, der ja zwei beliebigen zerfallenden Kegelschnitten gemeinsam 
ist, haben wir als Schnittpunkt dieser vier Doppelgeraden anzusehen. Die 
apolare Schar besteht also aus Kegelschnitten, fiir die g’ Tangente in @ 
ist und die einander in diesem Punkt yon dritter Ordnung beritihren*’). 
Die Tangentialebene in einem Punkt 2 von fF, schneidet die Fl&iche in 
einer Erzeugenden und in einem Kegelschnitt durch x Das Bild dieses 
ebenen Schnittes ist ein Geradenpaar durch den Bildpunkt 2’ von x; und 
zwar geht die eine Gerade durch 2’ und Q, die andere durch x’ und jenen 
Punkt von g’, der der Geraden Qa’ in der bereits einigemal erwihnten 
Projektivitiit zwischen den Richtungen durch QY und den Punkten von 9’ 
entspricht. Durch x geht nun ein Kegelschnitt y der Schar, der die erste 
Gerade des Paares in Y und 2’ schneidet, die zweite aber in 2’ bertihrt, 
da die beiden Geraden beziiglich y konjugiert sind; das Linienelement 
von y in 2’ ist also das Bild des Linienelementes einer Asymptotenlinie 
und daraus folgt, dal jeder Kegelschnitt der Schar Bild einer Asymptoten- 
linie von F ist. Die Asymptotenlinien der kubischen Regelfliche mit 
zusammenfallenden Leitgeraden sind also kubische Raumkurven, die durch 
den Kuspidalpunkt gehen und die Leitgerade dort beriihren. Die feste 
Tangentialebene der Eliche lings der Leitgeraden ist Schmiegungsebene 
aller Asymptotenlinien im Kuspidalpunkt der Fldche; auperhalb dieses 
Punktes schneiden sich irgend zwei von thnen nicht mehr, was unmittelbar 
aus der Abbildung folgt. 

Projizieren wir die Asymptotenlinien aus dem Kuspidalpunkt, so 
ergeben sich oo’ Kegel, die durch die Leitgerade e’ gehen und lings der- 


*) Machen wir Q zum Punkt 24, =2,=0, 2, =1 und g’ zur Geraden 2, =0 der 
Bildebene x, so ist die Gleichung des Netzes 


hp 26 hy (ay [Wy Ly) Ay ary yt dg a, Hy = 0. 
Die dazu apolare Schar ist 
2 < 
Po (6: — Ey) uw BF = 0 
oder, als Biischel geschrieben 


ly (4 ay 2% — ;) See tig =O) 


Die vier Schnittpunkte der Kegelschnitte 4 #, a, — xy ==(0) na Xo = 0 fallen alle in den 
Punkt Q. [D.] 
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selben den Mantel von abwickelbarem Charakter bertihren. Zwei beliebige 
von diesen Kegeln haben aber auferdem noch die beiden zu e’ unendlich 
benachbarten Erzeugenden*~’) gemeinsam, denn wiire das nicht der Fall, 
so miibte jede Erzeugende die beiden durch diese zwei Kegel projizierten 
Asymptotenlinien in zwei verschiedenen Punkten treffen und daher ganz 
auf / liegen, was aber ausgeschlossen ist, da e’ die einzige ganz auf 
fF, liegende Gerade durch den Kuspidalpunkt ist. Halien wir also den 
einen der beiden Kegel fest und lassen den anderen variieren, so kénnen 
wir schlieBen, daB die Kegel zweiter Ordnung, die aus dem Kuspidalpunkt 
der Regelfliche I’, die Asymptotenlinien projizieren, ein Biischel von Kegeln 
bilden, die den einen Mantel der Fliche, und zwar den von abwickelbarem 
Charakter, lings der Leitgeraden beriihren und miteinander ebendort eine 
Beriihrung dritter Ordnung eingehen. Auf diese Beziehung reduziert sich 
im Falle der Regelfliiche F der letzte, auf die allgemeine Regelfliche F 
beziigliche Satz der Nr. 18. 


20. Die rationalen Regelflichen lassen eine wichtige Verallgemeine- 
rung Zu. 

Entsprechend dem Vorgang in Nr. 1 bemerken wir, daB eine kee 
(¢>1), die dem S, zugehért, nicht nur Normalmannigfaltigkeit (Kapitel IX, 
Nr. 10), sondern auch rational ist, da wir sie aus einem S,-;-2 durch 
ry —i—1 allgemeine Punkte derselben ein-eindeutig auf einen S;41 pro- 
jizieren kénnen. 

Wir werden spiiter (Kapitel XV, AS 10) sehen, daB die Vj, * des rei 
von einem Sonderfall abgesehen, aus oo * Riumen S; bestehen. Diese Vein 
faltigkeiten, die wir hier ausschlieflich betrachten, bezeichnen wir mit 
8, 3 ee um ihre Entstehungsweise zu kennzeichnen. 


Eine S,- V’ ist auch als Ort ihrer S, rational, da ihr Schnitt mit 


t+1 
einem allgemeinen S,-; eine Normkurve ist. 


21. Es gilt ein analoger Satz wie der in Nr. 2 bewiesene: Jede S,- Vee 
eines Raumes S, kann im Falle r>r’ als Projektion einer S,-V;,; des 8. 
angesehen wer den. 

Der Satz ist fiir 7=1 richtig; wir beweisen ihn durch Induktion. 
Schneiden wir die S,- Vo, mit einem allgemeinen S,_, des S., so 
erhalten wir als Schnitt eine S, ,-V/ ’. Da wir unsern Satz als giltig fiir 
i—1 voraussetzen, kénnen wir einen S, durch den S, legen, in ihm einen 
vom S, unabhingigen S_,, wihlen und die S,_ vee als Projektion 
einer S,_,-W, des S__ ay $3, Bay ais dem S_._, auf den S, 


erhalten. Ein allgemeiner S,-;-; des S,-1, der durch den Srer-1 geht, trifft 


1 


2°) Selbstverstindlich Erzeugende der Kegel. [D.] 


Bertini, Geometrie. 23 


354 Kapitel XIV. 


die S.-W, in r=% Punkten P,, P,, ---7F0 “"), deren Bilder Punkte 
P’, P’,..., P_, der S.-V". sind, die im Schnitt S,_. , des S._,_, mit dem 
, 2? r-t i t+1 r—-t-l r-t—1 


liegen. Ein S,-; des S,, der auBerhalb des S,-1 dureh diesen S,-¢-1 
geht, schneidet die are in einer rationalen Kurve V{°. Projizieren 
wir diese VES aus dem S___,, 80 erhalten wir im S,_ j= S)_,- S,_ vy einen 
S,.---1-Kegel, von dem r—?2 i erzeugende Riume dureh die Punkte P;, Po, 

P.-; gehen. Durch diese und einen weiteren allgemeinen Punkt P.-i+1 
legen wir nun auf dem Kegel eine rationale Kurve W,* (Kapitel XIII, 
Nr. 15). Die projektive Verwandtschaft zwischen den S,, der S,,-V; ° 
und den oo der vr ruft eine projektive Verwandtschaft zwischen 
den S,, der S.-W‘ und den Punkten der W/" hervor, in welcher 
die r—2 Pankte vo By ..., P.-; in ihren entsprechenden §S;-; liegen. 
Der Ort der S;, welche die S;-; mit ihren entsprechenden Punkten ver- 
binden, a nun offenbar dem S, zu, wird in die S.-Vi. projiziert 
und hat die Ordnung »—?. Um letzteres nachzuweisen, legen wir einen 
allgemeinen S__,,, durch die Kurve 1 sae schneiden mit ihm die SW 
und wenden den ersten Satz der Nr. 7 an. 

Es lassen sich hier aualoge Betrachtungen wie in Nr.2 durchfiihren. 
Im Beweis haben wir vorausgesetzt, daB die S.-Vi, als Ort der S, rational 
ist; wegen Nr. 20 folgt aus dem Satz, daB sie auch als Ort ihrer Punkte 
rational ist. Umgekehrt ist eine als Punktort rationale S,-V/,; auch als 
Ort ihrer 5; rational; in der Abbildung auf einen §;,; gehen ihre S; ja 
in ein Hyperebenenbiischel itiber. 

Ebenso folgt, dafi es dasselbe bedeutet, von einer Vi41 des S,, die 
Ort von co’ Riiumen 8; ist, zu sagen, da sie die Ordnung r—7 hat, also 


s 


eine S.-V/,, ist oder daB sie rationale Normalmannigfaltigkeit ist. 
22. Wir erwiihnen nur noch die beiden Erzeugungsarten der 8,-Vj.j, 
die zu denen der Normkuryen (Kapitel XTI, Nr. 5) und Normregelfliichen 


**) Wenn es auch fiir den Beweis unnétig ist, bemerken wir doch, da8 die Punkte 


P,, P,, ..-, P._, wnabhiingig sind, weshalb die W, ““, von der sofort gesprochen wird, 

Noemcurte ist. Ein allgemeiner S__, durch den S ‘Ss »-1 Schneidet die S, Pei “in 
- = Rr es 

einer Sue ieee: die dem S__, zugehirt, da sonst die Seek * dem S. _, nicht 


zugehéren wtirde, und irreduzibel ist; wiirde sie niimlich zerfallen, so koante sie nur 


in eine Mannigfaltigkeit, die Ort von Riiumen S_, ist, und in mehrere S._, zerfallen. 
Nun gibt es aber cof SY ©) oo" Ritume oe , durch die S. | der SW 
und durch den (von diesen $;_; wnabhiingigen) S,_,-_ 4, neal oo” Biome cae dureh 
den S_._,. Wegen r°—7 <i —1 kann ein allgemeiner S__, die S.gsW iS nicht 
in Ritumen S._, schneiden. Ahnlich erkennt man, da8 der Schnitt ante allgemeinen 
S._3,der im S__, liegt und durch den S_,_, geht, mit der S, aw irreduzibel 
zugehért; so fiihrt man fort, bis man schiieBlich bei lea in Rede 


ist und dem S._, 


stehenden Schnitt mit einem S_._ angelangt ist. 
re sal 
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(Nr.9) analog sind und verweisen wegen weiterer Eigenschaften der SVs. 
auf die beziiglichen Abhandlungen””). 


Ein S_, durch einen S, einer S,-V/,; schneidet diese auSerhalb in 
: AiSeol ota ‘ 
einer S,_,-V; “~ eines S__,. Alle Hyperebenen durch den S_, schneiden 


die 8,-Ving also auBerhalb in Riiumen S,. Nehmen wir r—i solche howe: 
als Achsen von Hyperebenenbiischeln, so folgt: Jeder S, einer 8,-V}} ergibt 
sich als Schnitt entsprechender S,-1 von r—i projektiven Biischeln. Aus 
dieser Erzeugungsart ergibt sich in gewohnter Weise die zweite: Hine 
S.-Vi, ist der Ort der Schnitte entsprechender und sich schneidender S.,, 
eweier projektiver Biinde, deren Kerne zwei 8; sind. 


23. Diese doppelte Erzeugungsweise und analoge, wie wir sie beispiels- 
weise bei der V; des S, mit zehn Doppelpunkten gefunden haben 
(Kapitel VUI, Nr. 31), sind Sonderfiile einer allgemeinen Bezichung, die 
wir VrronesE”*) yerdanken. Wir betrachten die ¢ Gleichungen 


Ay Usa tt Aguas +--+. + Amn tim = 0 

My unit Ae Ug2 4— «+ -: - Ne U2m = 0 
(1) | 

Ay Us 1 Ag U2 Lees din Mim = 0, 


worin t>m, die wz lineare Formen in den Koordinaten x; und die A 
variable Parameter sind. Es sind die Gleichungen von ¢ Hyperebenen- 
biinden, deren Kerne ebensoviele Riume S,-,, sind**); lassen wir jene 
Hyperebenen einander entsprechen, in deren Gleichungen (1) die Para- 
meter / dieselben Werte haben, so werden die Biinde aufeinander projektiv 
bezogen. Fiir einen Punkt mit den Koordinaten x, der ¢ entsprechenden 
Hyperebenen gemeinsam ist, sind die Gleichungen (1) fiir nicht durchwegs 
verschwindende Werte der Parameter erfiillt; es mu also 


Ui1 Ui12 Uim 
. U21 Uz2 U2m 
(2) "| =0 
U1 U2 --- Uim 
22) Die Verallgemeinerung der Beziehungen, die fiir Normregelflichen gelten, 
gab fiir den Fall i= 2 SEGRE, Sule varieta normali a tre dimensioni... (Atti della 
R. Accad. di Torino 21, 1885); fiir beliebiges 7, dem von SEGRE eingeschlagenen Weg 
folgend, BELLATALLA, Sulle varieta razionali normali... (Ebendort 36, 1901.) 


3) Behandlung der projektivischen Verhdltnisse der Rdume von verschiedenen 
Dimensionen... (Math. Ann. 19, 1882). 

*4) Der Kiirze halber setzen wir ¢<r und somit auch m<vr voraus. Die Kerne 
siimtlicher Biinde, von denen oben die Rede ist, existieren dann wirklich. Ist das nicht 
der Fall, so besteht jeder der betreffenden Biinde aus der Gesamtheit der Hyperebenen 
des S.; die erliiuterten Beziehungen erleiden dadurch keine wesentliche Anderung. 

23* 
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sein; d.h. es miissen alle m-reihigen Determinanten dieser Matrix ver- 
schwinden (was bereits der Fall ist, wenn ¢—m--1 Determinanten ver- 
schwinden) und umgekehrt. 
Die durch (2) definierte Mannigfaltigkeit V hat die Dimension 
: ; 25 : : ane 
»—t+m—1; es lift sich zeigen*’), daB sie die Ordnung Des at hat. 
Dieselbe Mannigfaltigkeit erhalten wir auch auf andere Art. Betrachten 


wir niimlich die Gleichungen 


| 01 U1 + Og tar + --» + Qi =O 
) ‘ ‘ qwctan A. pe ts 0), y= ) 
9) 01 U2 + Ov Mee 4 - Or U2 = | 
(5) 

| O; Uim—+ O02 U2m ++ aoe \- O; Him = 0, 


deren Matrix wieder die linke Seite von (2), nur mit vertauschten Zeilen 
und Spalten ist. Sie stellen m projektive Biinde mit Kernen S,-, dar, Die 
Koordinaten a; eines Punktes von V befriedigen (2) und verleihen der 
Matrix yon (3) den Rang m—1; setzen wir diese Koordinaten in (3) ein, 
so kinnen diese Gleichungen, yon einem Proportionalitiitsfaktor abgesehen, 
durch «"*! yerschiedene Wertsysteme der Q erfiillt werden. Das bedeutet, 
daB durch einen Punkt von V gerade m entsprechende S,-74m-1 der m 
erwiihnten projektiven Biinde hindurchgehen und umgekehrt. Wegen ¢>m 
folgt: Die durch die Schnitte S,-. von t entsprechenden Hyperebenen der 
projektiven Biinde (1) erzeugte Mannigfaltigkeit V wird auch von den Schnitten 
entsprechender (und sich schneidender) S,-t+m-1 der m projektiven Biinde (3) 
erzeugt und umgekehrt. Die beiden Systeme (1) und (3) sind die sogenannten 
konjugierten Systeme von VERONESE. 


24. Die Kerne der Biinde (3) liegen offenbar auf V und kénnen aus 
den Schnittriumen S,-, yon ¢ entsprechenden Hyperebenen der Btinde (1) 
allgemein ausgewiihlt werden. Nehmen wir niimlich m Wertsysteme der 
ih mit nicht verschwindender Determinante und bilden wir mittels der 
Parameter Qi, Q2, ..., Q; lineare Formen der fiir diese Werte der A sich 
ergebenden Systeme (1), so erhalten wir an Stelle von (3) m andere pro- 
jektive Biinde, die zufolge wohlbekannter Eigenschaften der Matrizen eben- 
falls die Mannigfaltigkeit V erzeugen. 

Ebenso kiénnen die Kerne der Biinde (1) allgemein aus den Schnitt- 
raumen S,-m yon m entsprechenden Hyperebenen der Biinde (3) ausgewihlt 
werden. Ist t=m, so liegen alle diese S,-m sowie die 8,-. auf der Mannig- 
faltigkeit V"°); ist t>m, so sind die S.-m Sekantenrtiume der V, a. h. sie 

**) Vel. Nr. 5 der in Kapitel X, Anmerkung*’) zitierten Arbeit von SEGRE (fiir 
m und » ist beziehungsweise ¢—1 und m—1 zu setzen). 


**) V ist dann eine Hyperfliiche von der Ordnung ¢. 
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schneiden V in einer Mannigfaltigkeit, deren Dimensionszahl griBer ist 
als die des Schnittes von V mit einem allgemeinen S,-m. Wegen des eben 
Gesagten kinnen wir ja ohne Kinschriinkung der Allgemeinheit annehmen, 
daB einer der allgemeinen S,-, etwa durch die m Hyperebenen w11 = 0, 
Uz2=0, ..., Um=90 gegeben sei. Lassen wir die erste Gleichung (1) fort, 
so erzeugen die tibrigen ¢— 1 projektiven Biinde eine Mannigfaltigkeit V’, 
die V enthailt und von der Dimension r—t-+-m ist, die also um eine 
Einheit gré8er ist als die von V. Die Mannigfaltigkeit V’ wird von den 
obigen m Hyperebenen, also von ihrem Schniit S,-» in einer Mannig- 
faltigkeit geschnitten, die auf V liegt und die Dimension 7—¢ hat, die 
also ebenfalls um eine Einheit gréfSer ist als die Dimension des Schnittes 
von V mit einem allgemeinen S,_,. 

Existiert ein S,-:+1, der Schnitt von entsprechenden Hyperebenen der 
Biinde (1) ist, so ewistiert auch ein Sr—-m+i1, der Schnitt entsprechender Hyper- 
ebenen der m Biinde (3) ist und auf V liegt oder Sekantenraum derselben 
ist, je nachdem tm oder t>m gilt. Beides ist offenbar davon abhingig, 
ob Wertsysteme der Parameter A und 0 existieren, fiir die identisch in 
den Veranderlichen x 


t=m h=t 


>} >; Ai On Vin = 0 


t=1 h=1 
gilt. 
Bemerkt sei, da$ die Beziehungen dieser und der vorhergehenden 
Nummer sich leicht fiir den Fall verallgemeinern lassen, wo die w;; nicht 
linear, sondern Formen beliebiger Ordnung in den @ sind. 


25. In Nr. 23 ergab sich die Mannigfaltigkeit V als Ort der Punkte ~, 
fiir die die Matrix (2) den Rang m—1 hat, so daB von den in (1) auf- 
tretenden Parametern 4, ds, ..., A» sich nur einer willktirlich annehmen 
li8t. Man kann nun auch verlangen, da8 die Matrix (2) den Rang m—h 
habe; dann sind der Parameter 4, 42, ..., dm willkiirlich. Es ergibt 
sich — sofern sie tiberhaupt existiert — eine Mannigfaltigkeit V™ (fiir h=1 
obige V) als Ort der Schnitte von ¢ entsprechenden S,-, der ¢ projektiven 
Biinde (1), woraus wieder eine konjugierte Erzeugung mittels der Biinde 
(3) folgt. 

Es sei nun insbesondere r=mt—1. Die mt linearen Formen 2;; 
lassen sich dann unabhingig annehmen und als Koordinaten eines Punktes 
deuten. Es existieren simtliche Mannigfaltigkeiten V“ von h=1 bis 
h—m—1; aus der V™-» lassen sich alle anderen V™-®, V™-9)... als 
Orter der Sehnen, der trisekanten Ebenen, ... der V™-» ableiten™’). Wir 


2") Vgl. Nr. 3 der in **) zitierten Arbeit von SEGRE. 
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besehrinken uns hier darauf, die wichtigsten Kigenschaften dieser /™-», 


der sogenannten Sxerax’schen Mannigfaltigkeit anzugeben; sie wurde nach 

. . . aC: . 28) . 
dem Geometer benannt, der sich als erster mit ihr beschéftigte™). Wir 
bezeichnen sie im folgenden kurz mit V. 


26. Da V im Raum Sy:-1 dureh das Verschwinden der zweireihigen 
Determinanten der Matrix (2) gegeben ist, hat sie die Dimension 


itn — 1S 


Ist was-- 0, so folgt aus 


UxiUas — Uno Val = 0, 


wenn Wir t@%;,— a, und 


= y; Setzen, 
(4) er = eeyi Vk =1, 2) «5, byob ede oa.y mm); 


wo die # und y zwei Systeme unabhiingig veriinderlicher Parameter sind, 
die wir als homogene Koordinaten der Punkte zweier Riume S;*; und 
Sn-1 ansehen kénnen. Die Sazern’sche Mannigfaltigkeit ist also mit der 
Mannigfaltigkeit der Punktepaare zweier Rédéume identisch”’). Sie gehirt 
dem Sn:-1 zu, da keine in wu; lineare, also in den a und % bilineare 
identische Relation mit nicht durchwegs verschwindenden Koeffizienten 
existiert. 

Um die Ordnung von V zu finden, fiigen wir 2u (4) m-+¢t—2 lineare 
Gleichungen in den wu; hinzu. Setzen wir in diesen fiir die w;;, die Werte (4) 
ein, so ergeben sich in x und y; bilineare Gleichungen; die Anzahl ihrer 
gemeinsamen Lisungen stimmt mit der Anzahl der Lésungen von m--#¢— 2 
Gleichungen tiberein, deren linke Seiten Produkte von je zwei beziehungs- 
weise in x und y linearen Formen sind*’). Nehmen wir aus t—1 dieser 
Gleichungen die in @ linearen, von den tibrigen m—1 die in y linearen 


8) In der in Kapitel IX, Anmerkung *%) zitierten Arbeit und spiiter in der in 7°) 
und *’) erwihnten Abhandlung. 


°°) Man kann eine beliebige Anzahl & von Riiumen und die aus den Gruppen 
von k&, baw. in diesen Riumen angenommenen Punkten bestehende Mannigfaltigkeit 
betrachten, worauf gleichfalls von SEGRE hingewiesen wurde. Diese Mannigfaltigkeit 
nennt SCORZA in Sulle varieta di Szere (Atti della R. Accademia di Torino 45, 1909) 
Szere’sche Mannigfaltigkeit k’” Art. Unsere V ist demzufolge von zweiter Art. 


*°) Es handelt sich hier um eine Anwendung des sogenannten Prinzips der Er- 
haltung der Anzahl, die zulissig ist, weil V, wie sich aus der folgenden Uberlegung 
ergibt, singularititenfrei ist. Vgl. SEVERI, Sul principio della conservazione del numero. 
(Rendiconti di Palermo 33, 1912.) 
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Faktoren, setzen diese gleich Null und zwar auf alle méglichen Arten, 
so ergibt sich die Anzahl der Lisungen, also die gesuchte Ordnung 
der V als*’) 


Vee = (¢-+m— 2)! 
tl m1 == I top — 1)! 


27. Wir fixieren einen Punkt y des Sny-1, d. h. wir geben den 
Verhaltnissen yi: yo: --.: Ym feste Werte und betrachten die Matrix von 
mt Spalten und ¢ Zeilen 

; Miter ne WAY 2 Oat 0 
¥* ee OY ila sheUin. 2a 0 


(5) , 


die offenbar von Null verschieden ist. Die ¢ Punkte des S,:-1, deren 
Koordinaten die Zahlen in den Zeilen dieser Matrix sind, sind daher 
unabhingig; die Gleichungen (4) bestimmen dann also, wenn wir 71, 2», 
.., # als variable Parameter ansehen, einen auf der V gelegenen S;-1 

des Sn+-1. Ebenso erhalten wir, wenn wir 2%: %2:...: a fixieren, einen 
Sm-1 der V. Zwei so bestimmte Raume S;-1 und S,»-1 haben den durch 
die zugehérigen, nacheinander fixierten Punkte x und y bestimmten Punkt 
gemeinsam. Die Mannigfaltigkeit V ist also (einfacher) Ort zweier Scharen 
von beziehungsweise oo” * Rdumen Si-1 und oo? Réwmen Sm-1. Jeder Raum 
der einen Schar trifft jeden Raum der anderen Schar in einem Pnnkt. Ferner 
sind zwei beliebige Rdume der einen Schar projektiv aufeinander bezogen 
durch ihre Schnittpunkte mit den Riumen der anderen Schar. Letzteres 
kénnen wir so zeigen: Zwei S;-1 etwa ergeben sich, wenn wir zwei ver- 
schiedene Wertsysteme der y fixieren, so da sowohl die Punkte des einen 
wie auch die des anderen S;-1 lineare Kombinationen von ¢ Punkten mit 
den Parametern 7, v2, ...,% werden, die also als homogene Koordinaten 
in jedem der beiden S,-; angesehen werden kénnen (Kapitel I, Nr. 5). 
Betrachten wir zwei Punkte der S;-1, die zu denselben Werten der x 
gehéren, als entsprechend, so sind das gerade die Schnittpunkte mit einem 
S-1, und damit ist eine Kollineation zwischen den beiden S;-1 festgelegt. 
Betrachten wir umgekehrt ¢ unabhingige Riume S,,4 eines Syi-1, 

die somit (Kapitel I, Nr. 14) diesem Raum zugehéren, und die aufeinander 


3") Das ist ein Sonderfall der in Kapitel IX, Nr.15 angegebenen Zahl. Dort ist 
ja von nichts anderem die Rede als von einer SEGRE’schen Mannigfaltigkeit n‘°" Art. 
— Wegen der EKigenschaften der V™ pei beliebigem h vgl. auch DUSCHEK, Uber eine 
besondere Klasse algebraischer Mannigfaltigkeiten (Monatshefte Math. Phys. 38, 1923). [D.] 
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projektiv bezogen sind. Der Ort der Verbindungsriéume S,-1 von ¢ ent- 
sprechenden Punkten ist eine Mannigfaltigkeit V. Machen wir die ¢ Raume 
Sm-1 so zu Grundriumen des Sy,:-1, daB die Koordinaten ihrer Punkte 
beziehungsweise durch die ¢ Zeilen der Matrix (5) darstellbar sind, so ist 
die Projektivitiit zwischen ihnen dadurch gegeben, da$ wir Punkte der- 
selben, fiir die die v1, y2, .--, Ym dieselben Werte haben, einander zuordnen, 
was immer miglich ist. Die Koordinaten der Punkte der Verbindungsriume 
von ¢ entsprechenden Punkten sind dann dureh die Formeln (4) ausdriickbar, 


28. Erwiihnt sei, da8 die in Kapitel III, Nr. 8 besprochene Mannig- 
faltigkeit ein Sonderfall (t= 2, m beliebig) der Srcre’schen Mannigfaltigkeit 
ist. Auch die dort angegebene Konstruktion libt sich auf den allgemeinen 
Fall unmittelbar ausdehnen. Es seien etwa ¢-+-1 Riiume S,,-1 des Smi-1 
gegeben, von welchen je ¢—1 unabhiingig sind. Unsere Mannigfaltigkeit V 
ist dann der Ort der mit diesen Sn-1 ineidenten S,-1. Legen wir naimlich durch 
einen yariablen Punkt eines dieser Riume den (einzigen und wohl- 
bestimmten) S,-1, der die tibrigen ¢ gegebenen Riume in je einem Punkt 
trifft, so bestimmen die sich so ergebenden oo”* Riume S;-1 zwischen 
zwei beliebigen der ¢t-+-1 gegebenen S,,-1 eine Korrespondenz, die eine 
Kollineation ist; dasselbe folgt, wenn wir die beiden §S,,-1 mit dem 
Bund schneiden, dessen Kern der Verbindungsraum Spi-m-1 der t—1 
iibrigen S,,-1 ist. 


29. Wir betrachten noch den Sonderfall t=m=3. Die Srerr’sche 
Mannigfaltigkeit V ist dann von vier Dimensionen und von sechster 
Ordnung, gehdrt einem S, zu und ist durch 


(6) tis xy (le, lA, 2, 3) 


gegeben. Ihre Punkte sind Bilder der Punktepaare zweier Ebenen x und 2’. 
Sie enthalt zwei Scharen von oo” Ebenen, es ergibt sich eine Ebene der 
einen Schar, wenn wir «, eine Ebene der zweiten Schar, wenn wir y 
festhalten. Durch jeden Punkt von V geht je eine Ebene aus jeder Schar; 
ihr Verbindungsraum S, ist Tangentialraum der V-im betrachteten Punkt. 
Die Ebenen der einen Schar sind projektiv aufeinander bezogen durch 
die der anderen Schar. 

Jeder S; des S, durch eine Ebene @ der einen Schar schneidet zwei 
weitere Ebenen a’ und a” derselben Schar in zwei Geraden. Diese werden von 
den Geraden, die ihnen in der Projektivitiét zwischen «’ und @”’ entsprechen, 
in zwei Punkten geschnitten, die mit dem ihnen in der Projektivitiit zwischen 
a und a’ oder a und a’’ entsprechenden Punkt P von @ verbunden einen S, 
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der zweiten Schar geben, der ganz im S; liegt. Dieser 8, ist somit Tangential- 
hyperebene von V in P. Umgekehrt enthiilt jede Tangentialhyperebene der 
V in einem Punkt P derselben die zwei Ebenen von V durch P. 

Sind a; die Koordinaten, also 


> ani Ui = 0 


die Gleichung einer Hyperebene a, so ist wegen des eben Gesagten not 
wendig und hinreichend, damit a Tangentialhyperebene der V sei, daB sie 
eine Ebene von V enthiilt, da8 also wegen (6) die Gleichung 


DX ani Ly, n= 0 
befriedigt ist, wenn wir etwa y festhalten und @ variieren lassen. Daraus folgt 


as 
(7) Qo, eq a3 | =O 


als Gleichung von V als Einhiillende von Hyperebenen. Die Mannigqfaltig- 
keit V ist somit von dritter Klasse **). 


30. Die Punktepaare zweier Geraden, bzw. aus = und 2’ werden 
abgebildet auf die Punkte einer Flache zweiten Grades Ke eines S,; die 
Punktepaare einer Geraden etwa von 7 und der ganzen anderen Ebene ’ auf 
die Punkte einer dreidimensionalen kubischen Mannigfaltigkeit We eines S,. 
Die V; wie auch die (8 sind eee der Srern’schen Aamo idee. 
Es folgt, daB auf V gerade co Fliichen Ve und zwei Scharen von je co 
Mannigfaltigkeiten V? , liegen. Aus der Abbildung ergeben sich leicht ihre 
wechselseitigen Beziehungen. 

Wir wenden uns jedoch einer anderen Betrachtung zu. Es seien & 


und ) zwei Gerade von « bzw. x’. Analog zu (6) setzen wir 
(8) ai=Em (hk, l=1, 2, 3), 


indem wir die Hyperebene mit den Koordinaten a; als Bild der beiden 
Geraden nehmen. Die Mannigfaltigkeit der Hyperebenen, die siimtlichen 
Geradenpaaren von = und x’ entsprechen, bezeichnen wir mit W. Sie ist 


32) Dieses Resultat ist ein Sonderfall eines von SEGRE herriihrenden Satzes, der 
die Klasse von V im allgemeinen Fall gibt und sich in Nr. 7 der Preliminari di una teoria 
delle varieta luoghi di spazi (Rendiconti di Palermo 30, 1910) findet; und zwar ist die Klasse 


‘ oder ( id je nachdem m<¢ oder m=t ist. 
m—1 \¢ — 1} ° 
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als Punktort durch (7) dargestellt, wenn wir dort die a: durch die uj. er- 
setzen. Aus (8) und (6) folgt die Identitiit 


Sey S 
> Ge, & Ne Yt = = Ae Unt 


Durchliuft daher « die Gerade € oder y die Gerade 4, so ist in beiden 
Fallen 
> Ait Uni = O 


fiir alle Punkte mit den Koordinaten wm, die auf den beiden v, liegen, 
die beziehungsweise durch die Geraden € und bestimmt werden. Die 
Hyperebene mit den Koordinaten a, das Bild dieser beiden Geraden, 
geht somit durch die beiden ae also auch dureh ihre beiden Zugehorigkeits- 
riume S;. Im S, besteht somit ein Dualitdtsgesetz, in dem V und W ein- 
ander entsprechen; den beiden Scharen von Ebenen der V entsprechen 
die beiden Scharen von S,; der W u.s. w. 

Wir bemerken schlieBlich, daB wir zu den Mannigfaltigkeiten V und 
W auch gelangen, wenn wir die Korrelationen 


= Ot Ly Yt = 0 oder & Unt &, Y= 0 


zwischen zwei Ebenen auf die Punkte oder Hyperebenen eines S, abbilden; 
eine analoge Abbildung der Kegelschnitte einer Ebene auf die Punkte 
(oder Hyperebenen) eines S; werden wir im Kapitel XVI kennen lernen*®), 


**) Hiezu und wegen weiterer Eigenschaften von V und W, insbesondere wegen 
ihrer Anwendung auf die Darstellung der komplexen Elemente von Grundgebilden 
zweiter Stufe vgl. die bereits einigemal zitierte Arbeit von SmeGRE in den Rendiconti 
di Palermo 5, 1891. Bemerkt sei auSerdem, daf der zuletzt besprochene Sonderfall der 
SEGRE’schen V zu den Mannigfaltigkeiten mit elliptischen Schnittkurven gehort, wie 
von SCORZA gezeigt wurde: Le varieta a curve sezioni ellitiche (Annali di Matematica 
15 [8], 1908). 


KAPITEL XV. 
Die V, des S.. 


1. Wir miissen hier die Erérterung einer in der modernen Geometrie 
besonders wichtigen Abbildung vorausschicken. Dieselbe ergibt sich aus der 
in Kapitel X, Nr. 2, erwahnten und gestattet, die Untersuchung der Eigen- 
schaften der Geometric der birationalen Transformationen aus Beziehungen 
der projektiven Geometrie herzuleiten. Die beziiglichen Auseinander- 
setzungen fiihren wir fiir einen Sonderfall durch; ihr allgemeiner Charakter 
ist aber ohneweiters zu erkennen. 

Es sei F’ eine dem S, zugehérende Flache, die mittels der Formeln 


(1) Ben) Os le wi, eo = 0, 1,2) 


rational*) auf eine Ebene x abgebildet werden kann. Die f; sind dabei 
teilerfremde und, da F' dem S, zugehért, auch linear unabhiingige Formen. 
Den Schnitten von / mit den Hyperebenen 


( 2) ys hi Li 0 
entsprechen die Kurven eines linearen oo’Systems 
(3) Di fi (yx) =0, 


das wir mit | C| bezeichnen wollen und das irreduzibel ist. Da die Formen /; 
teilerfremd sind, kann es keinen festen Bestandteil geben; waren die /; 
jedoch Formen in zwei anderen Formen (vgl. Kapitel X, Nr. 13), so wiren 
(1) die Gleichungen einer rationalen Kurve und nicht die einer Flache. 
Zwischen den Hyperebenen (2) des S, und den Kurven (3) von | C| besteht 
eine Projektivitét, in der entsprechende Gebilde durch dieselben Werte 
der Parameter A gegeben sind (vgl. die bereits zitierte Nr. 2 des Kapitels X). 

Es sei nun umgekehrt in einer Ebene = ein irreduzibles lineares oo” 
System | C| mit der Gleichung (3) gegeben. Zwischen diesem System und 
der Gesamtheit der Hyperebenen eines Raumes S, bestimmen wir eine 
Projektivitét, was ohne Einschrinkung dadurch geschehen kann, daB wir 


*) Nicht notwendig birational. 
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die Gleichung (2) anschreiben und dieser Hyperebene jene Kurve (3) 
zuordnen, die sich mittels derselben Parameterwerte A ergibt. Dann 
bestimmt jeder Punkt y von a einen Punkt « des S,. Der Punkt y 
bestimmt ja ein in |C| enthaltenes lineares co”+-System, das durch jene 
Werte 4 gegeben ist, die der Gleichung (3) gentigen, wenn wir die Ko- 
ordinaten des Punktes y einsetzen. Diesem linearen System entsprechen 
in der Projektivitit die oo”-! Hyperebenen durch einen Punkt x. Bemerken 
wir, daB8 diese Hyperebenen durch soleche Werte der 4 gegeben sind, die 
der Gleichung (2) geniigen, wenn wir die Koordinaten von a einsetzen, 
so erkennen wir, da (2) und (3) einander durchaus iiquivalent sind; die 
Koordinaten des Punktes x driicken sich somit mittels der Formeln (1) 
durch die Koordinaten des Punktes y aus. Durchliiuft y die Ebene a, so 
beschreibt « eine Fliche J’, deren hyperebene Schnitte den Kurven yon | C 
entsprechen und deren Gleichungen wir aus (1) dureh Elimination der y 
erhalten. Der Punkt « kann dabei nicht nur eine Kurve beschreiben, da 
wegen der Irreduzibilitit des Systems | C) die Kurven desselben, die durch 
einen allgemeinen Punkt gehen, nicht zugleich durch unendlich viele Punkte 
gehen kinnen; ein allgemeiner Punkt # kann also nicht unendlich vielen 
Punkten y entsprechen ”). 


2. Das lineare System |C| kann nun einfach oder zusammengesetzt 
sein; letzteres offenbar nicht mit einem Biischel, wohl aber mit einer 
Involution 0% Ordnung (Kapitel X, Nr. 14). Die Gleichungen (1) geben 
im ersten Fall ein Wertsystem, im zweiten Fall @ Wertsysteme fiir die 
yx, die einem einzigen, den Gleichungen von /’ gentigenden allgemeinen 
Wertsystem der z; entsprechen. 

Ist das System | C| einfach, so lassen sich die y, auch rational durch 
die a ausdriicken; die Abbildung von F' auf x wird ein-eindeutig und F 
selbst ist rational. Die Ordnung von F ist offenbar die Anzahl der variablen 
Schnittpunkte zweier allgemeiner Kurven von | C|, also der Grad D>0O 
dieses Systems. 

Ist |C| aber mit einer Involution von der Ordnung 9 >1 zusammen- 
gesetzt, so ist die Korrespondenz zwischen / und « einsinnig rational 


und die Ordnung von F' wird gleich = da jede Gruppe der Invyolution 


einen einzigen Punkt yon F liefert und zu jedem Schnittpunkt zweier 
Kurven von |C| noch @—1 weitere, jeweils eine Gruppe der Inyolution 


*) Will man jedoch ein reduzibles lineares System betrachten, und zwar eines, 
das einen festen Bestandteil enthilt, so kann man das vom variablen Teil beschriebene 
irreduzible lineare System in der obigen Art auf die hyperebenen Schnitte einer Fliiche F 
abbilden und hat dann zu diesen noch jene Kurve yon F hinzuzufiigen, die dem festen 
Bestandteil entspricht. 
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bildende Schnittpunkte existieren. Die Fliche / ist auch in diesem Falle 
rational, und zwar wegen eines bereits*) zitierten, yon CasteLNuovo her- 
rtihrenden Satzes, demzufolge den Gruppen der Involution in a sich die 
Punkte einer anderen Ebene birational zuordnen lassen. 

Wollen wir diese Unterscheidung zwischen einfachen und zusammen- 
gesetzten linearen Systemen vermeiden, also auch im zweiten Fall eine 
ein-eindeutige Korrespondenz zwischen / und a erhalten, so miissen wir 
diese Flache o-fach, also immer mit der Ordnung D nehmen. Auf diese 
Art labt sich oft der zweite Fall dem ersten unterordnen. 


3. So ist also jedem irreduziblen und einfachen*) linearen System 
ebener Kurven eine rationale Fliche F' zugeordnet und umgekehrt. Man 
sagt in gleicher Weise, daB das System | C| Bild der Fliche F' oder, dab F' 
Bild yon | C) ist, da man ja je nach Wunsch von den Eigenschaften des 
Systems auf die der Fliche oder umgekehrt schlieBen kann. 

Wie wir gesehen haben, stimmt die Dimension von | C| mit der Dimension 
des Zugehirigkeitsraumes von F und der Grad von |C| mit der Ordnung von F 
tiberein; die Eigenschaft, welcher diese Abbildung ihre groBe Bedeutung ver- 
dankt, ist jedoch die folgende: Jede birationale Transformation einer Ebene x, 
in welcher ein lineares Kurvensystem | C| vorgegeben ist, kommt einer projek- 
tiven Transformation der Bildfldche F gleich und umgekehrt. Die Geometrie 
der birationalen Transformationen wird also in diese projektive Geometrie 
iibergefiihrt und umgekehrt. Es sei x’ die auf x birational bezogene Ebene 
und | O’| das transformierte System von |C|°). Ist F’ im S? die Bildfliche 
yon | O’|, so besteht zwischen F' und F” eine ein-eindeutige Korrespondenz, 
in der zwei Punkte einander zugeordnet sind, deren Bilder einander in 
der birationalen Verwandtschaft zwischen « und x’ entsprechen. Diese 
ein-eindeutige Korrespondenz ist aber offenbar in der Projektivitéit zwischen 
den Gesamtheiten der Hyperebenen des S, und S; enthalten; die Schnitte 
dieser Hyperebenen mit /’ und F” entsprechen ja beziehungsweise den 
Kuryen von |C| und |C’| und die in Rede stehende Projektivitét ent- 
steht also aus der Projektivitit zwischen den Systemen |C| und | C’|. 
Analog weist man die Umkehrung nach. 


5) Kapitel IX, Anmerkung ”°). 

*) Den Zusatz ,einfach“ unterlassen wir im folgenden, 

5) DaB das transformierte System |C’| von |C]| linear und auf dieses projektiv 
bezogen ist, zeigt man ihnlich wie in Nr.1 auch in dem Fall, daf die Transformation 
nur einsinnig rational ist; d. h. aus 

v,=f;fy) wnd 2A, yp, (2) =0 
folgt 
Ey, (FY) = 0. 
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Da zwei projektiv aufeinander bezogene Fliichen nicht als verschieden 
angesehen werden miissen, kénnen wir unser Resultat auch so formulieren: 
Jeder Fliche, die ein-eindeutig auf eine Ebene abbildbar ist, entspricht eine 
Familie von linearen Systemen ebener Kurven, die mittels birationaler oder 
Cremona’scher Transformationen aus einander ableitbar sind und umgekehrt. 


4. Ist eine irreduzible Fliche 7, eines S,, ein-eindeutige Projektion 
einer irreduziblen Fliche / des S, (<7) aus einem S,-,,-1, so sind die 
hyperebenen Schnitte von F Projektionen der Schnitte von /’ mit Hyper- 
ebenen durch den S,-,,-1, eventuell von einer festen, in diesem Raum 
gelegenen Kurve befreit. Ist / und somit auch F rational, so folgt daraus, 
da8 das die Fliche #’ abbildende lineare System ein zweites lineares System 
enthilt, das Bild von F, ist und dem wir notigenfalls eine feste Kurve hinzu- 
zufiigen haben, nimlich das Bild der oben erwahnten, im S,-,,-1 gelegenen 
Kurve. Haben wir umgekehrt zwei derartige Systeme vor uns, so wird 
dem Bildsystem von F,, dem wir eventuell eine feste Kurve hinzuzufiigen 
haben und das dem Bildsystem von #’ untergeordnet ist, im S, ein Bund 
von Hyperebenen mit dem Kern S,-,,-1 entsprechen, in dem dann wieder 
das Bild der eventuell vorhandenen festen Kurve liegt. Die Kurven dieses 
Systems sind also die Bilder der Schnitte von /’ mit Hyperebenen durch 
den S,-,,-1; die Projektion von F’ aus dem S,-,,-1 auf einen allgemeinen S,, 
hat daher dasselbe Bildsystem wie F’, und fallt also entweder mit /, zusammen 
oder ist auf diese Flache projektiv bezogen (Nr. 3). Bleiben wir dabei, zwei 
projektiv aufeinander bezogene Flichen als identisch anzusehen, so gilt: 
Die Aussage, dafi ein lineares System in einem anderen enthalten ist, ist 
gleichbedeutend mit der Aussage, dap die Bildfliche des ersten Systems 
eine Projektion der Bildfliche des zweiten ist. 

Daraus lassen sich unmittelbar einige Schliisse ziehen. Der Raum 
S,-»,-1, aus welechem wir Ff’ ein-eindeutig in F, projizieren, habe mit 
F eine Kurve (was der oben betrachtete Fall wire) oder auch nur 
endlich viele Punkte gemeinsam. Dem kommt gleich, dafS das Bild- 
system |C,| von F, sich aus dem Bildsystem |C| von F’ dadureh ergibt, 
da8 wir von den Kurven von |C| entweder verlangen, eine feste Kurve 
zu enthalten, oder durch gewisse feste Punkte hindurehzugehen oder schlieB- 
lich anderen Bedingungen zu geniigen, die nicht darin bestehen, durch 
irgend welche Punkte hindurchzugehen. Bedingungen der letzteren Art 
werden hier dann und nur dann nicht auftreten, wenn die obige Kurve 
oder die obigen Schnittpunkte dem S,-,,-1 zugehdren. Immer ist dann | 
die Ordnung von F', kleiner als die von F, wie wir sofort mittels eines 
Schnittes mit einem S,-; oder S,-2 durch den S,-,,-1 erkennen. Die 
Ordnungen von #’ und Ff stimmen nur dann tiberein, wenn der S,-,,-1 
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die Flaiche F’ nicht trifft, wenn also das System |C,| dem System | C| 
untergeordnet ist, ohne daf neue Basispunkte in unendlicher oder endlicher 
Anzahl zu denen von |C| hinzukommen. 

Entsprechend der Definition in Kapitel IX, Nr. 10, hei8St eine einem 
gegebenen Raum zugehérende Fliche normal, wenn sie nicht Projektion 
einer anderen Fliiche derselben Ordnung sein kann, die einem hoheren 
Raum zugehért. Wegen unserer obigen Feststellungen kann ein lineares 
System, das Bild einer rationalen normalen Fliche, also einer Normfliche, 
ist, nicht aus einem héheren System dadurch erhalten werden, da8 wir 
die Kurven des letzteren durch irgend welche feste Punkte gehen lassen. 
Das Bildsystem einer Normfldche ist somit immer ein (beziiglich der Gruppe 
aller seiner Basispunkte) vollstindiges lineares System und umgekehrt °). 


5. Das vorhergehende Kapitel iiber die rationalen Regelflachen bietet 
ein bemerkenswertes Beispiel zu unseren Auseinandersetzungen’). 

Ein anderes wichtiges Beispiel bildet die (normale) Bildflache des 
vollstiindigen Systems aller Kurven von der Ordnung n(>1) einer Ebene. 
Diese Fliche gehirt offenbar einem S,j+3) zu, hat die Ordnung n° und 


2 ‘ 
l4Bt sich analytisch darstellen, indem man die 2; (i=0, Teer a 
siimtlichen Produkten n*" Grades dreier Veranderlicher yo, ¥,, y. propor- 
tional setzt. Sie enthilt ferner nur Kurven, deren Ordnungen Vielfache 
von » sind, also insbesondere keine Geraden, wohl aber oo” Kurven n*, 
co’ Kurven (2 2)", oo? Kurven (3) Ordnung u.s. w., die bezichungsweise 
auf die Geraden, Kegelschnitte, Kurven dritter Ordnung u. s. w. der Ebene 


abgebildet werden. 

Die Eigenschaft, co” Kurven n* Ordnung zu enthalten, die sich zu je 
zweien in einem Punkt schneiden, ist fiir diese Flaichengattung charak- 
teristisch; es gilt naimlich auch die Umkehrung: Enthilt eine Fldche F 
eine algebraische co°-Gesamtheit « von Kurven n” Ordnung von der Art, 


5) Wie wir schon in Nr. 1 erwiihnt haben, gestatten alle diese Beziehungen eine 
unmittelbare Verallgemeinerung fir lineare Systeme beliebiger Hyperflichen und auch 
fiir beliebige lineare Scharen. Vgl. hiezu das erste Kapitel der in Anmerkung “) zu 
Kapitel X zitierten Arbeit von SEGRE. Unter diese Verallgemeinerung fillt mancher 
Satz, den wir in den vorhergehenden Kapiteln gefunden haben, so beispielsweise der 
Satz aus Kapitel XIII, Nr. 4. 

) In der ebenen Abbildung der rationalen Regelfliichen finden sich auch Bei- 
spiele von Fundamentalpunkten und -kurven, wie sie bei der Abbildung rationaler 
Fliichen immer ’auftreten. Von diesen Fundamentalelementen haben wir nicht im all- 
gemeinen gesprochen, nicht nur weil wir sie im folgenden nicht bendtigen, sondern 
auch weil ihre Behandlung uns auf Gebiete fiihren wiirde, die — wenigstens teilweise 
— im Kapitel II des Anhanges behandelt werden. 


Kapitel XV. 


368 


dai zwei allgemeine Kurven von © sich in einem einzigen variablen Punkt 
schneiden, so ist F die rationale Bildjliiche stimtlicher ebener Kurven n’ 
Ordnung oder eine Projektion dieser Fliiche; die Gesamtheit o ist dabei das 
Bild der Geraden der Ebene. Aus der Voraussetzung, daB zwei allgemeine 
Kurven der Gesamtheit o sich in einem einzigen variablen Punkt schneiden, 
folgt yor allem, daB eine allgemeine Kurve C von o irreduzibel ist, wenn 
wir von einem eventuell yorhandenen festen Bestandteil dieser Gesamtheit 
absehen. Bestiinde niimlich C etwa aus zwei irreduziblen Kurven C’ und 0%, 
so wiiren zwei Fille méglich. Im ersten Falle besebreiben C’ und C” ein 
und dasselbe lineare System, wenn C yariiert. Da es wegen der Voraus- 
setzung aber unmiglich ist, daB zwei Kurven dieses Systems keine variablen 
Sehnittpunkte haben, schneiden sich zwei Kurven von 6 mindestens in vier 
Punkten, niimlich in den Schnittpunkten ihrer Bestandteile, was in 
Widerspruch zu unserer Voraussetzung ist. Der zweite Fall wire der, 
daB C’ und C” zwei verschiedene Systeme beschreiben; da dann durch 
einen Punkt von F' mindestens eine Kurve von jedem dieser beiden 
Systeme geht, hat eine allgemeine Kurve des einen Systems mindestens 
einen yariablen Punkt mit einer allgemeinen Kurve des zweiten Systems 
gemeinsam und deshalb haben zwei Kurven yon o mindestens zwei 
variable Schnittpunkte, was ebenfalls unserer Voraussetzung widersprechen 
wiirde. 

Weiter ergibt sich, da8 zwei allgemeine*) Punkte yon /’ eine einzige 
Kurve von o bestimmen; denn giibe es noch eine zweite Kurve durch die 
beiden Punkte, so hitten diese zwei Kurven zufolge der Voraussetzung 
und auch, weil das System algebraisch ist, unendlich viele Punkte, also 
einen Bestandteil gemeinsam. Lassen wir die beiden Punkte einander 
unbegrenzt niherrticken, so folgt insbesondere, da eine allgemeine Kurve 
yon o durch einen allgemeinen und den benachbarten Punkt bestimmt 
wird. Die Kurven von o durch einen allgemeinen Punkt von /’ entsprechen 
also ein-eindeutig ihren Tangenten in diesem Punkt und bilden also eine 
rationale co-Gesamtheit, die wir hier Biischel nennen. Die Punkte von F, 
die wir somit als Schnittpunkte der Kurven zweier solcher Biischel be- 
stimmen kénnen, lassen sich also ein-eindeutig auf die Punkte einer Ebene a 
abbilden, indem wir die beiden obigen Biischel auf zwei Strahlenbiischel 
yon « projektiy beziehen. Ordnen wir die gemeinsame Kurve der beiden 
ersteren Biischeln den gemeinsamen Geraden der beiden letzteren zu, so 
kiénnen wir wie bei der bekannten Konstruktion einer ebenen Kollineation 
(vgl. Kapitel I, Nr. 12) verfahren und schlieSen, daB den co? Kurven von 
6 die Geraden yon a entsprechen. Wir kiénnten auch so vorgehen, dab 


*) Es wiirde auch geniigen, die beiden Punkte beliebig auf einer irreduziblen 
Kurve yon o anzunehmen. 
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wir zu vier gegebenen Kurven von o die vier entsprechenden Geraden 
in « willktirlich annehmen’). 

Da schlieBlich die Kurven von © von n* Ordnung sind, also von 
jedem hyperebenen Schnitt von Fin x Punkten getroffen werden, muB 
jede Gerade yon x das Bild dieses Schnittes in » Punkten schneiden. 
Diese Bildkurven erfiillen also entweder das vollstindige System aller 
ebenen Kurven x‘* Ordnung oder ein in diesem enthaltenes System, dessen 
Ordnung iibrigens auch kleiner als x sein kann, und zwar in Abhingigkeit 
yon der eventuellen Existenz eines festen Bestandteiles von o, wovon wir 
oben abgesehen hatten. Damit ist unser Satz bewiesen (vgl. auch Nr. 4). 


6. Wir wenden uns dem Sonderfall »=2 des eben betrachteten 
Beispieles zu; es ergibt sich dann die Vzronzsn’sche Flidche, die (normale) 
Bildflache simtlicher Kegelschnitte einer Ebene, die von vierter Ordnung 
ist und dem S; zugehdrt. Die Abbildungsgleichungen erhalten wir, wenn 
wir die Produkte je zweier von drei Variablen den sechs Koordinaten 
im S,; proportional setzen. Auf der Fliche existieren nur Kurven gerader 
Ordnung, und zwar ~” Kegelschnitte, die den Geraden der Ebene ent- 
sprechen, co’ rationale Vi, die den Kegelschnitten der Ebene zugeordnet 
sind u. Ss. Ww. 

Aus dem Satz in Nr. 5 folgt, daB eine Fliche, die co” Kegelschnitte 
enthilt, von denen je zwei einen einzigen variablen Punkt gemeinsam 
haben, die Veronrsn’sche Flache oder eine Projektion derselben ist. Die 
Bedingung, da8 je zwei dieser Kegelschnitte sich in einem einzigen 
variablen Punkt schneiden, ist aber hier iiberfliissig; d.h. es gilt der Satz: 
Eine Fliche, die oo” Kegelschnitte enthdlt, ist die Vuronusu'sche Eliiche oder 
eine Projektion derselben. Es sei 6 eine irreduzible Gesamtheit yon oo’, 
auf einer Fliche gelegenen Kegelschnitten. Durch einen Punkt der Flache 
gehen dann oo’ Kegelschnitte; greifen wir also aus o einen allgemeinen 
Kegelschnitt heraus, so bilden die Kegelschnitte von o durch die simt- 


®) Bemerkt sei, daB wegen der Formeln 
Yy, = Pj, (a) C20) eR UR Gana) 
fiir die Abbildung von a auf F der Geraden 
§o Yo + Sts + So = 9 


bo Po + SM + Se M2 =O 


die von der Hyperfliiche 


ausgeschnittene Kurve von o entspricht, so daf die Kwrven von o eine lineare Schar 

bilden (Kapitel X, Nr. 16). Das ist ein Sonderfall eines von ENRIQUES herriihrenden 

Satzes (vgl. die Nr. 27 der in Kapitel X, Anmerkung™) zitierten Arbeit von SEGRE). 
Bertini, Geometrie. 24 
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lichen Punkte desselben die Gesamtheit o selbst und daher schneiden sich 
zwei Kegelschnitte von o mindestens in einem Punkt. Schneiden sie sich 
nur in einem Punkt, oder in zwei Punkten, von denen aber einer fest 
ist, so folgt der Satz unmittelbar aus Nr. 5. Schneiden sie sich jedoch in 
zwei yariablen Punkten, so liegen zwei Kegelschnitte von 6, die ja nicht 
einer Ebene angehéren kiénnen, in einem S,, in dem dann auch jeder 
weitere Kegelschnitt der Fliche liegen mu. Die vier Punkte, in welchen 
einer der letzteren die beiden ersten Kegelschnitte trifft, kénnen ja offenbar 


) 
a 


nicht in einer Geraden liegen, und daraus folgt, daB die V3 durch die 
beiden betrachteten Kegelschnitte und einen weiteren Punkt unserer Flache 
siimtliche Kegelschnitte der letzteren durch diesen Punkt enthilt und 
somit mit der Fliche selbst zusammenfallt. Eine V3 ist aber Bildflache 
des Systems der Kegelschnitte einer Ebene durch zwei Punkte, also (Nr. 4) 
eine Projektion der Vrronese’schen Flaiche aus einer Sehne derselben. 

Die Projektion der Veronesr’schen Fliche aus einem §,, der mit ihr 
keinen Punkt gemeinsam hat, auf einen S, ist die Bildfliiche eines ov’- 
Systems von Kegelschnitten ohne Basispunkte, die sogenannte Svzzzr’ sche 
Fliche*’). Dureh Projektion der Vrronese’schen Ve aus einem S,, der sie in 
zwei Punkten trifft, ergibt sich, wie bereits bemerkt, eine Vi durch Pro- 
jektion aus einem §,, der mit ihr einen Punkt gemeinsam hat, erhalten 
wir eine Regelfliche dritten Grades als Bildfliche eines oo*-Systems von 
Kegelschnitten mit einem Basispunkt. Aus unserem eben bewiesenen 
Theorem folgt fiir 3 der Satz von Darpoux''): Die Flichen des Ss, 
die oo” Kegelschnitte enthalten, sind die Flichen zweiten Grades, die kubischen 


Regelflichen sowie die Srutner’sche Fiche. 


7. Demzufolge ist die Vrronesr’sche Fliche also dadurch bestimmt, 
daB sie dem S, zugehirt und oo” Kegelschnitte enthdlt. Sie kann auch noch 
anders charakterisiert werden, und zwar in einer nicht weniger bemerkens- 
werten Weise, die wir jetzt auseinandersetzen wollen. 

Ist eine I'lache ein Kegel eines beliebigen Raumes S, oder die 
Veronese’sche Fliche des S;, so haben zwei ihrer Tangentialebenen immer 
einen Punkt gemeinsam. Das ist bei den Kegeln evident, fiir die Vrro- 
NESE Sche Flache folgt es daraus, daB durch die zwei Beriihrungspunkte 
der beiden Tangentialebenen ein Kegelschnitt der Fliche geht, dessen 
Tangenten in diesen beiden Punkten einander treffen. 

Umgekehrt gilt: Haben zwei allgemeine Tangentialebenen einer irre- 


**) Von dieser Fliche werden wir im folgenden Kapitel noch ausfiihrlicher zu 
reden haben. 


*) Bulletin des Sciences Math. 4 (2), 1880. 
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duziblen und dem S, zugehirigen Fliche einen Punkt gemeinsam und ist 
r>4, so ist die Fliche entweder ein Kegel des 8, oder die Vv; des S, von 
Veronese’). Vor allem kénnen sich zwei allgemeine Tangentialebenen einer 
V, nicht in einer Geraden schneiden, denn da voraussetzungsgemiB nicht 
alle Tangentialebenen in einem S; liegen kiénnen, miiften sie alle durch eine 
feste Gerade gehen (Kapitel I, Nr. 18); ein allgemeiner S,-; wiirde die Vo 
dann in einer irreduziblen und dem S,-; zugehérigen Kurve schneiden, deren 
simtliche Tangenten durch einen Punkt gingen, namlich durch den Sehnitt- 
punkt des S,-; mit der festen Geraden. Die Kurve wire somit eine Gerade, 
weshalb »—1=1 sein mtibte. Ebensowenig kinnen simtliche Tangential- 
ebenen der V, eine feste Ebene in Geraden schneiden, da sonst ein all- 
gemeiner S,-; die V2 in einer Kurve schneiden wiirde, deren simtliche 
Tangenten eine Gerade treffen miiSten, niimlich die Schnittgerade des S,_; 
mit der festen Ebene. Die Kurve wire also eben, d.h. es wire r—1=2. 
Méglich ist jedoch, daf die Tangentialebenen der V, alle durch einen Punkt 
gehen; ein S,-; durch diesen Punkt schneidet die V2 dann in einer Kurve, 
deren simtliche Tangenten durch diesen Punkt gehen und die somit aus 
lauter Geraden besteht: die V, ist ein Kegel. SchlieBen wir diesen Fall 
aus, so bestimmen drei allgemeine Tangentialebenen der V, drei verschie- 
dene Schnittpunkte, die einer Ebene x zugehéren; waren die drei Punkte 
nimlich in einer Geraden, so wire diese den drei Tangentialebenen ge- 
meinsam, was nicht méglich ist, wie wir eben festgestellt haben. Diese 
drei allgemeinen Tangentialebenen gehéren also wegen der Voraussetzung 
y>4 einem S,; zu. Eine vierte allgemeine Tangentialebene der V, mu 
die drei ersten in drei unabhingigen Punkten treffen und daher ebenfalls 
in diesem S, liegen, denn waren die drei Punkte in einer Geraden gelegen, 
so wiirde diese entweder die Ebene = nicht treffen, in welchem Fall die 
drei ersten Tangentialebenen in einem S, liegen miiBten, oder sie wiirde 
die Ebene x treffen, und dann miiSten mindestens zwei der drei Tangential- 
ebenen in einem S, liegen. Ebenso ist es wegen einer der obigen Bemer- 
kungen ausgeschlossen, daf die Gerade ganz in = fallt. 

Damit ist gezeigt, dab r—5 sein mub, wenn wir die Kegel aus- 
schlieBen. Es seien nun A’ und A’ zwei allgemeine Punkte der V;, und 
S$ und $3’ die zu diesen gehérigen Tangentialebenen. Der 3, der etwa 
durch S83 und A” geht, enthilt die Verbindungsgerade yon A” mit dem 
Schnittpunkt von S3 und S3/ und muf somit noch einen weiteren zu A’ 
benachbarten Punkt der V, enthalten. Infolgedessen schneidet ein S, durch 
S$ die V2 derart in einer Vi, dab jeder S; durch S3 und durch einen Punkt 
der V; auBerhalb des S3 die V; entweder ganz oder, wenn sie reduzibel 


”) Vel. DEL PEZzZ0, Sulle superficie dell’n™ ordine ... (Rend. del Cire. Mat. 


di Palermo 1, 1887) Nr. 12. 
7 24% 
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ist, einen irreduziblen Bestandteil derselben enthialt. Wiire das nimlich 
nicht der Fall, so erhielte man, da die dem S, und der V, gemeinsamen 
Punkte Bertihrungspunkte sind, auf dem erwiihnten irreduziblen Teil eine 
lineare Schar mit unendlich vielen mehrfachen Punkten, was unméieglich 
ist (Kapitel X, Nr. 25). Jeder S; durch die Tangentialebene $3 in A’ und 
durch einen Punkt A’ auBerhalb yon S3 hat mit der V2 eine Kurve durch 
A” gemeinsam. Dasselbe gilt, wenn wir die Punkte A’ und A’”’ miteinander 
vertauschen, 

Die Schnittkurve eines S, durch die Tangentialebene S83 in A’ mit 
der V’, hat also sicher mindestens einen irreduziblen, durch A’ gehenden 
Bestandteil, den wir mit y bezeichnen wollen. Es sind nun zwei Fille 
moéglich: 


1. y liegt in der Tangentialebene S; in A’. Dann enthilt der S3 
durch die Tangentialebene $3’ in A” und einen Punkt X von y diese Kurve 
ganz. Lassen wir niimlich X die Kurve y durchlaufen, so miiBte ja 
andernfalls der S;=$3’X bei seiner Bewegung immer eine Kurye der 
V2 enthalten, weshalb die V2 im S,= S383" gelegen wire. Daraus folgt, 


als 


daB y eine Gerade ist, niimlich der Schnitt von S2: mit dem $3, der dureh 
3’ und A’ geht, und daS ferner diese Gerade $3’ im Schnittpunkt 
yon Sz und $3’ trifft. Ebenso existiert eine Gerade durch A’, die S3 im 
selben Punkt schneidet. Die V, ist somit ein Ort von Geraden, die einander 
zu je zweien schneiden, also ein Kegel. 


2. y liegt auBerhalb der Tangentialebene S3 in A’ und ist also keine 
Gerade. Lassen wir den S; sich um S83 bewegen, so beschreibt y die Vo. 
Nehmen wir also einen allgemeinen S; durch S23 und einen allgemeinen 
Punkt A” auf der zugehérigen Kurve y an, so ist A” ein allgemeiner 
Punkt der V2. Der Ss, der durch die Tangentialebene 83 in A’ und durch A’ 
geht, enthilt nach obigem die Kurve y. Daraus folgt, daB y auch in dem 8, 
enthalten ist, der durch die Tangentialebene 3’ in A’’ und einen Punkt 
von y geht. Ware das nimlich nicht der Fall, so kénnten wir, indem 
wir einen Punkt X die Kurve y durchlaufen lassen, wie unter 1. erkennen, 
daB die V2im S,= S383’ liegen miiBte. Somit liegt y in der Schnittebene 
der beiden obigen S3, ist also eine ebene Kurve und zwar genau ein 
Kegelschnitt, denn hitte y eine Ordnung > 2, so hatte die Verbindungs- 
gerade der beiden allgemeinen Punkte 4’ und A’ von V, weitere Punkte 
mit dieser Flache gemeinsam (vgl. Kapitel IX, Nr. 8). Dieselbe enthiilt 
also co” Kegelschnitte und ist daher die V; yon Vrronesn, die somit auch 
dadurch charakterisiert ist, daB sie eine Fidche des S,(r > 4), jedoch kein 
Kegel, von solcher Beschaffenheit ist, dafi je zwei ihrer Tangentialebenen 
emander treffen. 


Die V7-* des S,, (Nr. 8.) 373 


8. Es gibt noch eine dritte Bestimmungsweise der Vrronrsn’schen 
Fliche, die wir gleichfalls behandeln wollen. Da die Sehnen dieser Fliiche 
auf die co” Ebenen ihrer Kegelschnitte verteilt sind, ist klar, daB sie eine 
Hyperfliche bilden und da somit durch einen allgemeinen Punkt des S, 
keine einzige von ihnen hindurchgeht. Die Vreronrsn’sche Fliche besitzt 
somit, wie man zu sagen pflegt, keine scheinbaren Doppelpunkte, d. h. 
ihre Projektion aus einem allgemeinen Punkt auf einen S, ist frei yon 
Doppelpunkten. Die in Kapitel IX, Nr. 9, angegebene, in diesem Fall 
endliche Anzahl, ist also gleich Null. 

Es sei nun umgekehrt V2 eine irreduzible und dem S; zugehirige 
Fliche, die frei yon scheinbaren Doppelpunkten ist. Die co* Sehnen der- 
selben miissen dann eine Mannigfaltigkeit W von héchstens 4 Dimensionen 
bilden; es ist leicht zu zeigen, daB Win der Tat genau von 4 Dimensionen 
ist. DaB W keine Fliche ist, ist evident; da8 sie aber auch nicht drei- 
dimensional, also keine W, sein kann, ergibt sich daraus, daf durch einen 
allzemeinen Punkt von W; o* Sehnen der V, gehen miiSten, weshalb die 
Schnittkurve der V, mit einer allgemeinen Hyperebene die Eigenschaft 
hatte, daB durch jeden Punkt jeder ihrer Sehnen oo’ weitere Sehnen und 
somit durch jeden Punkt der Kurve «’, eine gegebene Sehne schneidende 
Sehnen gingen. Eine solche Kurve aber wire eben, in Widerspruch dazu, 
daB sie ja der Hyperebene zugehéren mub. 

Der Ort der Sehnen der V, ist somit eine W,. Durch jeden Punkt 
der W, gehen co' Sehnen, die eine Kegelfliche erfiillen, welche aber eine 
Ebene sein muB, d.h. daB die Sehnen der V, durch einen Punkt der W, 
ein Strahlenbiischel bilden. Zum Beweis dieser Behauptung schneiden wir 
die V, mit einem allgemeinen S, und erhalten eine irreduzible und diesem 
S, zugehérige Kurve. Durch einen allgemeinen Punkt einer allgemeinen 
Sehne dieser Sehnittkurve geht auBer dieser Sehne keine weitere. Wire 
das naimlich nicht der Fall, so kénnten wir durch jeden Punkt unserer 
Sehne mindestens eine weitere Sehne der Schnittkurve legen; die Stiitz- 
punkte aller dieser Sehnen miiften dann die Kurve selbst erfiillen, die 
somit aus jeder ihrer Sehnen doppelt projiziert wiirde, d. h. jede trisekante 
Ebene der Kurve hiitte mit ihr noch einen vierten Punkt gemeinsam, was 
nicht méglich ist (Kapitel IX, Nr. 8). Daraus folgt aber, daB der Kegel 
von Sehnen der V2, dessen Scheitel ein allgemeiner Punkt einer allgemeinen 
Sehne ist, von einem allgemeinen S, durch diese Sehne in keiner weiteren 
Sehne geschnitten wird und somit, wie behauptet, eine Ebene ist. Eine 
solehe Ebene hat mit der V, eine Kurve von mindestens zweiter Ordnung 
gemeinsam, d.h. jede Gerade der Ebene ist Sehne der V,. Die Sehnen 
der V, verteilen sich also in co” Ebenen. Der Schnitt jeder dieser Ebenen 
mit der V, muS ferner ein Kegelschnitt sein, denn wire es eine Kurve 
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yon hdherer als zweiter Ordnung, so wiire jede Sehne der V, ja mindestens 
eine Trisekante. Zerfallen alle diese Kegelschnitte, so ist die V2 eine 
Regelfliiche, deren Geraden sich in oo” einander schneidende Paare ver- 
teilen, so daB jede Gerade jede andere Gerade der V7, trifft, die somit 
ein Kegel ist’). Zerfallen die Kegelschnitte nicht, so ergibt sich die 
Veronesr’sche Fliche (Nr. 6). 

Das Resultat liBt sich fiir den Fall eines beliebigen S, verallgemeinern. 
Hat eine V2, die kein Kegel ist und dem S, zugehért, keine scheinbaren 
Doppelpunkte™*), so trifft ein allgemeiner S,-5 keine ihrer Sehnen. Der Ort 
aller Sehnen der Vz ist also eine W, und die Projektion der V, aus einem 
alleemeinen S,-¢ auf einen S; ist eine von scheinbaren Doppelpunkten 
freie Fliche, die kein Kegel, also die Veronrsr’sche Fliche ist. Diese 
ist aber Normalmannigfaltigkeit des S; und somit kann die V, im Falle 
r>)D nicht existieren. 

Wir schlieBen also: Kine Fliche des S,, die kein Kegel ist und keine 
scheinbaren Doppelpunkte besitzt, ist die Vuronusn’sche Fiche’). 


8) Ein Kegel ist sicher frei von scheinbaren Doppelpunkten, da die Verbindungs- 
gerade des Scheitels mit einem allgemeinen Punkt des Raumes keine (uneigentliche) 
Sehne des Kegels ist. 


**) Selbstverstiindlich bei Projektion aus einem allgemeinen S,_,. [D.] 


*) Vel. die beiden Arbeiten von SEVERI, die wir in Kapitel Ix, Anmerkung ”’) 
zitierten, und zwar die Nr. 8 der ersten und die vierte FuSnote zur Nr. 2 der zweiten 
Arbeit. Wegen der Liésung eines Problems, fiir welches unsere obigen Uberlegungen 
nur einen Sonderfall darstellen, vgl. PALATINI, Sulle superficie algebriche i cui S, 
(h-+-1)-secanti non riempiono lo spazio ambiente (Atti della R. Accad. di Torino 41, 1906). 
Die Aquivalenz der beiden Definitionen aus Nr. 7 und 8 ist ferner in einem allgemeinen 
Theorem enthalten, welches sich in einer Arbeit von TERRACINI findet: Sulle V,, per 
cui la varieta degli S, (h--1)-secanti ha dimensione minore dell’ ordinario (Rendiconti 
di Palermo 31, 1911). 

SchlieBlich erwahnen wir noch eine andere charakteristische Eigenschaft, die 
SEGRE in einer Arbeit neueren Datums angab: Le linee principali di una superficie 
di Ss; e una proprieta caratteristica della superficie di VuroNnse (Rendiconti dei Lincei 
30 [5], 1921). Vorauszuschicken ist, daB es unter den Tangentialhyperebenen einer 
einem S; zugehérigen Fliche / in einem Punkt a, die F also in Kurven mit Doppel- 
punkten in # schneiden (vgl. Kapitel IX, Nr. 12), co* gibt, fiir die x eine Spitze und 
fiinf, fiir die x ein Selbstberiihrungspunkt der Schnittkurve wird. Die Tangenten an 
diese fiinf Schnittkurven in 2 nennt SEGRE Prinzipaltangenten (tangenti principali) 
und versteht dementsprechend unter Prinzipalkurven von F die Einhiillenden der 
Prinzipaltangenten. Er beweist dann, da die einzigen, den S; zugehdrigen Fldchen, 
deren fiinf Prinzipaltangenten in jedem Punkt unbestimmt sind, fiir die also jede 
Kurve Prinzipalkurve ist, die Vuronnss’sche Fléche und die abwickelbaren Fldchen 


sind. In derselben Arbeit (Nr. 7) findet sich eine weitere bemerkenswerte Form 
dieses Satzes. 
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9. Wir gehen nun an den Beweis des folgenden, yon Dru Przzo'°) 
herriihrenden Satzes, auf den wir uns bereits zu Beginn des vorigen 
Kapitels bezogen haben: Die irreduziblen und dem S, 2zugehirigen Flichen 
ve sind entweder rationale normale Regelflichen oder Kegel oder, im Fall 
r=5, die Vuronzsn’sche Fliche. 

Wir beweisen zuerst folgenden Hilfssatz: Ist die Projektion einer V} 
des S, aus einem allgemeinen Punkt derselben auf einen S,-1 ein Kegel und 
ast aupserdem r>3, so ist auch die Bani em Kegel. Bezeichnen wir das 
Projektionszentrum mit O und den Scheitel des Kegels AK, den wir als 
Projektion der yiat erhalten, mit JZ, so liegen r—2 Erzeugende dieses 
Kegels in einem S,-2 der Projektionshyperebene durch M und daher in 
einem S,-; durch OM. Diese Erzeugenden sind entweder Bilder von Geraden 
der V;*, die nicht durch O gehen oder Bilder von Kegelschnitten der V}* 
durch 0. Da aber +> 3 ist, kénnen nicht alle diese »— 2 Erzeugenden 
Bilder von Kegelschnitten sein, da der obige S__, die Viet in einer Kurve 
(7 — 1) Ordnung schneiden mu8. Daher ist mindestens eine von ihnen, 
also eine allgemeine Erzeugende des Kegels A, Bild einer Geraden der 
Hees Dasselbe gilt aber dann auch fiir alle andern Erzeugenden von kK, 
weshalb die V5 * eine Regelfliche sein mu. Da ferner alle Erzeugenden 
von K durch M gehen, mu die Gerade OM alle Erzeugenden der Vang 
treffen, und zwar in ein und demselben Punkt, weil sonst OM eine Leit- 
gerade von ce wire, die somit wegen der Allgemeinheit von O deren 
unendlich viele besife und gegen die Voraussetzung 7 >3 einem S,; zu- 
gehéren miifte. Damit ist unser Hilfssatz bewiesen. 

Wir wenden uns zuerst dem Fall »=4 zu, betrachten also eine V 
die kein Kegel ist. Ihre Projektion aus einem ihrer allgemeinen Punkte O 
auf einen S, wird eine Ve sein, die matolge des Hilfssatzes kein Kegel 
ist. Die zu 0 Paiachtarten Punkte der Ve: haben die Punkte jener Erzeu- 
genden g der V;, zu Bildern, die der Sehnidt des S, mit der Tangential- 
ebene der V; in O ist. Die Geraden der Ve» die domeihen Regelschar 
angehéren wie g und also ib nicht treffen, sind die Bilder der nicht durch 
O gehenden jGeraden der ve} wihrend die Geraden der anderen Regel- 
schar der Ve die Bilder der durch O gehenden und die Erzeugenden 
der Be pe fenden Kegelschnitte dieser Fliche sind. Die Gerade der ye 
oe g im Schnittpunkt mit der durch O gehenden Erzeugenden der 
Ve trifft, ist das Bild eines Kegelschnittes, der in diese Erzeugende und 
on eine weitere Gerade zerfillt, die alle Erzeugenden der ee schneidet; 


=I 


18) Sulle superficie di ordine n immerse nello spazio di n-+-1 dimensioni (Rend. 
dell? Accad. di Napoli, 1885) und Sulle protezoni di una superficie e di una varietd .. . 
(ebendort 1886). 
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da die Vs hiéchstens eine Leitgerade haben kann, folgt, daB jede dem S, 
zugehirige V eine Regelfliiche ist und eine einzige Leitgerade besitet*"). 

Wir betrachten nun eine Ks eines S., die kein Kegel ist, und proji- 
zieren sie aus einem ihrer allgemeinen Punkte O auf einen Sy. Wir erhalten 
als Projektion die oben beschriebene Regelfliche Vix Die zu O benach- 
barten Punkte der Be haben wieder die Punkte einer Geraden zu Bildern, 
doch sind hier zwei Fille méglich. Erstens kann diese Gerade die Leitgerade 
der Vs sein. Dann sind die siimtlichen Erzeugenden der Ve Bilder von 
xo Kegelschnitten der Vx die durch O gehen. Die Flache V3 enthilt so- 
mit keine Geraden, wohl aber oo” Kegelschnitte, und ist daher (Nr. 6) 
die Vrronesn’sche Fliche. Oder zweitens kann die Bildgerade der zu O 
benachbarten Punkte der i eine Erzeugende g der Vs sein. Da dann 
die tibrigen Erzeugenden der V; Bilder von Geraden der V5 sind, muB 
diese eine Regelfliiche sein. Je nachdem nun der Schnittpunkt von g mit 
der durch O gehenden Erzeugenden der Vs mit dem Schnittpunkt von g 
mit der Leitgeraden der V; zusammenfillt oder nicht, ist diese Leitgerade 
entweder Bild einer Geraden oder eines Kegelschnittes durch O. Die Ve 
hat somit, wie wir bereits auf anderem Wege gefunden haben (Kapitel 
XIV, Nr. 4) entweder eine einzige Leitgerade oder co’ Leitkegelschnitte. 

Wir gehen zum niachsten Fall einer Vv; eines S, tiber, die wir aus 
einem allgemeinen Punkt O derselben auf einen S; projizieren. Die zu O 
benachbarten Punkte der Ve haben die Punkte einer Geraden zu Bildern, 
weshalb die Projektion der V; notwendig eine Regelfliche Ve des S, ist. 
Wire nun die Ve keine Regelfliche, so mii8te die Ves eine Leitgerade 
haben und die zu O benachbarten Punkte der V; wiirden auf die Punkte 
dieser Leitgeraden abgebildet. Daraus wiirde aber folgen, daf die Ve 
co’ Kegelschnitte durch O, also im ganzen co” Kegelschnitte enthielte, was 
aber nicht méglich ist, da eine derartige Flache immer entweder die VS 
von VrRONESE oder eine Projektion derselben ist (Nr. 6). 

Wiederholen wir, was ja ohneweiters moéglich ist, die obige Uber- 
legung fiir die Via ta des S, in den Fallen r=7, 8, ..., so gelangen wir 
zum vollstindigen Beweis des Satzes von Det Przzo. 


10. Aus diesem Satz kénnen wir einen anderen herleiten, der sich auf 
die irreduziblen und dem S, zugehérigen Mannigfaltigkeiten V7)’ (¢> 1) 
bezieht und den wir ebenfalls schon frither (Kapitel XIV, Nr. 20) erwihnt 
und verwendet haben. 

Ein allgemeiner S_,,, schneidet eine Vou in einer Aa die entweder 
eine Regelfliche oder die Vrronesx’sche Fliche ist (Nr. 9). Wir nehmen 


“") Letzteres haben wir bereits in Kapitel XIV, Nr. 4, festgestellt. 
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zuerst an, daB die ee eine Regelfliche und da auSerdem + —i> 2 ist. 
Dureh einen allgemeinen Punkt der ee gehen dann unendlich viele, 
einen §; bildende Gerade, da jeder S,-:;1 dureh den Punkt eine einzige 
enthilt. Infolgedessen besteht die V7,; aus einer Schar von co! Riiumen 
S,; diese Schar ist rational, weil ein allgemeiner S__, die V/,; 
Normkurve schneidet. 

Tritt die zweite Méglichkeit ein, wo die Vem die Vrronesn’sche 
Flaiche ist, so muS 7—i= 4 sein. Es handelt sich also um die Betrachtung 
einer ar des S,(7>6), die von einem allgemeinen S, in der Veronese- 
schen Flache geschnitten wird. Wir beginnen mit dem Fall r=6, also 
mit der Untersuchung einer solchen V ; des &,. 

Wir projizieren die Ve aus zwei ihrer allgemeinen Punkte A und B, 
also aus der Verbindungsgeraden derselben, auf einen Sy. Das Resultat 
ist eine Ve des S,. Die zu A und B benachbarten Punkte der V; 
haben die Punkte zweier Ebenen der V; zu Bildern; diese ist daher 
entweder einfach oder zweifach ausgeartet, aber nicht mehr, da sie 
irreduzibel ist, und besitzt héchstens eine Doppelgerade. Ist C ein Doppel- 
punkt der Ve so betrachten wir einen allgemeinen S, durch A, B und C; 
er schneidet die vs in einer Ve und die V; in einer V; mit einem ein- 
zigen Doppelpunkt in C, also in einem quadratischen Kegel erster Art, 
der also das Bild der V, ist. Daraus folgt, daB die V, keine Veronnse- 
sche Flache ist, da sonst die cot Kegelschnitte durch A und die oo’ 
Kegelschnitte durch B der V; ein doppeltes System von Erzeugenden des 
Kegels vs zur Voraussetzung hatten. Die a ist daher eine Regelflaiche 
oder ein Kegel; ihre Erzeugenden treffen alle die Ebene ABC. Bewegen 
wir den S, um diese Ebene, so ergibt sich, daf alle Punkte der Ve in 
co” Geraden liegen, die die Ebene ABC schneiden. Variieren wir die 
Punkte A und B und damit auch die Ebene ABC, so miissen diese oo” 
Geraden fest bleiben, da sonst durch jeden Punkt der V; unendlich viele 
gingen und ihr Schnitt mit einem allgemeinen S; keine Veronesr’sche Flaiche 
wire. Wir kénnen also schlieSen, dai unsere Vs als Ort von co’ Geraden 
angesehen werden kann, die zwei Ebenen A BC und A’ B’C" schneiden. 
Dabei sind A’ und B’ zwei weitere allgemeine Punkte der i und C’ ein 
Doppelpunkt der Projektion der V; aus A’ B’ 

Die co” Geraden kiénnen die Ebenen ABC und A’B’C’ aber nicht in 
verschiedenen Punkten treffen, da die Ve sonst hidchstens einem S, zu- 
gehéren kiénnte. Sie gehen daher entweder alle durch einen Schnittpunkt 
dieser beiden Ebenen oder treffen alle eine Schnittgerade derselben. Dieser 
zweite Fall ist aber auszuschlieBen, da eine solche Gerade sowohl AB als 
auch A’B’ schneiden miiBte, was unméglich ist, weil daraus, wenn wir 
etwa den Punkt B allein bewegen, folgen wiirde, dal die V; in dem durch 


in einer 
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A und die Ebene A’B’C’ bestimmten 8S, liegt. Die V, ist also ein Kegel, 
der sich durch Projektion der Veronesr’schen Fliche aus einem allgemeinen 
Punkt des S, ergibt*®). 

Im Falle y =7 erkennt man leicht, dab eine Vi des S,, die von einem 
allgemeinen S, in einer Veronesr’schen Fliche geschnitten wird, ein Kegel 
ist, den man durch Projektion einer solehen Fliiche aus einem S, erhilt. 
Schneiden wir niimlich die Vs mit einem allgemeinen S, und mit simt- 
lichen S, durch diesen S,, so ist der Schnitt mit dem S, eine Ves yon 
Veronese und der Schnitt mit jedem S, eine Vig die sich durch Projek- 
tion der V5 aus einem bestimmten Punkt des S, ergibt. Dreht sich der S, 
um den S,, so erhalten wir als Ort dieser Punkte eine Gerade, da ja ein 
allgemeiner S, den Ort in einem einzigen Punkt trifft. Die Ve besteht also 
offenbar aus simtlichen Ebenen, die aus dieser Geraden die Punkte der 
V5 projizieren, 

In tihnlicher Weise kann man vom Fall r—7 auf den nichsthoheren 
78 schlieBen u.s.w. Damit haben wir den Satz bewiesen: Hine irredu- 
zible und dem 8. zugehirige Mannigfaltigkeit V',, (i>1) ist im Falle 
r—i>2 entweder eine rationale Schar von co Rédéumen 8; also eine 
Sala oder, wenn i=r—A4 ist, en Kegel Viaes der die Vuronesn’sche 
Fliiche aus einem S__, projiziert. Im Falle r—i=2 ist die V,, eine 
quadratische Hyperfliche gave des... 


11. Wir kehren zu den Ves des S. zuriick. Da ein vollstindiges lineares 
co’-System rationaler ebener Kurven den Grad 7 —1 hat'’), sind im Falle 
r>2 die Bildflachen solcher Systeme gerade die Vek also wegen des 
Satzes von Det Przzo die Normregelfliichen und die Veronrsr’sche Fliche. 
Daher sind also die vollstdindigen linearen co’-Systeme rationaler ebener 
Kurven birational in Kurvensysteme (r— 1)" Ordnung mat einem (r — 2)- 
Jachen und r--2 einfachen Basispunkten oder in das System aller Kegel- 
schnitte der Ebene transformierbar”’). 

Daraus lat sich ein anderer bemerkenswerter Satz herleiten. Vor allem 
bemerken wir, daB eine Fldche, deren hyperebene Schnitte rationale Kurven 


*8) Vgl. Kapitel XVI, Anmerkung “*). 


**) Wir haben bereits darauf hingewiesen, da8 dieser Satz, den wir im Fall ge- 
wohnlicher Singularititen in den Basispunkten bewiesen haben (Kapitel XI, Nr. 6), 
auch bei beliebigen Singularitiiten richtig bleibt, wie wir im Kapitel II des Anhanges 
zeigen werden. 


**) Vgl. die Nummer 12 des XIV. und die Nummer 6 dieses Kapitels. Wir kénnen 
dem Satz auch andere Formen geben, indem wir in jeder Familie linearer Systeme 
andere Typen wihlen, die birational ineinander transformierbar sind; so etwa fiir die 
Normregelfliichen die Minimaldarstellungen (Kapitel XIV, Nr. 13). 
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sind, selbst rational ist. Dieser Satz ist trivial, wenn die Ordnung x der 
Flache gleich 2, die Fliche also eine V; des S, ist. Ist m > 2, so wihlen 
wir einen allgemeinen S,-2 und beziehen das Biischel der S,-1 durch ihn 
projektiv auf ein Strahlenbiischel einer Ebene a. In a fixieren wir nun 
drei allgemeine Gerade a, b und ¢ und wiihlen aus den » Sehnittpunkten 
des S,-2 mit der Fliche drei Punkte A, Bund C aus. Nun beziehen wir 
die Schnittkurve der Fliiche mit jedem S,-1; des Biischels projektiv so 
auf die entsprechende Gerade des Biischels in a, daS den Punkten A, B 
und C der Reihe nach die Schnittpunkte dieser Geraden mit a, b und ¢ 
zugeordnet sind. Damit haben wir offenbar eine ein-eindeutige Abbildung 
der Fliche auf x; den hyperebenen Schnitten derselben entspricht in x 
ein lineares System rationaler Kurven. 

Daraus folgt, da8 eine Fliche mit rationalen hyperebenen Schnitten 
eine der oben betrachteten Flachen oder eine Projektion einer solchen 
sein muB. Erinnern wir uns daran, daB man durch Projektion der VrERonEsE- 
schen Fliche aus Punkten derselben rationale Regelflichen erhilt, so ergibt 
sich: Kine Fliche des 8, mit rationalen hyperebenen Schnitten ist entweder 
eine rationale Regelfliche oder die V, von Vironusn oder schlieflich eine 
Projektion der letzteren aus aufierhalb gelegenen Punkten auf einen S, oder 83. 

Als Sonderfall ergibt sich daraus der Satz von Picarp: Die [ldchen 
des S; mit rationalen ebenen Schnitten sind die rationalen Regelfidchen und 
die Srerner’sche Fliche*’). 


_ 12. Ein anderer Satz, der zu dem vorstehenden in einer gewissen 
Beziehung steht und den man als Satz von Kronrecker-CasTELNUOVO 
bezeichnen kann, ist der folgende™’): Hine irreduzible algebraische Fliiche 
des 8, die von den Ebenen eines ~*-Systems in reduziblen Kurven geschnitten 
wird, ist entweder eine Regelfliiche oder die Sverse’sche Fliiche. 

Es sei also F eine algebraische Flache, die oo” reduzible ebene Schnitte 
gestattet; aus dem System dieser Ebenen wihlen wir ein irreduzibles oo 
System aus und bezeichnen mit = eine allgemeine Ebene dieses Systems 
und mit C=C,+C,+.--- den Schnitt von / mit x, dessen Bestandteile 

HO gaen oud, 

Wir kénnen nun sofort den Fall erledigen, wo eine dieser Komponenten, 
etwa C, bei Anderung von = ein oo’-System beschreibt. Dann liegt nimlich 
C, in o* Ebenen und ist somit eine Gerade; die Flaiche /’, die voraus- 


1) Vel. PicarD: Théorie des fonctions algébriques de deux variables indépendentes 
(Paris, 1900) Band 2, S. 59, Nr. 11. 

22) Der in der ersten (italienischen) Auflage reproduzierte Beweis von CASTEL- 
Nuovo (Rendiconti dei Lincei, 1894) wurde durch den obigen, von BOMPIANI gegebenen 
ersetzt (vgl. Bolletino della Unione matematica italiana 1 [1922], 8. 51). 
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setzungsgemiB keine Ebene ist, muS eine Regelfliiche sein, die ja in der 
Tat co” reduzible ebene Schnitte besitzt. 

SchlieBen wir also den Fall aus, wo /’ eine Regelfliiche ist, so muf 
jede Komponente yon C yon einer Ordnung >2 sein und ein co*System 
beschreiben. Wir kénnen ferner annehmen, daf die Komponenten C,, 
O,, ... yon C irreduzibel sind. Es ist ja auch nicht mdglich, daB zwei 
oder mehrere zusammenfallen, weil sonst « die Flache / lings einer 
Kurve beriihren wiirde. Da ja dureh einen allgemeinen Punkt von F 
co! solche Kurven gehen, hiitte somit jeder Punkt von J’ co” solche 
Tangentialebenen, was nicht méglich ist. 

Eine allgemeine in x gelegene Kurve C, kann nun yon der zu einer 
zweiten, ebenfalls in « gelegenen Kurve Cz benachbarten Kurve C2 getroffen 
werden oder nicht. [st letzteres der Fall, so schneidet eine allgemeine Kurve 
C, die Kurve C; ebenfalls nicht, weil dasselbe sonst mit C4 der Fall sein 
mtiBte. Der Ort von Cy ist dann eine Fliche, die CO, nicht enthilt, weshalb 
F’ in mindestens zwei Teile zerfallen mu. Ist / jedoch irreduzibel, so wird 
jede Kurve C; von jeder Kurve C3 in mindestens einem Punkt getroffen, 
wenn C3 zu einer mit C; in einer Ebene x liegenden Kurve C2 unendlich 
benachbart ist. 

Neben der Ebene x von C=C,+C,+--- betrachten wir nun noch 
eine zweite, zu x unendlich benachbarte Ebene x’; diese sei etwa durch 
eine Kurve C2 bestimmt, die durch einen beliebigen Punkt Y von C2 geht 
und zu Cz unendlich benachbart ist. Diese Kurve C2 ist dann eine von 
den co’ durch @ gehenden Kurven C,. Wegen der obigen Bemerkung 
trifft C3 die Kurve C; in (mindestens) einem Punkt, der zu einem der 
Schnittpunkte, etwa P,, von C, und C, unendlich benachbart ist. Die 
Schnittgerade von = und a’ hat als Grenzlage, wenn C3 nach Cy» strebt, 
die Gerade P, Y. Da C, keine Gerade ist, folgt, daB diese Gerade in x 
ein Strahlenbiischel mit dem Scheitel P, beschreibt, wenn Y auf C, variiert. 
Somit ist P, ein Punkt der Einhiillenden der oo? Ebenen der Kurven C 
und diese Einhiillende mu8, da sie aus solechen Punkten P, der irreduziblen 
Fliche £ besteht, mit /’ selbst identisch sein. 

Da andererseits eine allgemeine Tangentialebene einer nicht abwickel- 
baren Fliche dieselbe nur in einem einzigen Punkt bertihren kann 
(Kapitel IX, Nr. 13), gibt es auf x nur den einzigen Punkt P,. 

Daraus folgt vor allem, daB C nicht mehr als zwei Bestandteile C, 
und C, haben kann. Gibe es niimlich noch einen dritten ©;, so miiBte 
die Kurve durch P, gehen, weil sonst auf « mindestens ein von P, ver- 
schiedener Beriihrungspunkt von / vorhanden wire. Der Punkt P, wire 
dann ein dreifacher Punkt des Schnittes von / mit x und somit ein 
Wendepunkt aller Schnitte von F mit Ebenen durch P,; da aber weiter 
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P, ein allgemeiner Punkt von F’ ist, wiren die~Punkte aller ebenen 
Schnitte von # Wendepunkte, der Schnitt daher eine Gerade oder aus 
Geraden zusammengesetzt, was ausgeschlossen ist. 

Ferner folgt, daB die zu Cy unendlich benachbarten Kurven C3 die 
Kurve C, in einem einzigen Punkt treffen. Das gilt aber auch im Groen, 
da es sonst nicht im Unendlichkleinen gelten kinnte, und daher schneiden 
sich zwei Kurven C, und Cy, die nicht Teile derselben Kurve C sind, 
also nicht in einer Ebene liegen, in einem einzigen Punkt. 

Daraus kénnen wir schlieBen, daB die zwei Kurven C, und Cy ein 
einziges System beschreiben; wiirden sie nimlich zwei Systeme bilden, 
so bestiinde das eine bereits aus allen seinen Kurven, die durch die Punkte- 
paare einer allgemeinen Kurve des zweiten Systems gehen; zwei Kurven, 
beziehungsweise aus den beiden Systemen, hatten aber dann mindestens 
zwei Punkte gemeinsam. Die Kurven des einzigen Systemes, zu dem wir 
also gelangt sind, miissen schlieBlich Kegelschnitte sein; betrachten wir 
nimlich zwei Ebenen x und a’ unseres oo-Systems, so muB eine Kurve 
C, etwa von a je einen Punkt mit jeder der beiden Kurven Ci und C3 
der Ebene x’ gemeinsam haben, also zwei Punkte auf der Schnittgeraden 
ax’, Die Fliche F ist somit ein Ort von oo” Kegelschnitten, also die Srrrmer- 
sche Fliche (Nr. 6). 

Der Satz von Picarp (Nr. 11) ergibt sich daraus unmittelbar, wenn 
wir nur bemerken, daf die Tangentialebenen einer Fliche / mit rationalen 
ebenen Schnitten auf / reduzible Kurven ausschneiden, weil ja jeder solche 
ebene Schnitt im Beriihrungspunkt einen weiteren Doppelpunkt erhilt. 


KAPITEL XVI. 


Die VerongEseE’sche Flache. 


1. Das Studium der in den Nummern 6, 7 und 8 des vorigen Kapitels 
bereits auf yerschiedene Arten definierten Veronrsn’schen Flaiche, dem 
wir uns jetzt zuwenden wollen, erfordert noch einige ergainzende Bemer- 
kungen fiber apolare Gebilde (Kapitel X, Nr. 4) fiir den Fall n=r=2. 

Zwei Kegelschnitte 

f= Xai Ujx,=0 
und 
p= 2076.5 =—0 


eincr Ebene x sind apolar, wenn 

(1) Zin Cine 0 

ist. Bezeichnen wir das algebraische Komplement von a; in der Deter- 
minante | a;;,| mit Aix, so ist 


Belge 0 


die Gleichung von / als Einhiillende der Tangenten. In der durch fund 
@ bestimmten Kegelschnittschar 


= (AAs + pt en) 6: & =0 


betrachten wir nun die Tripel von Kegelschnitten, deren jeder in ein 
Punktepaar zerfallt. Sie entsprechen den Werten ar des Parameters, die 


Wurzeln der kubischen Gleichung 
OAw)=|AAn+ won| =0 


sind; fassen wir die Kegelschnittschar also als einstufiges rationales Gebilde 
auf, in dem A und uw homogene Koordinaten sind, so ist die aus einem 
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einzigen Element bestehende Polargruppe erster Ordnung des Elementes 
(A w’) der Schar beziiglich des Tripels 0 (Aw) durch 
ql 90 (A W’) ar 20 (A p’) 2G 
oO) e) w 


gegeben. Insbesondere wird die Polargruppe erster Ordnung yon / 


9 4 
Sh = | = 0 
oh A= 1, ps0 ou i= 1S EO 


oder, wenn wir nach bekannten Determinantensiitzen entwickeln 


3) laiuz|tuanan=0. 


Sind f und @ apolar, so besteht diese Gruppe also gerade aus @. Ist also 
eine Kurve zweiter Ordnung f apolar zu einer Kurve zweiter Klasse (~, so 
ist @ die Polargruppe erster Ordnung von f (als Kurve zweiter Klasse 
angesehen) beziiglich der drei Punktepaare, die der durch f und ~ bestimmten 
Schar angehoren und umgekehrt. 


2. Zerfallt ein zu einem Kegelschnitt ~ apolarer Kegelschnitt f in 
zwei Gerade 
Co Ly + LZ, + CX, = 0, dy Ly + dy, x, +d, x, = 0, 


so ist bis auf einen Proportionalitétsfaktor 


Cin== Cid, t+ Cy di; 


aus (1) wird dann 
wa Ci dy. O;7,== 0. 


Sind also f und @ apolar und zerfillt f in zwei Gerade, so sind diese 
konjugiert in der Polaritdt beziiglich p und umgekehrt. Korrelativ gilt: 
Sind f und ~ apolar und zerfillt ~ in zwei Punkte, so sind diese konjugiert 
in der Polaritit beziiglich f und umgekehrt. Ist f ein Geradenpaar, P ein 
Punktepaar und sind f und ¢ apolar, so trennen sich die beiden Paare 
harmonisch und umgekebrt. 

Aus Kapitel X, Nr. 4, oder als Sonderfall aus vorstehenden Beziehungen 
folgt, daB der Kegelschnitt 7, wenn er in eine doppelt zihlende Gerade 
zerfallt und zu @ apolar ist, den Kegelschnitt » beriihrt und umgekehrt. 
Ist korrelativ @ ein doppelt zihlender Punkt und apolar zu /, so liegt 
der Punkt » auf / und umgekehrt. 
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Ferner erinnern wir daran (Kapitel X, Nr. 4), daB jedem linearen 
co'“l-System von Kurven zweiter Ordnung ein lineares co? -System von 
Kurven zweiter Klasse apolar ist. Die dem co’ System angehiérenden 
Geradenpaare sind beziiglich aller Kegelschnitte des «°®~"Systems konjugiert 
und umgekehrt; die Doppelgeraden des co’+-Systems sind Basisgeraden 
des co°~"-Systems, d.h. allen Kegelschnitten dieses Systems gemeinsame 
Tangenten. 

So gibt es in jedem co*System von Kurven zweiter Ordnung co® 
Geradenpaare und oo’ Doppelgerade; erstere sind die Paare konjugierter 
Geraden, letztere die Tangenten der zum System apolaren Kurve zweiter 
Klasse. 

In jedem co*-System yon Kurven zweiter Ordnung gibt es co” Geraden- 
paare und vier Doppelgerade; erstere sind wieder die Paare konjugierter 
Geraden, letztere die gemeinsamen Tangenten der Kegelschnitte der 
apolaren Schar. 

Wir unterlassen es, die dualen Siitze ausdriicklich anzugeben. 


3. Im Falle eines linearen oo*-Systems von Kurven zweiter Ordnung, 
also eines Netzes, dem ein lineares oo*-System von Kurven zweiter Klasse, 
also ein Gewebe apolar ist, gilt fiir die Geradenpaare des Netzes oder, 
was dasselbe ist, fiir die Paare von Geraden, die beziiglich aller Kegel- 
schnitte des Gewebes apolar sind, folgende bemerkenswerte Beziehung. 

Die Gleichung des Gewebes sei 


Li! Sal (he: i PR ~ 
NX Oey, & E; — > Bix oS, + viva && = 0. 


Sind 9; die Koordinaten einer Geraden eines der erwahnten Paare, so sind 
ihre drei Pole beziiglich der Kegelschnitte 


d on § & = 0, > Bar 7 0, = Vin &i & = 0 
bzw. durch die Gleichungen 
> oe Ee = 0, = Bin. = 0, Lynn =0 


gegeben; sie miissen auf einer Geraden liegen, nimlich auf der zweiten 
Geraden des in Rede stehenden Paares. Also folgt: 


AGEN Ni >> Oe Yi » O72 Ns 
= Bio Ni: = Bis Ns = Bian: =n) 
SyoN Zan ~ Dyan 


n ist also Tangente einer Kurve dritter Klasse. Sind y und 1‘ zwei Gerade 
eines Paares, so miissen die Kegelschnitte des Gewebes, die y beriihren 
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und also eine Schar bilden, die Gerade 1 im Punkte 11 beriihren, da 
beziiglich dieser Kegelschnitte y/ zu 4 konjugiert sein muB; infolgedessen 
mu 1» zwei Punkte enthalten, die einen zerfallenden Kegelschnitt des 
Gewebes bilden. In einem Kegelschnittnetz gibt es also co Geradenpaare, 
die eine Kurve dritter Klasse bilden und die zugleich die Doppelgeraden der 
co’ in Punktpaare zerfallenden Kegelschnitte des apolaren Gewebes sind. 
Korrelativ gilt: In einem Kegelschnittgewebe gibt es «' Punktepaare, die 
eine Kurve dritter Ordnung bilden und die zugleich die Doppelpunkte der 


1 . . . . 
co” im Geradenpaare zerfallenden Kegelschnitte des apolaren Netzes sind. 


4. Wir wenden uns nun noch dem oben stillschweigend ausgeschlossenen 
Fall linearer Systeme von Kegelschnitten zu, die alle in Punkte- oder 
Geradenpaare zerfallen. 

Aus dem Satz in. Kapitel X, Nr. 13, folgt sofort, daf es zwei Arten 
von Biischeln zerfallender Kegelschnitte gibt; die einen bestehen aus den 
Paaren einer Inyolution in einem Strahlenbiischel, die anderen aus einer 
festen und einer in einem Biischel verinderlichen Geraden. Beide Arten 
kénnen auch yereinigt sein, wenn nimlich entweder im ersten Fall die 
Involution ausartet (parabolisch wird) oder im zweiten Fall der Scheitel 
des Biischels auf der festen Geraden liegt. Aus demselben Satz folgt auch, 
daS§ es ebenfalls zwei Arten von Netzen zerfallender Kegelschnitte gibt; 
sie bestehen entweder aus den simtlichen Paaren eines Strahlenbiischels 
oder aus den siimtlichen, eine feste Gerade enthaltenden Geradenpaaren 
der Ebene. Ebenso folgt schlieBlich, daB keine Systeme zerfallender Kegel- 
schnitte von den Dimensionen 3 oder 4 existieren kénnen. 

Zu diesen Resultaten kann man iibrigens auch leicht ohne Zuhilfe- 
nahme des obigen Satzes gelangen. Die Biischel zerfallender Kegelschnitte 
haben wir in der Tat bereits im Kapitel VII, Nr. 21, bestimmt. Um von 
diesem Fall zu dem eines Netzes zu gelangen, haben wir nur zu be- 
achten, daB ein Geradenpaar ab, welches einen festen Kegelschnitt, und 
ein Geradenpaar cd, welches einen verinderlichen Kegelschnitt des Netzes 
darstellen soll, zusammen ein Biischel zerfallender Kegelschnitte bestimmen 
miissen, was nur méglich ist, wenn das Paar ed mit ab entweder eine 
Gerade gemeinsam hat oder mit ihm in einem Biischel liegt. 

Wir erwiihnen noch die dualen Beziehungen. Eine Schar ausgearteter, 
also in Punktepaare zerfallender Kegelschnitte, ist entweder cine Involution 
auf einer Geraden oder besteht aus Punktepaaren, von denen ein Punkt 
fest ist, wihrend der,andere auf einer Geraden beweglich ist. Auch hier 
kénnen sich natiirlich beide Fille vereinigen. Ein Gewebe zerfallender 
Kegelschnitte besteht entweder aus simtlichen Punktepaaren einer Geraden 
oder siimtlichen Punktepaaren der Ebene, von denen ein Punkt fest ist. 


Bertini, Geometrie. a5 
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Bemerkt sei noch, daB ein lineares co*-System von Kegelschnitten, 
dessen apolare Schar aus lauter zerfallenden Kegelschnitten besteht, ent- 
weder das co*-System der Kegelschnitte durch zwei feste Punkte ist, die 
insbesondere auch eine feste Gerade in einem festen Punkt beriihren kénnen, 
oder aus den Kegelschnitten besteht, fiir die ein fester Punkt und eine 
feste Gerade Pol und Polare sind. Besteht ferner das zu einem Netz apolare 
Gewebe aus lauter zerfallenden Kegelschnitten, so zerfallen auch alle 
Kegelschnitte des Netzes; und zwar besteht dieses aus den Geradenpaaren 
eines Biischels, wenn das Gewebe aus den Punktepaaren der Ebene 
mit gemeinsamem festem Punkt besteht, der dann der Scheitel dieses 
Strahlenbiischels ist. Die, iibrigen Fille ergeben sich aus diesen durch 


Dualisierung. 


5. Nach diesen Vorbemerkungen fiber apolare Kegelschnitte kénnen 
wir die Abbildung der Veronrsr’schen Fliche des S;, die wir von nun an 
kurz mit FY bezeichnen wollen, auf eine Ebene x auch von einem anderen 
Standpunkt aus betrachten'). 

Die siimtlichen OrdnungskegelSchnitte”) eines linearen co* Systems 
entsprechen den §S, durch einen Punkt. Ordnen wir diesem Punkt den 
zum co-System apolaren Klassenkegelschnitt zu, so ergibt sich neben der 
ein-eindeutigen Korrespondenz zwischen den Ordnungskegelschnitten von 
x und den Hyperebenen des S; eine ein-eindeutige Korrespondenz zwischen 
den Klassenkegelschnitten von x und den Punkten des S;. Dabei entspricht 
der Inzidenzbedingung zwischen Punkt und Hyperebene des S; in x die 

edingung fiir die Apolaritit der entsprechenden Kegelschnitte. So wie die 
erste Korrespondenz ist natiirlich auch die zweite eine Kollineation, denn 
wenn ein Punkt des S; einen S; (oder allgemein einen S;) durehliuft, 
so beschreibt der entsprechende Klassenkegelschnitt jenes lineare System, 
das zu dem, dem S, entsprechenden Klassenkegelschnitt (oder allgemein 
zu dem, den S; durch den S; entsprechenden oot~*System von Klassen- 
kegelschnitten) apolar ist. 


*) Die VERONESE’sche Fliiche, die bereits von CAYLEY, On the curves, with 
satisfy given conditions (Phil. Trans. 1868) erwiihnt wird, wurde ausfiihrlich von 
VERONESE, La superficie omaloide... (Mem. dell’ Accad. dei Lincei 19 (8),. 1883/84) 
und von SEGRE, Considerazioni interno alla geometria delle coniche di un piano... 
(Atti dell’ Accad. di Torino 20, 1885) behandelt. Diese beiden Arbeiten, insbesondere 
die zweite, bilden neben einigen anderen, unten zitierten, die Grundlage unserer 
weiteren Auseinandersetzungen. Vgl. auch Stupy, Uber Geometrie der Kegelschnitte 
(Math. Ann. 27). 


*) Darunter verstehen wir eine Kurve zweiter Ordnung und analog unter Klassen- 
kegelschnitt eine Kurve zweiter Klasse. [D.] 
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Die Punkte der F; entsprechen den Punkten von =, wenn wir die 
letzteren als Doppelpunkte, d. h. als Klassenkegelschnitte ansehen, die 
in ein Paar zusammenfallender Punkte ausarten, da ja ein Doppelpunkt 
zu den Ordnungskegelschnitten durch den Punkt apolar ist. Die Punkte 
eines hyperebenen Schnittes der K,, der eine Normkurve vierter Ordnung 
ist, entsprechen den Doppelpunkten von x, die auf dem der betreffenden 
Hyperebene zugeordneten Ordnungskegelschnitt liegen. Die vier Schnitt- 
punkte eines allgemeinen S, mit der ie entsprechen vier Doppelpunkten, 
die die Basispunkte eines Biischels von Ordnungskegelschnitten sind. Jeder 
Kegelschnitt der F; entspricht schlieBlich einer als Ort yon Doppelpunkten 
angesehenen Geraden von 2. 

Zerfallt ein Klassenkegelschnitt in zwei Punkte, so ist dazu eine 
einzige Bedingung erforderlich; da ferner in einer Kegelschnittschar drei 
Punktepaare enthalten sind, ist der Ort der Punkte des S;, die als Klassen- 
kegelschnitte angesehenen Punktepaaren yon x entsprechen, eine Hyper- 
fliiche dritter Ordnung, die wir mit If} bezeichnen. Diese enthilt die F%, 
und zwar als Doppelmannigfaltigkeit. In der Tat entspricht ein S, des S;, 
der durch einen Punkt der Ee hindurehgeht, in x einer Schar von Kegel- 
schnitten, die einen Doppelpunkt enthalt. Eine solche Schar besteht aber 
aus Kegelschnitten, die einander in zwei Punkten beriihren und enthalt 
auBer dem Doppelpunkt, in den zwei zerfallende Kegelschnitte der Schar 
fallen, ein weiteres Punktepaar*). Der S; schneidet somit die Mi auBerhalb 
des auf der F gelegenen Punktes nur noch in einem einzigen Punkt. 


6. Ein Gewebe yon lauter ausgearteten Klassenkegelschnitten besteht, 
wie wir wissen (Nr. 4), entweder aus den co” Punktepaaren einer Geraden 
oder aus den co® Paaren, die aus je einem festen und einem beliebigen 
Punkt der Ebene x zusammengesetzt sind. Dem entsprechend gibt es auf 
der M: zwei Arten von Ebenen; die einen nennen wir ELbenen erster Art, 
die anderen Hbenen zweiter Art. Jene sind die Kbenen der Kegelschnitte 
der F,, wie ohneweiters einzusehen ist, diese die Tangentialebenen der Fy, 


*) Kine derartige Schar laift sich stets in der Form 


2 che 
NE Lae bs 
So 1 He b=0 


darstellen; ihre zerfallenden Kegelschnitte sind dann der doppelt ziihlende Doppelpunkt 
(1, 0,0) und das Punktepaar (0, 1, 0) und (0, 0, 1). Gehen wir zu Punktkoordinaten 
tiber, so ergibt sich das Biischel 


ha, +2, a, = 0, 
dessen Kegelschnitte einander in den beiden letztgenannten Punkten beriihren, wie 
leicht zu zeigen ist. [D.] 


25* 
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was daraus heryorgeht, daB die oo parabolischen Inyolutionen, die auf den 
Geraden durch den festen Punkt liegen und diesen zum Doppelpunkt 
haben, Bilder yon Geraden des S; sind, welche die Fy in dem dem 
festen Punkt entsprechenden Punkt beriihren*). 

Die folgenden Beziehungen lassen sich mittels der Abbildung auf die 
Ebene leicht nachweisen. Zwei Ebenen erster Art haben immer einen 
Punkt der ae gemeinsam, wiihrend zwei Ebenen zweiter Art einander in 
einem Punkt auBerhalb der We schneiden. Eine Ebene erster und eine 
BNE Art schneiden sich ennweder nicht oder in einer Tangente der 
F*. Dureh einen Punkt der Mi auBerhalb der FS geht eine einzige Ebene 
eter Art und zwei Ebenen Trettes Art. Durch einen Punkt der Fe geht 
eine einzige Ebene zweiter Art, niimlich die Tangentialebene in dicen 
Punkt, jedoch oot Ebenen erster Art. 

Da zwei Ebenen mit einem gemeinsamen Punkt in einem S, liegen, 
ist dasselbe stets mit zwei Ebenen der M: derselben Art der Fall. Sind 
die beiden Ebenen von erster Art, so enthiilt ihr Verbindungsraum S, die 
beiden Tangenten der zwei, in den beiden Ebenen gelegenen Kegelschnitte 
der NU in ihrem gemeinsamen Punkt; somit enthilt der S, auch die Ebene 
dieser beiden Tangenten, die eine Ebene zweiter Art der Mi und somit 
Tangentialebene der ie ist. Ein derartiger S, ist also Tangentialhyper- 
ebene der I, (Kapitel IX, Nr. 12). Umgekehrt schneidet ein §,, der die 
F, in einem allgemeinen Punkt P beriihrt, dieselbe in einer Vi mit 
einem Doppelpunkt in P und wird daher in = auf einen Kegelschnitt 
mit einem Doppelpunkt abgebildet. Die Ve zertallt somit in zwei Kegel- 
schnitte, die sich in P schneiden. 

Sind UU die beiden Ebenen von zweiter Art, also zwei Tate 
ebenen der F’, », 8o schneidet ihre Verbindungshyperebene S, die i in einer 
Vi mit zwei Doppelpunkten in den Beriihrungspunkten ity: been Ebenen. 
Kin derartiger S, wird auf einen Kegelschnitt mit zwei Doppelpunkten, also 
auf eine Doppelgerade von x abgebildet; die Ve reduziert sich also auf den 
doppelt zihlenden Kegelschnitt durch die beiden Beriihrungspunkte. Der Sy 
selbst enthilt also neben der Ebene dieses Kegelschnittes, die eine Ebene erster 
Art des Mi: ist, noch simtliche Tangentialebenen der P, in den Punkten 
dieses Kegelschnittes, was man sowohl direkt als.auch mittels der Ab- 
bildung auf x leicht fA kann. Der S, ist daher eine sogenannte Doppel- 
tangentialhyperebene der Fy (lings dieses Kegelschnittes). 


7. Zu der Flache F', und der Hyperfliche Mj, als Punktirter treten 
noch zwei Systeme von beziehungsweise oo” und co* Hyperebenen hinzu, 


*) Eine nicht ausgeartete Involution ist offenbar Bild einer Sehne der ve 
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die yon vierter und dritter Klasse sind und durch Dualisierung in 2 er- 
halten werden, indem man auf die urspriinglichere Auffassung der Kegel- 
schnitte von x als Ordnungskurven zuriickgeht. Den co”, in Doppelgerade 
zerfallenden Kegelschnitten yon x entsprechen dann im S, die co” Doppel- 
tangentialhyperebenen der Tih die ein System vierter Klasse bilden, das 
wir mit ’, bezeichnen. Die co’ in Geradenpaare zerfallenden Kegelschnitte 
von x werden auf das System der oo* einfachen Tangentialhyperebenen 
der FY abgebildet, welches von dritter Klasse ist und mit Ms bezeichnet wird. 

Die Eigenschaften von 5 und IK, lassen sich gréBtenteils aus denen yon 
FS und M erschlieben, indem man die Gebilde in = und im S, dureh 
ihre korrelativen ersetzt. So gibt es in uw Biindel =, erster und zweiter 
Art; dabei enthilt ein Biindel erster Art siimtliche Hyperebenen, die den 
co” Geradenpaaren eines Biischels yon « entsprechen und ein Biindel zweiter 
Art alle Hyperebenen, die auf die co* Paare abgebildet werden, die aus 
einer festen und einer beliebigen Geraden von = bestehen. 

Es gilt die Beziehung: Der Kern S, eines Biindels 2, erster oder zweiter 
Art der ws ist eine Ebene zweiter oder erster Art der MM, die sofort aus 
dem letzten Satz der Nr. 4 und aus der in Nr. 5 angegebenen Inzidenz- 
bedingung fiir Punkt und Hyperebene des S; folgt. 


8. Eine Ebene zweiter Art der I} enthilt jene Punkte des S,, die 
Klassenkegelschnitten yon = entsprechen, welche in einen festen und in 
einen variablen Punkt zerfallen. Sehen wir daher von dem festen Punkt 
ab, so ergibt sich eine ein-eindeutige Verwandtschaft zwischen den Punkten 
dieser Ebene der Mi und den Punkten der Ebene x. Diese Verwandt- 
schaft ist eine Kollineation, weil den Punkten einer Geraden der einen 
Ebene die Punkte einer Geraden der anderen Ebene entsprechen. 

Betrachten wir nun drei Ebenen zweiter Art M:, so schneidet sie 
eine vierte variable Ebene zweiter Art in drei Punkten, die kollinear 
auf denselben Punkt von a bezogen sind; dieser Punkt gibt, zusammen 
mit den Punkten von =, die den Punkten der variablen Ebene entsprechenden 
Punktepaare. Erinnern wir uns daran (Nr. 7), daB Ebenen (Punktorter) 
zweiter Art der /{ zugleich Ebenen (Biindelkerne) erster Art der ut, sind, 
so folgt, dab die M i (1)) als Ort der Verbindungsebenen dreier  ent- 
sprechender Punkte von drei kollinearen Ebenen angesehen werden kann. 
Alle diese Ebenen sind fiir die M 4 (10} ) von zweiter (erster) Art”). 


°)Da die hier betrachteten Ebenen T’angentialebenen der F sind, ergibt sich 
fiir diese daraus ein Analogon zu einem bekannten Satz iiber die Tangenten eines Kegel- 
schnittes: Hine variable Tangentialebene der FE trifft die anderen Tangentialebenen der- 
selben in Punkten, die einander kollinear entsprechen. Dualisierung! 
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Ein dualer Satz gilt fiir die ihe der ebenso auch fiir die M; von Bedeutung 
ist: Die M; (uf) kann als Ort der Schnittebenen dreier entsprechender Hyper- 
ebenen von drei kollinearen Biindeln angesehen werden, deren Kerne drei 
Ebenen sind. Alle diese Ebenen sind fiir die M. (iy) von erster (zweiter) Art. 


9. Diese Beziehungen lassen sich durch einfache analytische Be- 
trachtungen ergiinzen. Wir schreiben die Gleichung eines variablen Kegel- 
schnittes von = in der Form 


(2) 2 Xin bi Se = 0, Agen Xp. 


Die Koeffizienten X;, (i, k=0, 1, 2) in dieser Gleichung betrachten wir 
als laufende Koordinaten eines Punktes des S; (vgl. Kapitel X, Nr. 2). 
Die Gleichung der Hyperfliche M: erhalten wir dann durch Nullsetzen 


der Diskriminante des Kegelschnittes (2) 
(3) | Xiz| = 0, 


* me ‘ 44 ; ae Meeaite 
wihrend fiir einen Punkt der /’, die zweireihigen Minoren der Deter- 
: 7 : Amie ‘ ‘ 4 ‘ 
minante | X;,| verschwinden miissen; die Gleichungen der /’, sind also 


r r 2 r r 72 Ta 72 
(4) | Le Xiy— Ao, = 9, Xi Ao3 = X ig = 9, Xog Xo — og = 
| BGS wos Orr 2a Xa =; 0, Xoy x 1p ae X 11 Xo = 0, Xoo Kis ne Xoo Xo = 0. 


Gelten die Gleichungen (4), so stellt (2) einen Doppelpunkt dar; zwischen 
seinen Koordinaten x; und den Koeffizienten X;;, also den Koordinaten 
des entsprechenden Punktes der Ee bestehen die Gleichungen 


~ 


(5) Xir = Sie NGe G, k= 0, Le ony 


da sich ja die linke Seite von (2) auf das Quadrat der Linearform & &; a; re- 
duzieren mu8. Die Gleichungen (5) sind somit die Formeln fiir die Abbildung 
der F, auf x. . 

Beschreibt « in x einen Ordnungskegelschnitt 


2 iy, 0; Lp = 0, 


so folgt aus (5), daB der entsprechende Punkt X mit den Koordinaten 
Xi, der He in der Hyperebene 


DE, Xz —=0 
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liest, diewalso. die. Koordinaten Byy; 2175 Bos, 2 Bo, 2 Eno, 2 Sy hat.. Wir 
wihlen jedoch als Hyperebenenkoordinaten im S; die Gréfen =;,, versehen 
also die obigen fiir ¢7--k noch mit dem Faktor 4, was natiirlich eine 
Anderung der Einheitshyperebene bedingt, die dann nicht mehr die Polar- 
hyperebene des Einheitspunktes beziiglich des Grundeckes sein kann. 
Ersetzen wir in (3) und (4) ae Xix eee die =;,, so sind das beziehungs- 
weise die Gleichungen yon Ty und P55 withrend (5), wo wir noch die 
«x; dureh Linienkoordinaten €; zu ersetzen haben, die Gleichungen fiir die 
Abbildung von ?, auf « werden, die also die ein-eindeutige Korrespondenz 
zwischen den Hyperebenen von ”, und den Geraden von = ausdriicken °) 
Die Gleichung (3) der Mi ergibt sich auch durch Elimination der 
Parameter A, u, Vv aus 
A Xoo + Xo; + V Xe = 9, 
AXyy + UX, +v XM, =0, 
A Xoo + UW Xoi +V Xoo = 0; 


da fiir die Ms duales gilt, ergeben sich lense die Sitze der Nr. 8 
tiber die Sige Erzeugung der Mi: und ie 

Unsere Gleichungen geben uns auch Aufschlu8 tiber die Lage des 
Grundeckes im S;. Bezeichnen wir die Ecke desselben, deren Koordinaten 
bis auf X;; alle gleich Null sind, mit 4:, so folgt aus (4) sofort, daB die 
Eeken Aoo, A11 und Age Punkte der Take sind, und zwar die gemeinsamen 
Punkte von je zweien der drei Kegelschnitte der Es, die in den Ebenen 
Ago Ay1 Agi, Asi Aeg Arg und Ags Ago Aco liegen und in diesen Ebenen 
beziehungsweise durch die ersten drei Gleichungen (4) dargestellt werden. 
Die Punkte A,,, Aj. und Ay. sind beziehungsweise die Schnittpunkte der 
Tangenten dieser Kegelschnitte in den Punktepaaren Ao), 4i13 411, Aoe 
Gnd=Ass;' Aoos 


®*) Wegen einer spiiteren Anwendung sei auf folgenden Sachverhalt hingewiesen. 
Wollen wir die Einheitshyperebene nicht iindern, also die Polarhyperebene des Einheits- 
punktes beziiglich des Grundeckes als solche beibehalten, so sind die Gleichungen etwa 
der ®, durch das Verschwinden der zweireihigen Minoren der Determinante 


1 1 

/ — Bl —h/ 

crite SB pean e Mey eel: 
& m/s “= i m/ 
9 —10 ae) 
1 1 
— m/s — As m/ 
9 20 9 “21 ae, 


gegeben, age jetzt die Ef Hyperebenenkoordinaten sind und a= E. fir? =k Ss 
= 26. fiir 1==& ist. 


tk 
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10. Wir kehren wieder zu synthetischen Untersuchungen zuriick und 
zeigen, daf die FS (und dual die ”,) auf oo quadratischen Hyperfldichen 
Vi liegt, also Basismannigfaltigkeit eines linearen co’-Systems von Vi ist. 
In der Tat gehen die co° quadratischen Polaren der Punkte des S; beziiglich 
der M; alle durch die fied die ja Doppelmannigfaltigkeit der Mi; ist. Dab 
es keine weiteren ie durch die Fy gibt, folgt daraus, daB ein allgemeiner 
S, die Fy in einer Normkurve schneidet, durch die (Kapitel XIII, Nr. 11) 
co” V- des S, gehen, und daB die Dimension dieses Systems mit der des 
Systems der Vi des S, dureh die F; iibereinstimmen muB, da keine Vie 
den S, enthalten, d.h. zerfallen kann (Kapitel X, Nr. 19); die ihe wiirde 
ja sonst nicht dem S, zugehbéren‘). 


11. Bemerkenswert ist die Abbildung der Punkte einer durch die 
I, gehenden V;, also der quadratischen Polaren eines Punktes P des S, 
beziiglich der M, auf x. 

Wir betrachten die Polarhyperebene von P beziiglich der Mi; die auch 
Polarhyperebene von P beziiglich der quadratischen Polaren ist. Da ein be- 
liebiger Punkt Q derselben die Polargruppe erster Ordnung von P beziiglich 
der drei Schnittpunkte von P@ mit der M, ist, folgt aus dem Satz der Nr. 1, 
daB der dem Punkt Q entsprechende Klassenkegelschnitt apolar ist zu 
dem Ordnungskegelschnitt, der mit dem dem Punkt P entsprechenden 
Klassenkegelschnitt zusammenfallt. Lassen wir Q die Polarhyperebene von 
P durchlaufen, so beschreibt der erste Kegelschnitt das zum zweiten 
apolare System; wir kénnen also letzteren, als Ordnungskegelschnitt an- 
gesehen, als Bild der Polarhyperebene von P auffassen. Hin Punkt und ein 
S,, die Pol und Polarhyperebene beziiglich der Mi; sind, werden also auf 
denselben Kegelschnitt, beziehungsweise als Klassen- und Ordnungskurve ange- 
sehen, abgebildet und umgekehrt. Beachten wir, dab die Pole der Hyperebenen 


") Analytisch folgt das aus den Gleichungen (4), die einzeln betrachtet, sechs 
offenbar linear unabhiingige an und zwar sechs Kegel darstellen; die erste Gleichung 
ist ja beispielsweise ein Kegel, dessen Scheitel die Grundebene durch A,,, A,, und 
Ay, ist. Die Gleichnug : 

=A Xy, Xng = 0 
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(A A 


A A A A sr, ik 


welche die Ee enthalt, fiihrt wegen (5) auf die Bedingung 


é 2 
ee aie pag oe poh aera rs, ik rs, ki 2: yi) eimer anderen V4, 


= Aig, pe Ui Cy, 0,0, = Oy 
die in den # identisch erfiillt sein mu8. Daraus folgert man leicht, daB die linke 
Seite der obigen Gleichung eine lineare Kombination der linken Seiten der Glei- 


chungen (4) sein muB. 
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dureh P auf der quadratischen Polaren liegen und da diese Hyperebenen 
durch die Ordnungskegelschnitte dargestellt werden, die zu dem Klassen- 
kegelschnitt apolar sind, der dem Punkt P entspricht (Nr. 5), so folgt 
weiter: Die co* Punkte der quadratischen Polaren eines Punktes P des 8; 
beziiglich der M : entsprechen einem quadratischen co'- System von Klassen- 
kegelschnitten der Ebene x. Diese fallen mit den Ordnungskegelschnitten 
zusammen, die zu dem, dem Punkt P entsprechenden Klassenkegelschnitt 
von & apolar sind.: Analoges gilt korrelativ. 


12. Ein S,, der die Mi in einem Punkt P beriihrt, enthalt die durch 
P gehenden linearen Riume derselben, niimlich cine Ebene erster Art 
und zwei Ebenen zweiter Art. Der S, ist daher (Nr. 6) die Doppel- 
tangentialhyperebene der F’ ; lings des Kegelschnittes der Ebene erster 
Art und enthilt die siimtlichen Ebenen zweiter Art, die die F; in den 
Punkten dieses Kegelschnittes beriihren. Demzufolge beriihrt der S, die 
M; nicht nur in P, sondern in jedem Punkt der Ebene erster Art, ist 
also, wie man sagt, Tangentialhyperebene der Mi lings dieser Ebene. 
Die Doppeltangentialhyperebenen der Be die diese lings eines Kegelschnittes 
beriihren, sind also die Tangentialhyperebenen der M ; liings der Ebene dieses 
Kegelschnittes und korrelativ. 

Daraus folgt: Die Mannigfaltigkeit es in deren Punkten die S, durch 
emen Punkt P die Mi sa und fiir welche die F’, Doppelmannigfaltighett 
ist, ist ein Ort von oo* Ebenen erster Art. Sie ist foe Schnitt der Mi mit 
der quadratischen Polaren von P. Schneiden wir die Ve mit der Pon 
hyperebene yon P, so erhalten wir eine Regelfliche V : als Ort der Be- 
riihrungspunkte der durch P gehenden und die M ‘ oskulierenden Geraden 
(Kapitel VIII, Nr. 21). 


13. Wir betrachten eine quadratische Hyperflache Vi durch die F5, 
und zwar insbesondere die linearen Riume griéfSter Dimension der V/, 
nimlich ihre Ebenen. 

Zuerst wollen wir voraussetzen, daB der Pol P der Ke beziiglich der 
Mu; auBerhalb dieser Hyperfliche liege. De Taneentialpeiabens Eder sie ; 
in einem allgemeinen Punkt Q*) der V; schneider diese in einem Rees 
den man sich durch Projektion einer Neon Vs ” erhalten denken kann. 
Die bs wird yon 7’ in einer Normkurve C* eacebnition, die auf diesem 
Kegel liegt und aus Y in eine rationale Kurve vierter Ordnung C* der 
V; projiziert wird. Die C* kann keinen Donne aaEs haben, da sonst 


2 
dureh Q eine Sehne der C* ginge, die auf der M; liegen miifte, da die 


8) Es geniigt, wenn Q auBerhalb der uy, liegt. 
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C, ja Doppelkurve der M; ist. Das _widerspricht aber der Voraussetzung, 
dab Y auBerhalb der M; tee Die C* ist somit yon zweiter Art und wird 
von den Erzeugenden (Ee einen Schar der V; in je drei Punkten, von 
denen der anderen Schar in je einem Punkt ponte Da sich durch 
Projektion dieser Erzeugenden aus @ die daren Q gehenden Ebenen der 
V; ergeben, folgt: Von den . iden Systemen von oo ’ Ebenen einer quate atiselen 
Hyperfliche J te durch die F: besteht das eine aus benen, welche die F, im je 
drei Punkten treffen, das ie e aus pore die die F: im je eimem “Parle 
tr effen. Bemerkt sei, daB es auf der Vi co Ebenen ane die Kegelschnitte 
der J’, enthalten (Nr. 12). Da je zwei dieser Ebenen einen Punkt gemeinsam 
haben, eehbren sie demselben System der Vi an (Kapitel VI, Nr. 20) und 
zwar dem System von Ebenen, welche die Hes einpunktig treffen. In dem anderen 
System der Ve gibt es ja Ebenen, die eine beliebige von diesen Ebenen 
in Geraden, somit den betreffenden Kegelschnitt in zwei Punkten schneiden. 
Diese Ebenen haben mit der Fy zwei Punkte und daher noch einen dritten 


gemeinsam. 


14. Der Pol P der Ve liege nun auf der M;. Durch P geht dann 
eine Ebene € erster Art, die i, in einem Kegelschnitt C schneidet. Jeder S, 
durch ¢ schneidet die M; in einer Flache dritter Ordnung, die in die 
Ebene € und in eine V; durch C zerfillt®). Die quadratische Polare von P 
beziiglich dieser Flache dritter Ordnung zerfallt, wie man ohneweiters 
erkennt, ebenfalls, und zwar in die Ebene ¢ und in die Polarebene von P 
beziiglich der obigen Vin Die letztere Ebene geht natiirlich durch die 
Polare p von P beziiglich C. Daraus folgt: Die quadratische Polare eines 
Punktes P der M; ist eine doppelt ausgeartete Vi , welche die Ebene € erster 
Art der uM; durch P enthilt und deren Doppelaerade die Polare p von P 
beziiglich des Kegelschnittes C ist, der von & aus der 1s ausgeschnitten wird. 

Die Tangentialhyperebene der mM: in P, welche die M; also (Nr. 12) in 
allen Punkten der Ebene « beriihrt, ist auch Tangentialhyperebene der Va 
in P und somit auch in allen Punkten von ¢. Sie schneidet somit die 
Ve in zwei S, durch ¢, die somit lineare Raume der V; gréBter Dimension 
aus verschiedenen Systemen sind (Kapitel VI, Nr. 20). Die beiden 8, sind 
die Verbindungsriume von € mit den beiden Ebenen zweiter Art, welche die 
F in den beiden Schnittpunkten Q’ und Q” von p mit C beriihren, und 
gehen daher beziehungsweise durch die Geraden PQ’ und PQ’. Eine 
Hyperebene, die einen dieser S, enthilt, schneidet die F, im Kegelschnitt C 


°) Diese Ve ist ein Kegel, weil ein S, durch den S, die KF in C und einem zweiten 
Kegelschnitt seuneidee der auBerhalb von C mit dem 'S, einen Punkt gemeinsam hat, 
der somit Doppelpunkt der V; sein mub. 
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und in einem weiteren Kegelschnitt C, der durch Q’ (oder Q’’) hindurch- 
geht, und schneidet die V; in einem zweiten S,, von dessen Schnittpunkten 
mit der F) somit zwei nach Q’ (oder Q/’) und einer nach Q” (oder Q’) 
fallen, wihrend der vierte variabel ist. In diesem Fall ergibt sich also: 
Die beiden Systeme von S, der PIGED SEINE Polaren Vi eines Punktes P 
der uM; verhalten sich ancibhtlick der ie in gleicher Weise; sie unterscheiden 
sich blojs hinsichtlich der Punkte Q’ und Q” (sofern V’ doppelter, Y”’ einfacher 
Sehnittpunkt fiir die 8, des einen Systems und beziehungsweise einfacher 


und doppelter Schnittpunkt fiir die S,; des anderen Systems ist). 


15. Wir projizieren i aus einem auBerhalb der M, gelegenen 
Punkt O des S, auf die M, betrachten also den Ort des restlichen Schnitt- 
punktes P, der Mi; mit einer Geraden g, die O mit einem variablen Punkt P 
der Ps verbindet. Ist O, der Schnittpunkt von g mit der Polarhyperebene 
von O beziiglich der M;, so ist das Doppelverhiltnis der vier Punkte 
O, P, O,,P, konstant und zwar —— 2, wie leicht gezeigt werden kann*”). 
os folgt ohneweiters: Die Pr en der E aus einem auperhalb der 
M: seen Punkt O auf die M; ist so wie Ss ie eine Vuronesn’sche 
Fliche tee 9, die der FY in einer Homologie mit dem Zentrum O, der Polar- 
hyperebene ® von O beziig glich der uM; als Achse und der absoluten Invariante 
— 2 entspricht**). 

Daraus folgt noch eine andere Beziehung. Betrachten wir zwei ent- 
sprechende Kegelschnitte y und y von’, und 1 so schneiden sie einander 
in zwei Punkten P und QY der Hyperebene @ und gehéren einem 8, zu. 
Die beiden Kegel, die durch y und y hindurchgehen (vgl. Kapitel VI, 


*°) Auf g haben wir eine Gruppe von drei Punkten, die aus dem doppelt ziihlenden 
Punkt P und dem Punkt P, besteht und durch 2, x, =0 dargestellt werden kann. Die 
Polargruppe erster Ordnung eines Punktes O (y):y,) ist der Punkt O, mit den Koordinaten 
—y,:2y, und daraus folgt: 


(£25 0, — Yo, a4 a — 2. 
we 2% 


+*) Der eAIE ]i8t sich unmittelbar fiir folgenden allgemeinen Satz ausdehnen: 
Enthdlt eine Vv , 78 S. eine SE at Me a es gis (k=0) von (n—1)-fachen eae So 
entspricht die Projektion F von i auf die Ve 1 wus einem Punkt O auferhalh der Va a der 
eo in einer Homologie, die O als on um, we Polarhypcrebene von O beziiglich i Nea 
als Achse und die Zahl 1—n als absolute Invariante hat. So omen wir durch Projektion 
der 10 Pee pankte der in Kapitel VIII, Nr. gos behandelten v; des S, aus den Punkten 
des S, oo" Systeme von 10 Punkten der ve , die dieselbe contention bilden wie die 
10 Donpetpraictes 

Wegen ‘ihnlicher Beziehungen und wegen Literaturnachweisen vgl. ROSATI, Sulle 


superficie di Veronese e di Srurner (Atti dell’ Accad. di Torino 35, 1899). 
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Nr. 10), sind erstens der Kegel, der sie aus O projiziert, und zweitens der 
restliche Sehnitt der M; mit dem S, [vgl. Anmerkung®)|. Der Scheitel 2 
dieses zweiten Kegels ist ein Punkt der ES der aus O in einen, in der 
Ebene des Kegelschnittes y gelegenen Punkt & von 13% projiziert wird. 
Die Gerade RR ist beziiglich des Biischels der V; durch die beiden 
Kegelschnitte y und Y konjugiert zur Geraden PQ, da ihre Tangentialebenen 
in P und Q dureh FR und PL hindurechgehen. Somit ist der Punkt R der 
Pol von PQ beziiglich y, und die ve ist zugleich der Ort der Pole der 
Hyperebene @ beziiglich der Kegelschnitte der hit Beachten wir, daf fiinf 
Vi durch die F, sich auBerdem nur noch in einem einzigen Punkt 
schneiden**), da (Nr. 11) ihre Punkte dureh fiinf lineare oo*-Systeme von 
(urspriinglich natiirlich als Klassenkegelschnitte gedachten) Ordnungs- 
kegelschnitten abgebildet werden und diese linearenSysteme einen Ordnungs- 
kegelschnitt gemeinsam haben, so folgt (wegen des Satzes der Reziprozitiit, 
Kapitel VIII, Nr. 10), daB jede Hyperebene m des Ss beziiglich der M; einen 
einzigen Pol hat. Unser obiger Schlu8 laBt sich nun folgendermafen allgemein 
formulieren: Der Ort der Pole einer Hyperebene beziiglich der Kegelschnitte 
einer Vuronnse’schen Elche ist wieder eine Vuronusn sche Fiche. 


16. Eine projektive Transformation, also entweder eine Kollineation 
oder eine Korrelation der Ebene x in sich fiihrt die linearen co’-Systeme 
von Ordnungs- und Klassenkegelschnitten von = entweder in sich tiber oder 
vertauscht sie miteinander. Dabei werden aus ausgearteten Kegelschnitten 
immer wieder ausgeartete Kegelschnitte. [hr entspricht somit eine projektive 
Transformation des Raumes S, in sich, die die beiden Mannigfaltigkeiten oe 
und Ps entweder in sich tiberfiihrt oder miteinander vertauscht. Umgekehrt 
entspricht einer projektiven Transformation des S, in sich, die Ee und ®5 in 
sich iiberfiihrt oder miteinander vertauscht, offenbar in x eine Kollineation 
oder Korrelation. Es gibt also co” Kollineationen des S,, die Fy und @p, in 
sich tiberfiihren, und oo Korrelationen, die Be in Py trans formieren'*), 

Kine Korrelation des S., in der F', und @, einander entsprechen und 
deren Bild in x offenbar eine nicht singuliire Korrelation ist, kann kein 
Nullsystem sein; wire das nimlich der Fall, so wiirde jeder Punkt der 
F; in seiner entsprechenden Hyperebene der P, und somit auch jeder 
Punkt von x in seiner entsprechenden Geraden liegen, was nur méglich 


) Das folgt als ganz spezieller Fall auch aus einer wichtigen Formel (7 =5, 


N, = Ny = +++ =n, = 2, bh = 4, pb, = 6, py = 3), die SEVERI in Nr. 35 in der zweiten 
in Kapitel IX, Anmerkung’”’) zitierten Arbeit aufgestellt hat. 


*) Die Kollineationen des Se die auBer der Pe noch einen Punkt festlassen, liefern 
die euklidische oder nichteuklidische Metrik in der Ebene a, je nachdem der Punkt 
auf der uM; liegt oder nicht. Vgl. hiezu die in *) zitierte Abhandlung von SrGre. 
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ist, wenn die Korrelation in x singuliir ist (Kapitel V, Nr. 5). Die Kor- 
relation des S, bestimmt somit die beiden Vi inzidenter Punkte und Hyper- 
ebenen (Kapitel V, Nr. 1). Die 1 inzidenter Punkte, auf der die F; 
aus demselben Grunde wie oben nicht liegen kann, schneidet die Vi in 
einer Kurve 8" Ordnung, deren Punkte in den entsprechenden Hyper- 
ebenen der ®, liegen. Diese Kurye wird in a dureh den Kegelschnitt 
inzidenter Punkte der Korrelation von a dargestellt, die das Bild der 
betrachteten Korrelation des S; ist, _und ist daher eine doppelt zihlende 
Normkurve vierter Ordnung. Die V; ; inzidenter Punkte beriihrt lings dieser 
Kurve die if Analoges gilt porretaliy. 

Die co® Polaritiiten der Ebene x sind Bilder yon co” inyolutorisehen 
Korrelationen, die nach dem oben gesagten Polaritéiten sein miissen. Die 
oo” augehirigen Vs 7 Pentiglich welcher le und (p, reziproke Polaren sind, 
beriihren alle die Ft (fiir die P, gilt analog korrelatives) in Normkurven 
vierter Ordnung. 

Besteht zwischen den Bildebenen zweier jie yon VERONESE eine 
Kollineation, so resultiert daraus eine kollineare Verwandtschaft zwischen 
den beiden 7 Ferner gilt: Ziwischen zwei beliebigen ym von Vuronese existiert 
ee kollineare Verwandtschaft, in der einem gegebenen hyperebenen Schnitt 
der einen ein gegebener hyperebener Schnitt der anderen entspricht und der 
eine gleichfalls gegebene Projektivitdt zwischen diesen beiden Schnittkurven 
untergeordnet ist. In der Abbildung ergibt sich ja eine Projektivitaét zwischen 
den beiden Kegelschnitten, die Bilder der Schnittkurven sind, und somit 
eine Kollineation zwischen ihren beiden Ebenen, den Bildebenen der 
beiden F’,“*). Entsprechendes gilt korrelatiy. 


**) Neben dem obigen Satz, den wir mit a) bezeichnen wollen, gilt noch folgender 
b): In einem S,. fallen zwei ie von VERONESE zusammen, wenn sie ewer hyperebene 
Schnitte gemeinsam haben. Schneiden wir niimlich mit einer variablen Hyperebene, so 
ergeben sich zwei C* mit acht gemeinsamen Punkten, die also zusammenfallen miissen. 
Durch em. dieser beiden Siitze gelangt SEGRE zu einem eee Beweis dafiir, 
daB cine V, eines S,, deren hyperebene Schnitte Bes ’sche Fe sind, ein Kegel ist 
(Kapitel XV, Nr. 10). Schneidet man niimlich die V, ; mit zwei Gece Hyperebenen 
S; und S;, so ergeben sich zwei ee sche Plichen F und F", welche die Schnitt- 
kurve C* mit dem Schnitt S, von S, und S, gemeinsam haben. Wegen des Satzes a) 
existiert eine Kollineation zwischen F und F’, in der alle Punkte dieser C* und somit 
alle Punkte des S, Doppelpunkte sind. Daraus folgt, da diese Kollineation eine 
Perspektivitiit ist und da8 daher F und F”’ in einem Kegel liegen, dessen Scheitel 
das Perspektivitiitszentrum ist. Schneidet man nun den Kegel und die V5 mit einer 
allgemeinen Hyperebene des S,, so ergeben sich zwei VERONESE’sche Flichen, die mit 
F und F” dieselben Kuryen C* gemeinsam haben und wegen b) somit zusammenfallen, 
weshalb auch die v5 mit dem Kegel zusammenfallen mu. 
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Da es co” Kollineationen des S; und co” Kollineationen der 1p in 
sich gibt, und da ferner jede ie durch eine Kollineation in jede andere 
F; iibergefiihrt werden kann, gibt es co”! Vuronese’sche Es in einem S, 
und co®, die durch eine Normkurve C! gehen. Es gibt ja co® solehe C* 
auf einer ne und oo”? im &,. 

17. Der Vergleich dieser Ausfiihrungen mit Kapitel VI, Nr. 25, liefert 
eine klare Vorstellung von dem wesentlichen Unterschied zwischen der 
projektiven Geometrie .der Kegelschnitte einer Ebene und der projektiven 
Geometrie der linearen Komplexe eines §;; der ersteren entspricht ja die 
Geometrie des S, hinsichtlich der Gruppe der Kollineation, die eine FY 
von Veronese in sich tiberfiihren, wihrend der letzteren die Geometrie 
des S; hinsichtlich der Gruppe von kollinearen Transformationen ent- 
spricht, welche eine quadratische Hyperfliche a des S, ungeandert lassen. 

Nichtsdestoweniger gibt es bemerkenswerte und schéne Zusammen- 
hinge zwischen den beiden Geometrien; auf solche sté8t man beispiels- 
weise, wenn man fiir die V; der Liniengeometrie eine der quadratischen 
Hyperflichen durch Fy wihlt, doch wollen wir uns hier damit nicht niher 
beschiftigen’”). 


18. Wir wenden uns hingegen jener Fliche des S, zu, die sich durch 
Projektion der F; aus einer Geraden g ergibt, die mit der Te keinen 
Punkt gemeinsam hat; sie wird durch ein lineares co’-System von Kegel- 
schnitten ohne Basispunkte dargestellt und als Srermer’sche Flache be- 
zeichnet (Kapitel XV, Nr. 6)'°). 

Es seien A,, A, und A, die drei Schnittpunkte, in denen das Pro- 
jektionszentrum g die /} schneidet, 9%, Sé/ und 4’’ die drei Ebenen erster 
Art, die beziehungsweise durch diese Punkte hindurechgehen, und C’, C”’ 
und C’”’ die drei Kegelschnitte, in denen beziehungsweise S32, $3’ und $3’’ 
die I’ schneiden. Ist A,, der Schnittpunkt yon OC” und CO’, so schneidet 
die Ebene S3=A,,;g die Ebenen 99’ und S%’’ in den Geraden A, Ao; 
und A; Ass, die C’”. und C’”” beziehungsweise in Punkten A,. und Aj, 


*) Vgl. Nr. 12 ff. der in *) zitierten Arbeit von SEGRE. 


*6) Diese Fliiche wurde yon STEINER im Jahre 1844 wiihrend seines Aufent- 
haltes in Rom entdeckt; man nennt sie deshalb mitunter auch SrzrNzr’s Rémerfldche. 
Seine Zweifel hinsichtlich der Ordnung wurden von WEIERSTRASS behoben, der ihre 
Darstellung mittels quadratischer Formen dreier Parameter fand. Ohne da bis dahin 
Untersuchungen dartiber publiziert waren, fand KUMMER die Fliche wieder gelegentlich 
seiner Untersuchungen iiber Fliichen vierten Grades, auf denen Scharen von Kegel- 
schnitten liegen (Monatsberichte der Berliner Akademie, 1863). Es folgten bald darauf 


Arbeiten von SCHROTER, CREMONA, CLEBSCH u. a. (vgl. auch STEINER’s Werke 10. 
8. 721 und 741). 
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_treffen, deren Verbindungsgerade der Ebene $2 angehért und somit g in 
einem Punkt trifft. Dieser offenbar yon A, und A, verschiedene Punkt 
mu der Punkt 4, sein, da die Ebene des Kegelschnittes der J’, durch 
A,, und A,, auf der Mi: liegt und diese mit g nur die drei Punkte A,, 4, 
und A, gemeinsam hat. Da ferner Si die Ebene erster Art durch A, ist, 
mu8 der eben genannte Kegelschnitt der Kegelschnitt C’ sein. Somét bilden 
die drei Schnittpunkte einer Geraden g mit der M; und die dret Schnitt- 
punkte der drei Kegelschnitte von Le die in den Ebenen erster Art durch 
die drei ersten Punkte liegen, zusammen die sechs Ecken eines vollstindigen 
Vierseits. Projizieren wir daher die Fy aus g auf einen S,, so wird aus 
jedem Kegelschnitt C’, C’ und C’” eine Doppelgerade und aus den drei 
Punkten A,,, 4;,; und 4,5 ein dreifacher Punkt. Die Srerver’sche Fliiche 
hat also drei Doppelgerade, die einander in einem dreifachen, triplanaren 
Punkt trejfen"’). 

Eine Gerade, die etwa durch 4, geht und C’ in zwei Punkten trifft, 
liefert einen Punkt einer Doppelgeraden, naimlich den Spurpunkt der Ver- 
bindungsebene yon g mit dieser Geraden auf dem S;. Die Tangentialebenen 
der FS in diesen beiden Punkten werden in die beiden Tangentialebenen 
der Srerer’schen Flaiche im Doppelpunkt projiziert. Die beiden Tangenten 
aus A, an C’ liefern zwei uniplanare oder Kuspidalpunkte der Srerver’schen 
Fliiche. Diese hat somit sechs uniplanare Punkte, je zwei auf jeder Doppel- 
geraden. 

Die Tangentialhyperebenen der F, durch g werden vom 8,, auf den 
Wir projizieren, in den Tangentialebenen der Srerer’schen Flaiche ge- 
schnitten. Jede Tangentialebene schneidet die Srerner’sche Fliche in zwei 
Kegelschnitten, deren vier gemeinsame Punkte der Beriihrungspunkt und 
die drei Schnittpunkte der Tangentialebenen mit den Doppelgeraden sind. 

Durch die Gerade g gehen vier Doppeltangentialhyperebenen der Fy 
(Nr. 6). Daher besitet die Srurvun’sche Fliche vier lings eines Kegelschnittes 
beriihrende Doppeltangentialebenen’*). Die vier Hyperebenen miissen aber 
ferner die Kegelschnitte C’, C’’ und 0” beriihren, also $3, Ss und 83’ 
in Tangenten dieser Kegelschnitte schneiden, die beziehungsweise durch 
A,, A, und A; hindurchgehen. Der Beriihrungskegelschnitt jeder dieser 
Hyperebenen enthilt also die Beriihrungspunkte von drei derartigen Tan- 


) Beriihrt oder oskuliert g die Mi, so ergeben sich die beiden, von CLEBSCH und 
CkEMONA bemerkten Sonderfiille der SreINER’schen Fliiche (vgl. CREMONA, Rappre- 
sentazione della superficie di Srernnr. . . (Rend. Ist. Lomb. 4, 1867]). Von den drei 
Doppelgeraden sind dann beziehungsweise entweder zwei oder alle einander benachbart. 


*8) Die STEINER’sche Fliiche ist daher im S, dual zur Fliiche dritter Ordnung 
und vierter Klasse mit vier Doppelpunkten. 
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genten. Daraus folgt: Die Beriihrungskegelschnitte der vier Doppeltangential-— 
ebenen der Srrrver’schen E'liche enthalten je drei uniplanare Punkte derselben. 


19. Wir kommen zur Abbildung der Sremer’schen Fliche auf die 
Ebene x. 

Die co* ebenen Sehnitte dieser Fliche haben die co* Ordnungskegel- 
schnitte von x zu Bildern, die den Hyperebenen des S; durch g entsprechen. 
Die zu diesem linearen System apolare Schar von Klassenkegelschnitten 
ist das Bild der Punkte von g; insbesondere entsprechen die drei Punkte- 
paare der Schar den Punkten A,, Ad, und As, wiihrend die einzelnen Punkte 
dieser drei Paare, als Doppelpunkte von x angesehen, den Beriihrungs- 
punkten der Tangenten entsprechen, die aus A,, A, und A, beziehungsweise 
an 0, C’ und C’” gehen. Die vier Basisgeraden der Schar sind die Bilder 
der vier Doppeltangentialhyperebenen der F, durch g. 

Diese vier Basisgeraden stellen also die Doppeltangentialebenen der 
Sremer’schen Fliiche dar, die sechs Ecken des von ihnen gebildeten 
Vierseits die uniplaren Punkte und die Diagonalen desselben die Doppel- 
geraden dieser I'liiche. Die Diagonalen sind aber zugleich die Bilder der 
Kegelsehnitte C’, C’” und C’’’ der Veronesr’schen Fliiche 7); die Punkte 
dieser Kegelschnitte, die den Punkten der Doppelgeraden der Srrmner’schen 
Fliiche entsprechen, bilden beziehungsweise drei quadratische Involutionen, 
deren Doppelpunkte die Beritihrungspunkte der Tangenten aus A,, A, und 
A, beziehungsweise an 0’, C’’ und C’”’ sind. Es folgt, daB die Punkte der drei 
Doppelgeraden der Srermer’schen Fliche auf die Punktepaare dreier 
quadratischer Involutionen abgebildet werden, die auf den Diagonalen des 
erwiihnten Vierseits liegen und gegeniiberliegende Ecken desselben zu 
Doppelpunkten haben. Der dreifache Punkt der Srerymr’schen Fliche hat 
schlieBlich das Eckentripel des Diagonaldreiseits zum Bild. 


20. Wir bezeichnen mit 
yi=0 (=0, 1, 2, 3) 


die Gleichungen der vier Seiten des Basisvierseits der oben betrachteten 
Schar, so dab 
(6) Ly,=0 


die zwischen ihnen bestehende identische Relation ist. Da das lineare 
System der ebenen Schnitte eine lineare Kombination der y, =0 ist 
lassen sich 


, 
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als Formeln fiir die ebene Abbildung der Srerer’schen Fliche wiihlen. 
Durch Elimination der y; aus (6) und (7) folgt die Gleichung 


oder 


; . | 2 - n es 
(a +---—2a,%,—- =) — 644,40, 7,7, = 0 
der Srerer’schen Fliche. Eine Ebene 


> 


20; = 0, 


ue 


der ein Kegelschnitt 
= 


aa 


¥, =0 


entspricht, ist Tangentialebene der Sreiner’schen Flaiche, wenn dieser 
Kegelschnitt zerfillt, d.h. wenn die Ableitungen der linken Seite seiner 
Gleichung etwa nach y, y, und y, verschwinden, wenn also schlieflich 
wegen (6) 

CU es He ey Yi bs a 0 es Ye = 0 
ist. Daraus folgt 


als Gleichung der Sterver’schen Flaiche in Ebenenkoordinaten. 
Nehmen wir jedoch als Grundeck in der Bildebene x das Diagonal- 
dreieck des obigen Vierseits, so sind 


¥1942=9, Yoxyo=9, Yyi=9 
Geradenpaare, die zu allen Kegelschnitten der obigen Schar apolar und 
daher Kegelschnitte des Bildsystems der ebenen Schnitte der Srrerer’schen 
Fliche sind. Jeder andere Kegelschnitt dieses Systems ist dann von der Form 

= dit YY = 0 

und somit gehért dem System auch der Kegelschnitt 
s 2 2 2 
(8) Moy Yo + HY, + Fo0 Yo =O 


an, dessen Gleichung sich aus der obigen dureh Subtraktion von 


2 dye Yr Y2 + 2 29 Y2 Yo + 2 Gor Yo i = 9 


Bertini, Geometrie. 26 
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ergibt. Andern wir den Einheitspunkt, so wird aus (8) 
Doane Lilac gee 
Yo ain Yy Hay Yo —— 0. 


Den Abbildungsformeln der Srerer’schen Fliiche kiénnen wir daher die 
Form 
2 2 2 
Wy 2 By: Hy 2% =YYo2 YoYo? Yor Yor Ur Ys 


geben, woraus durch Elimination der y; eine zweite, von Kummer angegebene 
Gestalt der Gleichung der Srreiver’schen Fiche folgt, naémlich 


tee | ne np mp ops — 
% vy 2) vy oe) Xs = 0, 


21. Von einer besonders groBen geometrischen Bedeutung fiir die 
Sremer’sche Fliche sind die Kegelschnitte der oben erwihnten Schar, 
die zu dem System der die ebenen Schnitte der Fliche darstellenden 
Kegelschnitte apolar ist. 

Es sei M ein beliebiger Punkt der Sremur’schen Fliche und M’ sein 
Bild in der Ebene x. Die Tangentialebene in M schneidet die Flache in 
zwei Kegelschnitten, deren Bilder zwei Gerade durch M’ sind. Diese beiden 
Geraden bilden zusammen den Bildkegelschnitt des ebenen Schnittes und 
sind also apolar zu allen Kegelschnitten der in Rede stehenden Schar. 
Durch VW gehen zwei Asymptotenkurven der Srerer’schen Flaiche, deren 
Linienelemente in M mit denen der beiden Kegelschnitte zusammenfallen '”), 
Die Bilder dieser Linienelemente sind also die Richtungen der beiden 
Geraden durch J/’. Da diese beiden Geraden aber wegen des oben Gesagten 
Tangenten der beiden Kegelschnitte der Schar sind, die durch M’ gehen, 
folgt, daB diese zwei Kegelschnitte die Bilder der beiden Asymptotenkurven 
dureh MZ sind. Daher sind die Kegelschnitte der betrachteten Schar, als 
Ordnungskurven angeschen, die Bilder der Asymptotenkurven der SteinEr- 
schen Flache. Erinnern wir uns der Bedeutung der Kegelschnitte yon =, 
so kénnen wir sagen: Die Asymptotenkurven der Srutnar’schen Fliche sind 
rationale Raumkurven vierter Ordnung zweiter Art, welche die drei Doppel- 
geraden der Ildche zu Bisekanten haben und deren stationire Ebenen die 
vier Doppeltangentialebenen der Fiche sind”®). 

Beachten wir, da eine Asymptotenkurve auf einer Fliche auch dadureh 
charakterisiert ist, daB die Schmiegungsebenen der Kurve Tangentialebenen 


**) Vel. hiezu die analogen Betrachtungen gelegentlich der Bestimmung der Asym- 
ptotenkurven der kubischen Regelfliche des S, in Kapitel XIV, Nr. 18. [D.] 


>°) Vgl. CREMOMA, zitiert in 1”). 


Die VERONESE’sche Fliiche (Nr. 21—22). 403 


der Fliche sind, so folgt, daB die Schmiegungsebenen einer Asymptotenkurve 
in ihren Schnittpunkten mit einer Doppelgeraden diese Doppelgerade 
enthalten. Nennen wir eine Sehne Hauwptsehne”*), wenn sie Schnitt der 
Schmiegungsebenen in ihren Stiitzpunkten ist, so sind die drei Doppel- 
geraden der Sruixer’schen Fliche Hauptsehnen aller Asymptotenkurven. 

Kine Tangentialebene schneidet die Sreimer’sche Fliche in zwei 
Kegelschnitten, die, wie erwihnt, auf zwei Gerade abgebildet werden, die 
zu allen Bildkegelschnitten der Asymptotenkurven apolar sind. Daraus folgt: 
Jede Asymptotenkurve der Srezer’schen Fliche wird von einer beliebigen 
Tangentialebene derselben in vier Punkten geschnitten, die auf der Asymptoten- 
kurve eine harmonische Gruppe bilden. 


22. Wir beweisen nun, daB es umgekehrt eu jeder Raumkure C* eweiter 
Art eine Srutver’sche Fliche gibt, fiir welche die C* Asymptotenkurve ist. Die 
Fliche wird somit yon den Ebenen eingehiillt, welche die C* in vier 
harmonischen Punkten schneiden. Aus dem Beweis ergibt sich dann, dab 
die Asymptotenkurven der Srerver’schen Fliche ganz allgemeine rationale 
Raumkurven vierter Ordnung sind. Wir betrachten zuerst die Normkurve 
I“ eines S,, deren Projektion unsere gegebene (* ist. 

Die Sehnen der I™ erfiillen eine Hyperfliche des S,, und zwar eine Ve, 
da die Projektion von I* aus einem allgemeinen S, auf einen S, eine Kurve 
vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten ist. Diese Va hat I’ zur Doppel- 
kurve, da wir durch Projektion der I* aus einem S,, der mit ihr einen 
Punkt gemeinsam hat, eine Kurve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt 
erhalten. Verbinden wir ferner entsprechende Punkte einer Involution - 
zweiter Ordnung auf I“, so erhalten wir eine rationale, dem S, zugehirige 
Regelfliche, die normal (da dasselbe fiir die I* gilt) und somit von dritter 
Ordnung ist (Kapitel XIV, Nr. 4). Sie besitzt eine einfache Leitgerade, 
die sogenannte Achse der Involution. Daraus folgt, daSf auf der V; ein 
weiteres System von Geraden existiert, nimlich das System der Achsen 
dieser Involutionen zweiter Ordnung. Dabei enthalt jeder S, durch eine 
Achse zwei Sehnen der I’. Ein S,, der die V; in einem Punkt einer 
Sehne der I“ beriihrt, schneidet die Vj in einer Fliche dritter Ordnung, 
die neben den Stiitzpunkten der Sehne auch den Beriihrungspunkt zum 
Doppelpunkt hat und fiir die somit die Sehne doppelte Leitgerade ist. 
Der S, beriihrt die ay daher in siimtlichen Punkten der Sehne und enthalt 
die Achsen siimtlicher Involutionen, ftir welche die beiden Stiitzpunkte 
der Sehne ein Paar entsprechender Punkte bilden™). Es folgt daraus, dai 


*1) Corda principale. {D.] 


2) Diese Achsen sind somit Erzeugende der kubischen Regelfliche. 
26 
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die Tangential-S, der ge bloB eine co’-Gesamtheit bilden, weil ja jeder 
derselben lings einer Sehne beriihrt. Des weiteren enthilt jeder Tangential- 
S, die Tangenten yon I™* in den Stiitzpunkten der Beriihrungssehne, 
weshalb insbesondere die S,, welche die V, lings der Tangenten der I™ 
beriihren, die oskulierenden S, der I* sind, d. h. mit ihr vier zusammen- 
fallende Punkte gemeinsam haben. 

Nach diesen Vorbemerkungen betrachten wir die reziproke Polare 
der V5 beztiglich der quadratischen Hyperfliiche Ww: 3» die dureh I“ hin- 
durchgeht und in jedem Punkt von I* vom zugehiérigen Schmiegungs-3S, 
bertihrt wird (Kapitel XIII, Nr. 8). Diese reziproke Polare ist eine Flache, 
deren Tangentialebenen in der zur I* gehérigen Polaritiitt den Sehnen 
von I* entsprechen. Dabei gehen die $;, die den Punkten einer Sehne 
entsprechen, durch die betreffende Ebene und beriihren die Flache in dem 
Punkt, der dem einzigen, die V; lings der Sehne beriihrenden S, ent- 
spricht. Die co*, den oben erwihnten Achsen entsprechenden Ebenen 
schneiden jedoch die Fliche in Kegelschnitten. In der Tat enthilt jeder 
S,, der die Ve in den Punkten einer Achse beriihrt, zwei benachbarte, die 
Achse schneidende Sehnen. Jeder solehe S, beriihrt somit den quadratischen 
Kegel zweiter Art, der aus den Ebenen besteht, die durch die Achse und 
die dieselbe schneidenden Sehnen hindurchgehen. Daf dieser Kegel 
quadratisch, d. h. von zweiter Ordnung ist, folgt daraus, daB ein S, durch 
die Achse gerade zwei soleche Sehnen und daher auch zwei Ebenen des 
Kegels enthiilt. Unsere Fliche ist somit (Kapitel XV, Nr. 6) eine Vs die 
Projektion einer Veronesr’schen Fliche auf den Sa: Diese V; geht durch 
-I™ hindurch, da ja jeder Schmiegungs-S, in einem Punkt von I*, dem 
oben Gesagten zufolge, bemtglicn der W; diesen Punkt selbst zum Pol 
hat. Die Tangentialebene der V5 in diesem Punkt, also die Polarebene 
der Tangente an.I™“, oskuliert fone ebendort die 1%, da sie ja Schnitt 
zweier benachbarter Schmiegungs-S; ist. 

Projizieren wir nun die I* und die V; aus einem Punkt des S, auf 
einen S,”*), so kommen wir zum Beweis des zu Beginn dieser Nummer 
angegebenen Satzes’). 


*) Daraus icles daB die V; von vierter Klasse ist. Hiezu und wegen weiterer 
Eigenschaften der V; vgl. die i Kapitel VII, Anmerkung **) zitierte Arbeit von 
SEGRE, insbesondere ae 43 und 44 derselben. 

*4) Natiirlich so, daB die I'* in die gegebene C* tibergeht. [D.| 

*) Wir geben noch einen zweiten Beweis, der keine mehrdimensionalen Betrach- 
tungen erfordert. Durch cine Sehne MN der C* gehen drei Ebenen, welche die Kurve in 
zwei Punkten P und @ so schneiden, daf sich im ganzen vier Punkte eines harmo- 
nischen Wurfes ergeben. Es sind das die drei Ebenen, die beziehungsweise die 


Doppelverhiiltnisse (ZN PQ) = —1, = : und =2 ergeben (Kapitel II, Nr. 3). Der 


2 
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23. Wir erwiihnen schlieBlich noch einige Kigenschaften der Srermer- 
schen Flaiche, die sich aus den in Nr. 15 angefiihrten Eigenschaften der 
F; ergeben. 

Bezeichnen wir mit C* die Normkurve, in welcher die Hyperebene 
sowohl F’, als auch F’) schneidet, so lat sich der letzte der dort bewiesenen 
Siitze auch folgendermaSen formulieren: vide ist der Ort der Pole der Sehnen 
der C* beziiglich der Kegelschnitte der Fa die dureh die Stiitzpunkte der 
Sehne hindurchgehen. Durch Projektion aus einer Geraden g auf einen 
S; folgt: Der Ort der Pole der Sehnen einer Raumkurve vierter Ordnung 
auf einer Srerner'schen Fliche beziiglich der durch die Stiitepunkte der 
Sehne gehenden Kegelschnitte der Fliiche ist wieder eine Srerver’sche Fliche. 

Geht die Hyperebene @ durch die Gerade g, so projiziert sich C* 
in eine ebene Kurve vierter Ordnung und es ergibt sich folgender, von 
Lre_ herritihrender Satz: Der Ort der Pole einer beliebigen Ebene beziiglich der 
Kegelschnitte einer Sretyer’schen Fliiche ist wieder eine Srrrvnr’sche Fliche. 


erste Fall liefert eine einzige Liésung, nimlich das den beiden folgenden Involutionen 
gemeinsame Punktepaar: Erstens die Involution, die M und N zu Doppelpunkten hat, 
zweitens die Involution, die durch die Schnittpunkte einer um MW sich drehenden 
Ebene gegeben ist. Im zweiten Fall haben wir zwei Lisungen, die durch die gemein- 


1 
samen Paare der letzteren Involution und der Projektivitiit mit der Invariante eis: 
geben sind. Im dritten Fall ergeben sich wieder zwei Lisungen, die aber von denen 
des zweiten Falles nicht verschieden sind: denn ist (NWPQ) = in so ist (MN PQ) = 2. 

2 


Die Einhiillende der Ebenen, die C* in vier, eine harmonische Gruppe bildenden Punkten 
schneidet, ist also von dritter Klasse. Wir zeigen nun, daf die vier stationiiren Ebenen 
von C* Doppelebenen dieser Einhiillenden sind, die somit zur Fliiche dritter Ordnung 
mit vier Doppelpunkten dual und daher eine SrEINER’sche Fliche ist, was wir ja 
beweisen wollen. Zu diesem Zwecke betrachten wir das Tetraeder der vier stationiren 
Ebenen und eine Ebene, die sich um eine seiner Kanten bewegt. Diese Ebene schneidet 
auf C* eine Involution vierter Ordnung aus, deren Gruppen zyklisch projektiv (Ka- 
pitel X, letzter Absatz der Nummer 12) und somit harmonische Gruppen sind (Kapitel IIT, 
Nr. 3). Die Kanten des Tetraeders gehéren somit der Einhiillenden an, sind also Achsen 
von Ebenenbiischeln derselben; und da es in jeder Wand des Tetraeders drei solche 
Achsen gibt, die ein Dreiseit bilden, ist jede Wand Doppelebene der Einhiillenden. 

Ein weiterer Beweis wurde von COMESSATTI, der zu seiner Entdeckung durch 
den vorstehenden (in Bolletino della Unione matematica italiana HI, Heft 1, publizierten) 
angeregt wurde, dem Verfasser mitgeteilt; seiner bemerkenswerten Einfachheit halber 
geben wir ihn hier wieder. — Wir betrachten die im Text bereits verwendete Polaritit 
im S,, die jeder Hyperebene x den Schnittpunkt P der vier Schmiegungs-S, von I* in 
ihren Schnittpunkten mit « zuordnet und beweisen vor allem folgenden Satz: Der Ort 
der Punkte P des S, von der Art, dap die vier Schnittpunkte der entsprechenden Hyper- 
ebene x mit 1% einen harmonischen Wurf bilden, ist die pe der Ort der Sehnen der 
I*. In der T'at schneiden die Polar-S, der Punkte einer Sehne, die durch die Polar- 
ebene der Sehne hindurchgehen, auf I’ eine zyklisch-projektive Involution aus, da die 
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Liegt jedoch der Pol O von © beziiglich der M; auf g, so ist (Nr. 20) 
das Bild yon O ein Kegelschnitt der zum Bildsystem der ebenen Sehnitte 
der Srermer’schen Fliche apolaren Schar und somit (Nr. 21) sale 
Ordnungskegelschnitt angesehen, das Bild einer Asymptotenkurve C*. Die 
zweite Srerner’sche Fliiche fillt dann mit der ersten zusammen, da jede 
aus g einen Punkt der F; projizierende Ebene durch das Homologies 
zentrum O hindurehgeht und somit auch einen Punkt von Fe > projiziert. 
Js folgt: Der Ort der Pole der Sehnen einer Asymptotenkurve einer Srerer- 
schen Fiche beziiglich der Kegelschnitte derselben, die durch die Stiitz- 
punkte der Sehnen hindurchgehen, ist wieder dieselbe Srurxue’sche liche. 

Diesem Satz liBt sich noch eine andere Form geben. Ein Kegel- 
schnitt der Fliche trifft jede Asymptotenkurve in zwei Punkten; der Pol 
der gemeinsamen Sehne beziiglich des Kegelschnittes muB wieder ein 
Punkt der Fliche und also auf dem zweiten Kegelschnitt derselben liegen, 
der in der Ebene des ersten enthalten ist. Die Sehnen einer Sruinr’schen 


Stiitzpunkte der Sehne vierfache Punkte sind; schneidet umgekehrt ein S, die Kurve 
I‘ in vier harmonischen Punkten, so da8 die vier Punkte in gewisser Reihenfolge 
eine zyklisch-projektive Gruppe bilden, so resultiert eine zyklisch-projektive Involution 
vierter Ordnung. Es geniigt weiter, die Sehne zu betrachten, welche die vierfachen Punkte 
dieser Involution verbindet, um zum Schlu8 zu kommen, daf die Schmicgungs-S, in 
den vier Punkten einer solchen zyklisch-projektiven Gruppe durch einen Punkt dieser 
Sehne gehen. Aus dieser Beziechung folgt der zu beweisende Hilfssatz. Schneiden wir 
nun die Ve mit einer Hyperebene o, so entspricht dem Schnitt /’, der eine kubische 
Regelfliiche mit vier Doppelpunkten in den Schnittpunkten von o mit I% ist, zufolge 
der erwihnten Polaritiit ein System = von Hyperebenen, die durch einen Punkt 9 
gehen und I“ in harmonischen Punktgruppen schneiden. Der Schnitt von = mit einem 
S;, also die Einhiillende der Ebenen. welche die Raumkurve vierter Ordnung zweiter 
Art, die Projektion von I* aus S auf den S;, in harmonischen Punktgruppen schneiden, 
ist daher dual zu der kubischen Fliche / und somit eine STEINER’sche Fliche. 

Wir erwiihnen noch eine von ROSATI herriihrende Bemerkung iiber die besondere 
Raumkurve C* vierter Ordnung zweiter Art- mit zwei oskulierenden Tangenten (Ka- 
pitel XIII, letzter Absatz der Nummer 13), niimlich: Die Hinhiillende der Ebenen, welche 
die Kurve C* in vier Punkten eines harmonischen Wurfes schneidet, ist die Regelfldche 
dritten Grades. Sind nimlich H und K die Beriihrungspunkte der oskulierenden Tan- 
genten, A und B die beiden weiteren Schnittpunkte einer Ebene durch HK mit C’, 
so ist die Projektion von C* aus B auf eine Ebene eine Kurve dritter Ordnung I’ mit 
einem Doppelpunkt und zwei Wendepunkten in den Projektionen von H und K. Da 
die drei Wendepunkte von I’ auf einer Geraden liegen (vgl. Kapitel XIII, Nr. 13), wird 
A dabei in den dritten Wendepunkt projiziert. Daher geht die Schmiegungsebene von 
C* in A durch B und umgekehrt die in B durch A, so da8 AB ein Hauptsehne von 
C* ist. Eine um AB drehbare Ebene schneidet auf C* eine Involution zweiter Ordnung 
aus, die A und B zu Doppelpunkten hat, d. h. sic schneidet C+ in vier harmonischen 
Punkten. Die betrachtete einhiillende Fliiche, die, wie aus dem Beweis hervorgeht, von 
dritter Ordnung ist, enthilt also unendlich viele Gerade, niimlich die Achsen der obigen 
Ebenenbiischel und ist somit die Regelfliiche dritten Grades (Kapitel XIV, Nr. 15 ff.). 
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Fliiche, die ein Kegelschnitt y, derselben mit den Asymptotenkurven gemein- 
sam hat, umhiillen einen zeweiten Kegelschnitt y; dieser ist die reziproke 
Polare des weiteren, in der Ebene von y, gelegenen Kegelschnittes Y. der 
Srewwer schen Fliche beziiglich y,*°). 


24. Die Veronese’sche Fliche FY ist ferner von groBer Bedeutung 
fiir das Studium der ebenen Kurven vierter Ordnung”’). 

Eine Kurve vierter Ordnung I* der Bildebene x ist das Bild einer 
Kurve achter Ordnung T* yon F; und umgekehrt. Durch 14 allgemeine 
Punkte von Fy geht somit eine I® derselben. Aber auch die Schnittkurven 
yon F mit ve des S, sind Kurven achter Ordnung von der Peavnanenney 
daB derek 14 sPankes der FS gerade eine hindurchgeht. Da oo Vz durch die 
FY hindurehgehen, folgt ja (Kapitel X, Nr. 19), dab es geradeco ptt sey Vi 
gibt, welche die i in verschiedenen Kurven I™ sehneiden und somit eae 
wir auf diese Art siimtliche I der FS. Jede solche RG ist also Basiskurve 
eines linearen co *-Systems von ee Dieel sie gehen oo nO mit einem Doppel- 
punkt, oo” mit einer Dapocicctaden und eine Saath Anzahl von Vi mit 
einer Doppelebene (Kapitel VI, Nr. 5). 

Es sei 
(9) = iz inizis Vi, Vi, Lig Vi, = 0) 


die Gleichung von I’. Dabei ist i,i,i,2, eine beliebige Kombination der 
Zahlen 0, 1, 2 mit Wiederholung und dgiie,= Gijojajsyy WENN %1%g%32, und 
i, Joj3 Js bis auf die Reihenfolge tibereinstimmen. Mittels der Transformation 


(9) Xip = LeU, 


ergeben sich unendlich viele, in den Xz quadratische Gleichungen; man 
kann ja jeden Koeffizienten a;,;.:,:, durch eine gewisse Summe ersetzen, 
deren Summanden alle bis auf einen willkiirlich sind, und dann zum 
ersten Summanden den Faktor 2; 2, - 2: #;, u. 8. w. Schreiben™). Umgekehrt 


6) Weitere hiehergehirige Siitze, nicht nur iiber die SrErNER’sche Fliche, sondern 
auch iiber die kubische Regelfliiche (die ja, wie wir wissen, die Projektion der FF, aus 
einer sie schneidenden Geraden ist) finden sich in der in Anmerkung *') zitierten Arbeit 
von Rosati. Vgl. auch MONTESANO: La superficie romana di Srerver (Rend. Accad. 
se. Napoli, 1899). 

*7) Vel. SEGRE: Alcune idee di Errorr CAporALt intorno alle quartiche piane (Annali 
di Matem. 20, 1892). 

*8) Die Anzahl dieser Summanden ist jeweils gleich dem ganzzahligen Faktor, 
‘sions, ttitt (vel. Kapitel VII, Nr. 1). 
In unserem Fall ist sie also entweder gleich 1, 4, 6 oder 12. [D.] 


der in der Kurvengleichung zu einem Koeffizienten a, 
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velangt man mittels dieser Transformation von einer quadratischen Gleichung 
in den Xj, zu einer biquadratischen in den a; Die erwihnten quadratischen 
112 : : 6 772 ‘ | Ds 
Gleichungen sind also die der co Vj; durch eine lL’. 


25. Die Polaritat beziiglich einer beliebigen dieser Vi fiihrt auf Kigen- 
schaften der I*. Ist die Vi nicht ausgeartet, so ergibt sich in = eine 
ein-eindeutige Korrespondenz, in der ein Klassenkegelschnitt, der einem 
Punkt S, des S, entspricht, dem Ordnungskegelschnitt zugeordnet wird, 
der dem Polar-S, des S, beziiglich der Vi entspricht. Den Klassenkegel- 
schnitt kénnen wir auch durch sein apolares co*-System von Ordnungs- 
kegelschnitten ersetzen. Die Korrespondenz ist also eine Polaritiit beziiglich 
des quadratischen co*-Systems von Kegelschnitten, die den Tangential-S, 
der Vs entsprechen; das quadratische co-System gehirt dem co’- System 
der Kegelschnitte von x zu. Gehen die Kegelschnitte eines linearen 
co-Systems durch einen Punkt von x”°), so heiSt der entsprechende 
Kegelschnitt nach Carorart dem Punkt verbunden*’); es gilt: Hin Punkt, 
der auf seinem verbundenen Kegelschnitt liegt, ist ein Punkt der 1* und 
umgekehrt. Der Punkt entspricht ja dann einem der yi und der Be gemein- 
samen Punkt. Es ergibt sich daraus auch eine Erzeugungsart der 1. 


26. Ist die Vi k-fach ausgeartet (k= 1, 2, 3), besitzt sie also einen 
Doppelraum S;-1, so betrachten wir nur die Hyperebenen des &;, die 
durch diesen S, , hindurchgehen; d. h. wir nehmen die V; als nicht- 
ausgeartete quadratische Mannigfaltigkeit des Bundes S;-1 (Kapitel VI, 
Nr. 6). In a erhalten wir dann ein lineares oo®-*System o yon Ordnungs- 
kegelschnitten und ein diesem zugehériges quadratisches System. In der 
Polaritaét beziiglich des letzteren entspricht jedem linearen oo°*1-System 
von Ordnungskegelschnitten von o ein Ordnungskegelschnitt desselben 
Systems o und umgekehrt. Besteht das lineare System aus Kegelschnitten 
durch einen Punkt, so nennen wir wie oben den entsprechenden Kegel- 
schnitt diesem Punkt verbunden. Die 1* ist der Ort der Punkte, die auf ihren 
verbundenen Kegelschnitten liegen; daraus folgen drei weitere Erzeugungs- 
arten der I. 

Ist insbesondere k = 3, hat also die Ve, eine Doppelebene, so ist jeder 
Kegelschnitt des oo”-Systems 6 mit vier Punkten verbunden, da jeder 9, 
die Ee in vier Punkten trifft. Ein §,, der die V; in einem S, beriihrt, 
schneidet ferner die I'* in acht Punkten, die zu je zweien den vier Schnitt- 


punkten des S, mit der Ee benachbart sind. Es ergibt sich daher eine 


**) Der apolare Klassenkegelschnitt reduziert sich dann auf diesen Punkt. 


®°) Conica congiunta. [D.] 
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quadratische co'-Schar von Kegelschnitten, welche die (* in vier Punkten 
bertihren; die Schar entspricht der Gesamtheit der Tangential-S, der Vi, . Die 
Kurve I“ erscheint somit als Kinhiillende einer derartigen Schar. Die Anzahl 
dieser Scharen sh gleich der Anzahl der dreifach ausgearteten Vi; des S,. Die 
sechs S, der Mis die Tangentialhyperebenen der V’, F sind, Gorn die socks 
Sra denpaare der Schar, die Paare von Dapuelansenten der I“ sind. 

Le k—2, so hat die Vi eine Doppelgerade und enthalt zwei Scharen 
Von oo ro, Eine Poecutalhy perehene der V; bertihrt dieselbe in einer Ebene 
und enthiilt je einen erzeugenden S; jedes Se stdnis (Kapitel VI, Nr. 20); sie 
schneidet somit I’* in acht Punkten, von denen vier im einen und vier 
im anderen S; liegen. Den beiden Scharen von co’ Punktquadrupeln, die 
auf I* yon den beiden Systemen von a ery : ausgeschnitten werden, 
entsprechen also zwei Scharen von oo’ Punktquadrupeln auf I*. Dabei 
bilden zwei solehe Quadrupel aus verschiedenen Scharen den vollstiindigen 
Schnitt von [* mit einem Kegelschnitt. Wir brauchen nun blo8 simtliche 
Quadrupel der einen Sehar von I* mit zwei festen Quadrupeln der anderen 
Schar durch Kegelschnitte zu verbinden, um die Erzeugung der 1* mittels 
eweier projektiver Kegelschnittbiischel zu erhalten. 


27. Unter den oo ov, dureh T° ist eine, im allgemenmicn aco aus- 
geartete ve ansgezeichnet, und zwar ist das die zu den co’ der 2 ein- 
geschriebenen V;°") apolare Vj. In der Tat gibt es co ° 00 Vj; die 
zu diesen co” Vi Sua sind, so daB mindestens eine von ihnen dem ohne 


co*-System angehirt. Man erkennt leicht, dab 
(10) = is in is ts Xiz a2 KS, ge 0 


die Gleichung dieser besonderen Vi ist, die sich also aus (9) ohne irgendeine 

Zerlegung der Koeffizienten ergibt (Nr. 24). Mittels der Formel (4), Kapitel X, 

erkennt man ja ohneweiters, daf sie zu jeder der sechs, die ®, bestimmenden 

V; apolar ist**). ; 
Die Polarhyperebene eines Punktes Y,,, beztiglich dieser V, ist 

wegen (10) 

(11) 2 Ui ssinte® tit, Ate ts = 0. 


In der Ebene = sind Y;,,;, die Koordinaten (Koeffizienten der Gleichung) 
eines Klassenkegelschnittes Y; mittels der Substitution 
(5) Xi, iy = Viz Vin 


=) sds wir diese Vi, als Mannigfaltigkeiten von Hyperebenen, so gehen 
sie durch die ®, hindurch. 


32) Vel. Anmerkung °). 
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wird aus (11) 
\ 12) p> is iz isis re iy Vis Vis = 0, 


die Gleichung des Ordnungskegelschnittes, welcher in der in Nr. 25 er- 
wiihnten ein-eindeutigen Korrespondenz dem Klassenkegelschnitt Y ent- 
spricht. Die Korrespondenz heift in diesem Fall Polarverwandtschaft oder 
Polaritdt beziiglich der Kurve U*. Ist namlich 


Vi wo = Yi Ri. + Yin Pity 


zerfillt also der Klassenkegelschnitt Y in ein Paar verschiedener oder 
zusammenfallender Punkte, so wird (12) die Gleichung ihrer gemischten 
oder reinen Polaren beztiglich I”. 


28. In obigen Ausfiihrungen war die Diskriminante D der betrachteten 
\; als von Null verschieden vorausgesetzt**), 

Ist D—O mit dem Rang 5, so besitzt die Ve einen Doppelpunkt und 
in x ergibt sich eine Polarverwandtschaft, in welcher der einem bestimmten 
Klassenkegelschnitt apolare Ordnungskegelschnitt unbestimmt wird. Dieser 
Klassenkegelschnitt heiBt apolar zur I’, die dann die sogenannte Kurve 
vierter Ordnung von Crunscw ist**). Fallt der Doppelpunkt der V; auf die 
M;, so zerfillt der apolare Kegelschnitt in ein Punktepaar. 

Hat D den Rang 4 oder 3, so ergeben sich weitere Sonderfille von 
Kuryen vierter Ordnung, die beziehungsweise eine Schar oder ein Gewebe 
apolarer Kegelschnitte besitzen. Im ersten Fall, wo die ie also eine Doppel- 
gerade g hat, geht durch g und die drei Schnittpunkte jener Kegelschnitte 
der 1a die in den drei Ebenen erster Art durch die Schnittpunkte von g 
mit der I; liegen, eine Ebene (vgl. Nr.18). Ist die Polarhyperebene dieser 
Ebene beziiglich der ye zugleich Tangentialhyperebene der ES schneidet 
sie diese also in zwei Kegelschnitten, so ergibt sich ein weiterer Sonder- 
fall, niimlich die sogenannte Carorarrsche Kurve vierter Ordnung*’). 

Die Untersuchung linearer Systeme ebener Kurven vierter Ordnung 
mit apolaren Kegelschnitten wird durch diese Methode auf die Betrachtung 
linearer Systeme von ausgearteten Vi des S, zuriickgefiihrt. 


°°) Die Diskriminante D ist die Invariante sechsten Grades der I‘. Sie ist die 
Determinante aus den Koordinaten der sechs Polarhyperebenen der Ecken des Grund- 
eckes, also der Koeffizienten der X, ,, in den ersten Ableitungen der linken Seite von 
(10), im Falle 7,==7, noch durch 2 geteilt. Vgl. hiezu Anmerkung °), 

**) LUROTH, Newer Beweis des Satzes... (Math. Ann. 13, 1877). 


°°) Quartica di CAPorRALI. Vgl. CIANI, Rend. della Accad. di Napoli, 1896. 
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KAPITEL I. 


Zweige einer algebraischen Kurve. 
Einige fundamentale Eigenschaften derselben. 


1. Es sei eine ebene algebraische Kurve etwa mittels einer Gleichung 


TAG: y) =) 


in inhomogenen Koordinaten w und y gegeben. Die Punkte der Kurve, die zu 
einem beliebigen festen Punkt (x, y,) derselben hinreichend benachbart’) 
sind, bilden dann nach bekannten Sitzen der Analysis”) eine oder mehrere, 
immer aber nur eine endliche Zahl von Gesamtheiten, deren jede mittels 
der Werte eines Parameters ¢ bestimmbar ist. Bezeichnen wir mit ¢, den 
dem Punkt (2, y,) zukommenden Wert des Parameters ¢, so lassen sich, 
genauer ausgedriickt, die Koordinaten eines variablen Punktes jeder solchen 
Gesamtheit durch Potenzreihen in ¢—f, darstellen, d.h. es ist 


Cea ba tg On baa te aoe 
YP = Yo = by E — tp)? y= ty)? 8 5 


wobei mindestens eine der Zahlen a, und & von Null verschieden ist. 
Der Parameter ¢ laSt sich dabei so wihlen, dafi seine Werte ein-eindeutig 
den Punkten der Gesamtheit entsprechen. Die Gesamtheit selbst nennt 
man dann einen Zweig, einen Zyklus oder ein Klement der Kurve und 
den Punkt (x,y) den Ursprung desselben. 


*) Der Punkt mit den Koordinaten # und y ist dem Punkt mit den Koordinaten 
x und x, hinreichend benachbart, wenn die Ungleichungen 


|a—a|<e und |y—y|<d 


fiir geeignet vorgegebene positive Zahlen ¢ und 5 bestehen. Analoges gilt im Fall beliebig 
vieler inhomogener Koordinaten. 


*) Vel. etwa Oscoon, Lehrbuch der Funktionentheorie I, (Leipzig, Teubner 1912), 
S. 421 ff. [D.] 


414 Kapitel I A. 


Der Begriff des Zweiges libt sich unmittelbar fiirjede, einem beliebigen 
Raum S, (7 > 2) zugehérige Kurve C ausdehnen. Jede solche Kurve C labt 
sich ja ein-eindeutig in eine ebene Kurve C’ projizieren, so da sich die 
Koordinaten eines variablen Punktes von C rational durch die Koordinaten 
des entsprechenden Punktes von C’ ausdriicken und umgekehrt; dadurch 
iibertrigt sich auch der Begriff des Zweiges von der Kurve C’ auf die 
Kurve C. Wir kénnen einen variablen Punkt von C dureh homogene 
Koordinaten 2, 71, ..., 2% geben, diese sind dann proportional zu ganzen 
rationalen Funktionen yon x und y; fiihren wir fiir diese die obigen 
Reihenentwicklungen ein, so ergeben sich die 2; schlieBlich proportional 
zu Potenzreihen in ¢—f,. Wir erhalten also Ausdriicke von der Form 
0) 


wv. —@ 


\a+1 
i z ») 


=a,(t—t,) -b.—t oh an Whee) eeenee ys 
fiir Werte von ¢, die sich von ¢ hinreichend wenig unterscheiden; d. h. 
wenn wir ¢ in einem Kreis der Gauss’schen Zahlenebene um ¢, mit hin- 
reichend kleinem Radius variieren lassen, so definieren die obigen Glei- 
chungen einen Zweig, einen Zyklus oder ein Klement einer algebraischen, 
dem S. zugehérigen Kurve. Der Ursprung (2, he a Aa, x) ist durch den 
Wert t=, des Parameters ¢ gegeben. Der Parameter ¢ soll immer so 
gewiihlt sein, daB die Korrespondenz zwischen seinen Werten und den 
Punkten des Zweiges ein-eindeutig ist. 

Der Einfachheit halber nehmen wir im folgenden an, daf der Ursprung 
des Zweiges die Ecke A, des Grundeckes und der dem Ursprung ent- 
sprechende Parameterwert f, —0 sei. Die letzten Gleichungen werden dann 


neben x, =-0, etwa x, =1 ersetzt durch 
(1) ©, =a,t + 0. pe (ay 2, py 


wo a>1 eine natiirliche Zahl und mindestens eine der Zahlen a; von 
Null versechieden ist. 

Stehen zwei Kurven in birationaler Verwandtschaft, so entspricht 
offenbar einem Zweig der einen Kurve wieder ein Zweig der anderen Kurve, 
wahrend ein vielfacher Punkt einem oder mehreren einfachen oder mehr- 
fachen Punkten zugeordnet sein kann [vgl. Kapitel II A*)|, weshalb Zweigen 
mit demselben Ursprung auch Zweige mit verschiedenen Urspriingen ent- 
sprechen kénnen. In der Geometrie der birationalen Transformationen ist also 
ein mehrfacher Kurvenpunkt nur dann bestimmt, wenn ein Zweig fixiert 
ist, als dessen Ursprung er angesehen werden soll; als unendlich benach- 
bart zu diesem Punkt ergeben sich dann nur Punkte desselben Zweiges. 


*) Mit dem Zusatz A bezeichnen wir Verweise auf Kapitel des Anhanges. 
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2. Die fundamentalen Eigenschaften der Zweige einer algebraischen 
Kurve entspringen dem Begriff der Multiplizitat des Schnittes eines Zweiges 
mit einer Hyperfliche. 

Es sei Ay der Ursprung des Zweiges (1) und durch A, gehe ferner 
eine Hyperfliche 

FQ, 01,0.) &) = 0, 


in deren Gleichung also das eine Potenz von 2 allein enthaltende Glied 
fehlt. Setzen wir hier die Gleichungen (1) ein, so ergibt sich eine neue 
Gleichung 

MPa N (Pe etshs 0; 


deren linke Seite eine Potenzreihe ohne konstantes Glied ist. Ist M+0, 
also #* die niedrigste vorkommende Potenz von ¢, so heifbt die Zahl wu 
die Schnittpunktsmultiplizitit des Zweiges und der Hyperfliche in A, oder 
die Anzahl der in A, gusammenfallenden Schnittpunkte derselben. 

Diese Definition laBt sich auch anders, mehr geometrisch formulieren. 
Wir denken uns /’= 0 als besondere Lage einer in einer oo’-Gesamtheit, etwa 
in einem Biischel F+A@~=O variablen Hyperflache, wobei p =O von 
derselben Ordnung wie /'=0 ist, aber nicht durch A, geht. Die Schnitt- 
punkte des Zweiges mit einer zu /’=0 hinreichend benachbarten Hyper- 
fliche des Biischels ergeben sich, wenn wir (1) in /’+Ap~=O einsetzen 
und |A| hinreichend klein annehmen. Es ergibt sich eine Gleichung von 


der Form ; 
REF Sy PO ee AL AEN PON ee 0: 


worin auch J/’=-0 ist. Lassen wir nun A nach Null konvergieren, so er- 
geben sich « Lésungen von f¢, die alle nahe bei Null liegen, variabel 
sind, weil A, auferhalb von @~=O liegt und schlieBlich voneinander 
verschieden sind, wenn wir fiir 4 die sogenannten Verzweigungswerte *) 
ausschlieBen. Liegt 4 also hinreichend nahe bei Null, so erhalten wir 
verschiedene variable Schnittpunkte des Zweiges mit der Hyperflache des 
Biischels. Die Schnittpunktsmultiplizitit des Zweiges und einer Hyper- 
fliche F, die durch den Ursprung des Zweiges geht, libt sich somit auch 
definieren als die Anzahl der Schnittpunkte des Zweiges mit einer Hyper- 
Jltiche, die nicht durch den Ursprung des Zweiges geht, aber hinreichend 
nahe ber F liegt. 

Es sei O ein gemeinsamer Punkt einer Kurve C und einer Hyper- 
fliche /'; wir betrachten die simtlichen Zweige von C mit dem Ursprung 0 


*) Das sind solche Werte von A, fiir welche die zugehirige Hyperfliiche des Biischels 
durch einen Kurvenpunkt geht, der wieder Ursprung mehrerer Zweige ist. [D.] 
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und ihre Schnittpunktsmultiplizititen mit /. Die Summe dieser Multiplizi- 
tiiten ist dann die sogenannte Schnittpunktsmultiplizitdt von C und F in O 
oder die Anzahl ihrer in O zusammenfallenden (oder von O absorbierten) 
Schnittpunkte. Unseren obigen Ausfiihrungen entsprechend lat sich 
diese Zahl auch definieren als die Anzahl der Schnittpunkte von C mat 
einer nicht durch O gehenden, jedoch hinreichend nahe bei F gelegenen 
Hyperfliche’). 

seide Definitionen gelten, ob die Kurve C irreduzibel oder reduzibel 
ist; nur wenn in letzterem Fall auch mehrfache Bestandteile vorkommen, 
ist eine Bemerkung notig. In jedem Fall ist die Schnittpunktsmultiplizitat 
einer Hyperfliiche I’ mit einer Kurve C in einem gemeinsamen Punkt O 
derselben gleich der Summe der Schnittpunktsmultiplizitdten von F mit sdmt- 
lichen von O ausgehenden Zweigen von C. Besteht C also aus irreduziblen 
Kurven (,, Cy,..., von denen auch einige zusammenfallen kénnen, so ist 
die Schnittpunktsmultiplizitat von C mit / in O gleich der Summe der 
Schnittpunktsmultiplizititen von C,, Cy, ... mit # in O. Geht eine dieser 
Teilkurven nicht durch O, so ist die beziigliche Schnittpunktsmultiplizitiat 
gleich Null. 


3. Betrachten wir die Schnittpunktsmultiplizitéten in allen gemein- 
samen Punkten einer Kurve C und einer Hyperflaiche F’, so ist leicht zu 
zeigen, daB die Summe aller dieser Multiplizititen ungedndert bleibt, wenn 
wir EF durch eine andere Hyperfliche EF” von derselben Ordnung ersetzen, 
sofern nur J” und 4” weder C noch einen. Teil von C ganz enthalten. Wir 
kénnen zum Beweis sowohl C als irreduzibel voraussetzen, da sich ja jeder 
andere Fall auf diesen zuriickfiihren liBt (vgl. den letzten Absatz von Nr. 2) 
als auch annehmen, daf die Schnittpunkte von F’ mit C von den Schnitt- 
punkten yon /” mit C alle verschieden sind; ist letzteres nimlich nicht 
der Fall, so kénnen wir noch zwei allgemeine Hyperfliichen FP’ und F’” 
hinzunehmen und den Satz dann der Reihe nach fiir /’ und PF”, ftir £” 
und £”” und schlieBlich fiir £”’” und F” verifizieren. Eine variable Hyper- 
fliche des durch F und Ff” bestimmten Biischels schneidet unter diesen 
Voraussetzungen die Kurve C in lauter variablen und im allgemeinen 
voneinander verschiedenen Punkten, in welchen die Schnittpunktsmulti- 
plizitiiten also im allgemeinen gleich 1 sind. Ist namlich in einem Schnitt- 
punkt von C mit einer Hyperfliche des Biischels die Multiplizitiit u> 1, 
so hat eine hinreichend benachbarte, nicht durch den Punkt gehende 
Hyperflaiche des Biischels, « verschiedene, dem Punkt benachbarte Schnitt- 


*) Diese Hyperfliiche mu6 natiirlich von derselben Ordnung sein wie F’; nithert 
sie sich der Hyperfliiche F immer mehr, so miissen alle betrachteten Schnittpunkte nach 
O konyergieren. [D.] 


Zweige einer algebraischen Kurve (Nr. 3—4). Ane 


punkte mit C gemeinsam (Nr. 2)°). Sind also die Schnittpunkte yon C mit 
einer Hyperfliiche des Biischels alle verschieden, so iindert sich ihre Anzahl 
nicht, solange sie bei Variation der Hyperfliche verschieden bleiben, weil 
sich ja jeder Punkt stetig auf C bewegt; hat aber eine Hyperfliche mit 
C einen Punkt der Multiplizitiit 1. gemeinsam, so erhalten wir statt dessen 
ww verschiedene Schnittpunkte, wenn wir zu einer benachbarten Hyper- 
fliche iibergehen. Es kann selbstverstiindlich auch umgekehrt der Fall 
eintreten, daB sich uw verschiedene Schnittpunkte vereinigen; einem solchen 
Punkt kommt aber dann genau die Multiplizitiit u zu. Gehen wir also 
mittels Hyperflichen des Biischels von F’ zu F” iiber, so folgt die Richtigkeit 
unseres Satzes. 

Ist die Hypeifliche eine Hyperebene, so kommen wir auf diese Art 
zum Begriff der Ordnung einer Kurve C, den wir friiher auf algebraische 
Weise definiert haben (Kapitel IX, Nr. 3). 

Ist die Hyperfliche F’ von m*” und die Kurve C von n*” Ordnung, 
so ergibt sich als unmitteibare Anwendung des eben bewiesenen Satzes, 
daB die Summe der Schnittpunktsmultiplizititen von F und C gleich m+n ist, 
sofern F’ und C nicht unendlich viele Punkte gemeinsam haben; es ist 
das ein Sonderfall des in Kapitel IX, Nr. 31"), angegebenen Satzes. Wir 
brauchen ja nur fiir die Hyperfliche /” eine Gruppe von m Hyperebenen 
zu nehmen. 


4. Um zu weiteren Satzen iiber Schnittpunktsmultiplizitaten einer 
Kurve und einer Hyperebene zu gelangen, miissen wir wieder zur Be- 
trachtung eines einzelnen Zweiges zuriickkehren und vor allem die Ord- 
nung und die Tangente eines solchen definieren. 

Eine durch den Ursprung A, eines Zweiges (1) einer algebraischen Kurve 
gehende Hyperebene 

Bia tetas 5a, = 0 


hat mit dem Zweig in A,*im allgemeinen die Multiplizitét «, wie durch 
Substitution von (1) in die obige Gleichung folgt; die Multiplizitét ist nur 
dann >a, wenn 


ay &: + a2 &+---+ 4,6 =0 


ist, d. h. wenn die Hyperebene & durch eine bestimmte Gerade g des Bundes 
Ao hindurehgeht. Diese Gerade hat dann im Bund die Koordinaten a, 
dz, ..-, a Die Zahl a nennt man die Ordnung oder Multiplizitit des 


8) Vgl. auch Kapitel X, Nr. 25. 


?) Algebraische Beweise dieses Satzes sind dort zitiert [Anmerkung *”)]. 


Bertini, Geometrie. o7 
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Zweiges®) und die Gerade g die Tangente desselben. Verlegt man die Keke 
A; des Grundeckes auf diese Tangente, fiir die dann 


ist, so mu 


und a +0 sein. 
Nehmen wir nun an, daS der Ursprung Ao ein s-facher Punkt einer 
Hyperfliche x” Ordnung sei, so hat diese eine Gleichung von der Gestalt 


n-s n-stl 


U,% +44 % +... +u, =0. 


Der Zweig soll ferner diese Hyperfliche nicht beriihren, d. h. seine Tangente, 
in die wir die Kante A, A, des Grundeckes verlegen, soll dem Tangential- 
kegel w, = 0 der Hyperfliche nicht angehiéren, so daB u,=max,-+ --- (m=--0) 
ist. Setzen wir dann die Entwicklungen (1) in die obige Gleichung ein, 
so ergibt sich as als niedrigster Exponent von ¢. Dieser Exponent ist nur 
dann >a@s, wenn die Tangente des Zweiges eine Erzeugende des Kegels 
ist. Die Schnittpunktsmultiplizitdt eines Zweiges von der Ordnung « und 
einer Hyperfliche, die im Ursprung des Zweiges eimen s-fachen Punkt hat, 
ist also gleich as, wenn der Zweig die Hyperfliche nicht beriihrt und groper 
als as im anderen Fall. 

Daraus folgt: Die Schnittpunktsmultiplizitit einer Kurve und einer 
Hyperfliche in einem Punkt, der fiir erstere s,-fach, fiir letztere s-fach 
edhlt, ist gleich s,s, wenn es in diesem Punkt keine gemeinsame Tangente 
an die Kurve und an die Hyperfliche gibt; im entgegengesetzten Fall ist 
die Multiplizitdt gréper als s,s. In der Tat ist ein s,-facher Punkt einer 
Kurve Ursprung von Zweigen derselben, deren Ordnungen die Summe 
s, haben und deren Tangenten die Tangenten der Kurve im s,-fachen Punkt 
sind; davon tiberzeugt man sich leicht, wenn man beachtet, daB s, von 
den Schnittpunkten der Kurve mit einer Hyperebene, die sich einer allge- 
meinen Lage durch den s,-fachen Punkt nihert, in diesem Punkt zu- 
sammenfallen; enthalt die Hyperebene in ihrer Endlage aber eine der 
obigen Tangenten, so fallen mehr als s, Schnittpunkte in den s,-fachen 
Punkt’). Sind also a, a’, a’’, ... die Ordnungen der Kurvenzweige, so 
ist s; —ata’ta’’t..., woraus wegen des vorhergehenden Satzes und 
wegen Nr. 2 folgt, daB as,+a’s,tas,1....=s,s, die Schnittpunkts- 


*) Man spricht dann mitunter auch von einem o-fachen Zweig. 
*) Falls durch den s,-fachen Punkt mehrfache Bestandteile der Kurve gehen, er- 


leidet die Uberlegung eine naheliegende einfache Modifikation. Der Satz lA8t sich auch 
an Stelle der in Kapitel IX, Nr. 3 gegebenen algebraischen Definition (fiir ’—=1) setzen. 
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multiplizitit der Kurve und der Hyperfliiche im betrachteten Punkt ist, 
wenn keine gemeinsamen Tangenten existieren, da die Multiplizitiit 
jedoch > s,s, ist, wenn gemeinsame Tangenten vorhanden sind. 

Die Schnittpunktsmultiplizitit zweier ebener Kurven in einem Punkt, 
der s,-fach fiir die eine und s,-fach fiir die andere zihlt, ist also gleich 
S; Sg, wenn die Kurven im betrachteten Punkt den einfachen Fall darstellen*), 
sonst aber gréBer als s,s.*"). Durch Anwendung des letzten Satzes der 
Nr. 3 erhalten wir folgendes Resultat: Zwei ebene Kurven von den Ord- 
nungen n, und ny schneiden sich, sofern sie nicht unendlich viele Punkte 
gemeinsam haben, in ny, Punkten, wenn wir nur jeden Punkt, der fiir 
die eine Kurve s,-fach und fiir die andere s -fach ist, fiir s,+8, oder fiir 
mehr Schnittpunkte zihlen, je nachdem die Kurven in dem Punkt den ein- 
Jachen Fall darstellen oder nicht*). Also ist 


Sy So = Ny Ng, 


wenn wir die Summe iiber alle Schnittpunkte der beiden Kurven erstrecken 
und wenn diese iiberall den einfachen Fall darstellen, jedoch 


Soe << ya, 
wenn letzteres in einem oder mehreren Schnittpunkten nicht zutrifft. 


5. Dieser letzte Satz laBt sich mittels vollstandiger Induktion fiir den 
Fall yon r Hyperflichen des S, verallgemeinern. Wir wollen also beweisen: 
Sind F;, Fo, ..., F. Hyperflichen des S, und ist n; die Ordnung von Fi, 
so ist die Anzahl der Schnittpunkte dieser r Hyperfldchen, wenn sie nicht 
unendlich grop ist, gleich mn2...n,. Zu dieser Anzahl liefert jeder Schnitt- 
punkt P, der fiir F'; genau si-facher Punkt ist, einen Beitrag, die sogenannte 
Schnittpunktsmultiplizitit der r Hyperflichen in P, der gleich s1 82... 8, 
oder grifter als 8182... 8, ist, je nachdem die Hyperfldchen in P den einfachen 
Fall darstellen oder nicht. Also ist die tiber alle Schnittpunkte erstreckte 


Summe 
D $1 $2 ..+ Sp= 1 Na -.- Nery 


wenn die F; tiberall den einfachen Fall darstellen; jedoch gilt 
Dis Sa ss Sp Wa Tas». ey 
10) Vel. Kapitel VIII, Nr. 22. 
11) Eine in jedem Fall giltige Methode zur Bestimmung der Schnittpunktsmulti- 


plizitit geben wir in Kapitel II A, Nr. 11. 
12) Auch dies ist ein Sonderfall des Satzes von Kapitel IX, Nr. 31. 


bo 
=I 
* 
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wenn letzteres mindestens fiir einen Schnittpunkt nicht zutrifft’’). Wir 
setzen yoraus, daB der Satz fiir »—1 Hyperfliichen eines S,-1 richtig ist 
und zeigen, da8 er dann auch ftir die » Hyperfliichen /1, M2, ..., 1, des 
S, gilt. Da er aber fiir »—2 bereits bewiesen ist, folgt daraus seine 
Richtigkeit fiir jeden Wert von r. 

Wir betrachten die r—1 Hyperflichen Fi, Po, ..., F,-1. Es seien 
O,, Cs, -.. die verschiedenen irreduziblen Kurven™), in welchen sich diese 
r—1 Hyperflichen schneiden und beziehungsweise ¥,, Vo, ... ihre Ordnungen. 
Unter der Schnittpunktsmultiplizitét von F, F2, ..., F.-1 lings einer Kurve 
C; verstehen wir die Multiplizitét 5;, die in jedem Schnittpunkt eines all- 
gemeinen S,-; mit C; den »—1 Hyperflichen i, Ps, wvicy Lp des (Sian 
zukommt, wenn F; der Schnitt von F; mit dem 8, ist. Die so definierten 
Zahlen 6; haben wegen der Voraussetzungen ihre bestimmte Bedeutung, 


und zwar mub . 
Xv; 5; = m1 Me oe Mp-t 


sein. Daraus folgt auch, da8 der vollstaindige Schnitt von F;, M2, ..., Fp-1 
eine Kurve C von der Ordnung 2 ... ,-1 ist. 

Es seien nun P;, 2, ... die Schnittpunkte der + Hyperflichen, also 
die Schnittpunkte der eben erwaéhnten Kurve mit /’, Haben die einfach 
betrachtete Kurve C; und die Hyperfliche FF. in einem Punkt P; die 
Schnittpunktsmultiplizitit ,;, so ist (Nr. 3) 


y Oj; = Vil. 
j 


Zihlen wir C; jedoch 5,-fach, so haben C; und F, in P; die Schnittpunkts- 
multiplizitit o;;6; (Nr. 2, letzter Absatz) und daher wird die Summe der 
Schnittpunktsmultiplizititen von C und F, gleich 


= 
»; 0:5: =m, Dy v; Oo; = 112... Ny 


Ist der Punkt P; jedoch ein ;;-facher Punkt der einfach betrachteten 
Kurve C;, so hat_er fiir die Gesamtschnittkurve C von Fi, Fo, ..., F,-1 
die Vielfachheit D1 hisds und es ist unschwer zu zeigen, da$ in P; die 


Schnittpunktsmultiplizitat der Schnitte fi, fa, ...,f-1 von Fi, Po, ..., Fr-1 
mit einem allgemeinen S,-, durch P; genau gleich Die 6; ist. Laut Voraus- 
setzung folgt nun i 

x ki; 8b; S 81 SQ... Sp-1, 

**) Der Satz wurde auf Grund algebraischer Theoreme bereits in Kapitel VIII, 
Nr. 7 und 22, ausgesprochen. 


**) Kurven, keine Flichen, da die » gegebenen Hyperfliichen nur endlich viele 


Punkte gemeinsam haben sollen. 
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je nachdem die r betrachteten Hyperflichen und somit auch, wie wir gleich 
sehen werden, die Schnitte fA, /, .. r-1 in P; den einfachen Fall dar- 
Btellen oder nicht. Die Schnitie A, 72, ..., fr-1 von Fi, Pe, ..., Fp-1 mit 
einem nicht durch P; gehenden S/_1, der aa dem §S,-1 unbegrenzt nihert, 
haben niamlich so wie fi, fo, ..., f--1 als Summe der Schnittpunkts- 
multiplizititen in ihren gemeinsamen Punkten das Produkt 7172... mp-4 
(wegen des fiir den S,-; als richtig aan ar Bei der gleich- 
zeitigen Anniherung von fi, f2, ..., fr-1 an fi, fy, - ;-1 aindern sich 
nur die Serre oonkstauliipliviniien in Mh Beroineanien Punkten des 


S,-1 und der C;, die sich dem Punkt P; anne wihrend die Schnittpunkts- 
multiplizititen in allen anderen Punkten wegen der Allgemeinheit des 
S,-1 durch P; ungeindert bleiben. Daraus folgt aber UMD, da die 
Summe der ee eaten von fi, fz, ---) /r-1 in den obigen 
dh Punkten, also Dh 5: wie behauptet, pleigh der Schnittpunkts- 


multiplizitat von fi, a oe Seen At be 1st. 
Die Schnittpunktsmultiplizitaét der Kurve C und der Hyperfliiche F, 
in P; ist also gleich 5D) k;;0:, wenn C und F, in P; keine gemeinsamen 


Tangenten haben (Nr. 4). Daraus folgt, da8 diese Schnittpunktsmultiplizitit 
genau gleich s; s2 ... s, ist, wenn Fi, Fe, ..., fin P; den einfachen Fall 
darstellen, waihrend sie sonst sicher gréB8er ist als s;s2...s,. Damit ist unser 
Satz vollstiindig bewiesen’?). 


6. Uber die Bedeutung der Ordnung und der Tangente eines Zweiges 
haben wir bereits gesprochen (Nr. 4) und dabei gesehen, da, wenn wir 
den Grundpunkt A, im Ursprung und den Grundpunkt A, auf der Tan- 
gente des Zweiges annehmen, die Reihenentwicklung (1) fiir 7, mit a, 
beginnt (a,;=-0), wihrend die Entwicklungen von 22,73, ...., # mit Gliedern 
beginnen, die eine héhere Potenz von ¢ enthalten, also etwa in der Form 


a+ O OF O pp OL Oth 
re = bet we sey ig = bs t Gol caer i,t 


geschrieben werden kénnen, wobei wenigstens eine der Konstanten ); von 
Null verschieden ist. 
Wir betrachten nun eine die Tangente A, A, enthaltende Hyperebene 


Eote + Esag + --- + &.a,= 0; 


) Stellen die Hyperfliichen in P. nicht den einfachen Fall dar, so wire noch zu 
zeigen, dab sich die Schnittpunktsmultiplizitiit der » gegebenen Hyperflichen in P; 
nicht findert, wenn wir in obiger Uberlegung Py, Poy (ary , corch 7 = 1 andere 
von den » Hyperfliichen ersetzen und daf ferner diese Schnittpunktsmultiplizitét mit 
der algebraisch durch die Resultante sich ergebenden tibereinstimmt. 
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sie hat mit dem Zweig in A, im allgemeinen die Schnittpunktsmultiplizitat 
ata,. Ist jedoch 


Es bs ! tne £6, = 0, 


so ist die Schnittpunktsmultiplizitit griBer als a+ a,. Die Hyperebene 
geht dann durch eine bestimmte Ebene des Bundes A, Aj, die in diesem 
Bund die Koordinaten bz, b3, ..., 6 hat. Die Zahl a, heibt erster Rang 
und die Ebene Je:b3:...:b, Schmiegungsebene des Zweiges. Verlegen 
wir den Grundpunkt A, auBerhalb A, A, in diese Ebene, so wird 0}, +0, 
bs =by=---=b.=0, so dab die Reihenentwicklung fiir x2 mit bat 
beginnt, wiihrend die tibrigen die Form 


aking Bas O+ O14 + Op 


3 = C3 nets tery Up = Cpl po.s. 
annehmen, wobei wieder mindestens einer der Koeffizienten ¢; von Null 
verschieden ist. 

So fahren wir fort: Um die Schmiegungsebene A, A, A, lassen wir 
wieder eine Hyperebene sich bewegen; wir finden, da ein S, existiert, 
so da jede Hyperebene durch A, A,A, mit dem Zweig die Schnittpunkts- 
multiplizitit a+ a,-+-o, hat, die nur dann gréBer ist, wenn die Hyper- 
ebene den S; enthalt. Die Zahl o, ist dann der zweite Rang und der 
S; der oskulierende oder Schmiegungs-S,; des Zweiges. Verlegen wir den 
Grundpunkt 4, in diesen S;, so beginnt die Reihe fiir v, mit c,f°°°*® 
(c,; +0), wihrend die tibrigen Reihen 


a+ O41 + O2t a3 
ti dat 


Se ee Pe ga te 558 
sind, wo mindestens ein Koeffizient d; von Null verschieden ist. 

Auf diese Art kommen wir schlieBlich zu einem (r—2)" Rang a,-2 und 
zu einem oskulierenden oder Schmiegungs-S,-2= A) Ai... A,-2 sowie zu 
einem (7 — 1)" Rang a,-1 und zu einem Schmiegungs-S,-1= Ay Ax... Ap-1. 
Wahlen wir also alle Grundpunkte in der angegebenen Art, so kénnen 
wir durch Anderung des Einheitspunktes schlieBlich noch erreichen, daf 


a, = by = ¢; =dy=--- =1 wird. Die Reihenentwicklungen fiir den Zweig 
sind dann 
(2) Riad tse (Goeller 
wobel V;=-0--0;----.. =) O54 ist. 

Fir einen Zweig mit der Ordnung @ und den Riingen 04, dg, ..., Op-4 
gebraucht man die Bezeichnung (a0... 0-1) oder auch O(a,... a,-1), 


um den Ursprung O des Zweiges zu kennzeichnen. 
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Kin Zweig heibt linear, wenn seine Ordnung a=1 ist. In einem 
einfachen Kurvenpunkt gibt es einen einzigen linearen Zweig, in einem 
allgemeinen Punkt sind auSerdem alle Ringe o;=1. Erinnern wir uns 
daran, da} ein s-facher Kurvenpunkt Ursprung von Zweigen ist, deren 
Ordnungen die Summe s haben (Nr. 4), so folgt, da8 in einem gewoéhnlichen 
s-fachen Punkt, dessen Tangenten also alle verschieden sind, s lineare 
Zweige vorhanden sind. Kin Punkt, der Ursprung eines einzigen Zweiges 
zweiter Ordnung ist, hei®t Rtickkehrpunkt oder Spitze. 


7. Da eine allgemeine Hyperebene durch den Schmiegungs-S; eines 
Zweiges (aa,... 0-1) denselben in a+ ,+...+a, Punkten schneidet, 
kann man auch sagen, daf der S; mit dem Zweig a+ a,-+... +o, Punkte 
gemeinsam hat. Aus einer Hyperebene, die durch den Schmiegungs-S;-1 und 
durch einen Punkt geht, der sich dem Ursprung des Zweiges unbegrenzt 
niihert, wird eine Hyperebene, die den Zweig in mehr als a+ 0, +... + o4-1, 
also in genau a+ a,+ .-- + a,-1-+ a, Punkten schneidet. Daher liéBt sich 
jeder Schmiegungs-S; als Grenzlage eines S; auffassen, der durch den 
Schmiegungs-S;-1 und durch einen weiteren Punkt des Zweiges geht, wenn 
der letztere Punkt sich unbegrenzt dem Ursprung nihert, was sich tibrigens 
auch unmittelbar mittels der Formeln (2) bestitigen laBt. 

Diese Auffassung der Schmiegungsraiume gibt uns ein Mittel, um ihre 
Gleichungen zu finden. Wir beschrinken uns dabei auf den Fall eines Punktes, 
der Ursprung eines Zweiges ist, dessen Ordnung und simtliche Ringe = 1 
sind. Sind dann X1, Xe, ..., X, laufende und 7, x, ..., x, die Koordinaten 
des Ursprunges (X,=2,=1), so geht eine Hyperebene, die den Schmiegungs- 
S; enthalt, durch die & +1 benachbarten Punkte mit den Koordinaten 


2 : 
te Gok, Mi-2da--d a, ... @=1, 2, ..., 7); 


die linke Seite ihrer Gleichung ist dann eine Determinante von der 
Ordnung 7-1, in deren ersten k+ 2 Kolonnen die laufenden Koordinaten 
X; und die obigen Koordinaten stehen*®), wihrend die tibrigen r—k—1 
Kolonnen unbestimmte Parameter enthalten. Mittels einfacher Umformungen 
folgt, daB sich die Gleichungen des Schmiegungs-S,; im Punkt x durch 


Nullsetzen aller (4+ 1)-reihigen Determinanten der Matrix 
r 2 i 
X,—%, du, dau, ... ada, 
i 
X,—%, du, dx, ae rain, 
X,—«, dx, dx dx 


‘6) In jeder Kolonne steht natiirlich an erster Stelle die Koordinate 1. 
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ergeben. Ist insbesondere k=r—1, so ergibt sich die Gleichung der 
Schmiegungshyperebene in 2. 


8. Wir betrachten nun die Gesamtheit der Schmiegungshyperebenen 
in den verschiedenen Punkten eines Zweiges (@ 4 G2... ,-1), den wir 
uns durch die Entwicklungen (2) gegeben denken. Die Schmiegungs- 
hyperebene im Punkt mit dem Parameterwert ¢ ist dann, den obigen 
Ausfiihrungen entsprechend, durch folgende Determinante gegeben, von 
der wir nur die i® Zeile anschreiben*’) 


Ve --1 2 


CEE EET Bie Or Cree Diy Babar mere prin (ey aA S| 


Nun multiplizieren wir die 3'° Kolonne mit ¢ und addieren dazu die 2", 
dann multiplizieren wir die 4° mit und addieren die mit —2 multi- 
plizierte 2* sowie die in obiger Art umgeformte 3° u.s. w., so daB von 
den Polynomen in v; immer nur die ersten Glieder iibrig bleiben. Es folgt: 


Ge ec ea Ale ern A a eer aria SS ct | =), 
Die Elemente dieser Determinante sind also Reihenentwicklungen, deren 
erste, angeschriebene Glieder wirklich existieren, d. h. keinen verschwin- 
denden Koeffizienten haben. Dividieren wir nun die i'® Zeile durch 7} 
(fiir i=1, 2, ..., ~) und multiplizieren wir dann die erste Kolonne mit 
t’r-1, so folgt weiter 


Ve— Vi 43 Vv. 2 -1 
|e” TAS RE Ved ie Vise eg Fees VY, Heres oh cee Oe 
Setzen wir nun 


2 r-1 
il YS We 
2 r—-1 
ie it VEN Ve, 
= d 
) = 
1vv ie 
fe Ip r 


so ist diese Determinante +-0, da die Zahlen v;, vo, ..., v, alle verschieden 
sind"). Ferner bezeichnen wir den Minor, der sich durch Streichung der 
ersten Kolonne und i" Zeile aus A ergibt, mit A, Die Gleichung unserer 
Schmiegungshyperebene wird dann 


Dee X (Af) +er(A+...)=0. 


“) Wir trennen der Deutlichkeit halber die Elemente durch Beistriche. [D.] 


**) Es ist das eine sogenannte VANDERMONDE’sche Determinante. Vgl. PASCAL, 
a.a.O. ([Kapitel IV, Anmerkung %)], Seite 128. [D.] 
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Thre Koordinaten §, &, ..., §& sind also 


B= pi 
a Cont Pe) @=1, 2, Eee) r); 


worin P(t) Potenzreihen in ¢ bedeuten, deren konstante Glieder =: 0 sind. 
Teilen wir alle durch die Reihe fiir € und setzen wir &=1, so folgt 


: t= Fs he Soil ens Fa SCE wht eee p!_ (i a iP 2: ps r). 
Diese Formeln sind der Ausdruck fiir Beziehungen, die dual zu den in (2) 
enthaltenen sind; wir kénnen die Entwicklungen (2) ja auch in der Form 


ee ee ge 1D ney ged) 
schreiben. 

Um die genannten Beziehungen tatsiichlich zu formulieren, bemerken 
wir zuerst, daf man unter einem Zweig einer einstufigen, algebraischen 
und irreduziblen Gesamtheit von Hyperebenen das zum Zweig einer Kurve 
duale Gebilde versteht; ebenso ist die Ursprungshyperebene dual zum 
Ursprungspunkt, die Klasse B die zur Ordnung @ duale Zahl, der erste, 
eweite, ..., (r—1)* Rang Bi, Be, ..., B»-1 dual zu den Ringen eines 
Kurvenzweiges. Es ist also 8 die Anzahl der Hyperebenen des Zweiges, die 
durch einen allgemeinen Punkt der Ursprungshyperebene =, gehen und mit =, 
zusammenfallen. Ebenso ist B + Bi-+ ----+ 6; die Anzahl der Hyperebenen, 
die durch einen allgemeinen Punkt des Kernes eines bestimmten =; gehen 
und mit =o zusammenfallen. Der Kern S,-,-1 des =; heift dann Schmiegungs- 
raum des Zweiges in Xo. Insbesondere ist B+ {61+ ---+,-1 die Anzahl 
der Hyperebenen, die durch den Kern Sp eines bestimmten ~,-1 gehen 
und mit =, zusammenfallen; der Punkt S, ist dann der sogenannte 
Schmiequngspunkt der Hyperebene >). 

Nun bilden offenbar die Schmiegungshyperebenen einer irreduziblen 
algebraischen Kurve eine derartige algebraische und irreduzible Gesamt- 
heit; daS sich die Koordinaten € der Schmiegungshyperebenen in den 
Punkten eines Kurvenzweiges, wie die obigen Formeln zeigen, nach 
Potenzreihen des Parameters ¢ entwickeln lassen, bedeutet also, da 
die Schmiegungshyperebenen eines Kurveneweiges selbst einen Zweig bilden. 
Durch Vergleich dieser Formeln mit den Entwicklungen fiir die a, 
oder auch durch direkte Betrachtungen kiénnen wir schlieBen: Sind a, 
4, ..-, O,-2, G1 Ordnung und Range des Kurvenzweiges, so sind 4,-1. 
Op-2, ---, Oy, & Ordnung und Range des Zweiges der Schmiegungshyper- 
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ebenen. Ist ferner O der Ursprung des Kurvenzweiges und sind 01, Os, ..., 
O,-1 Tangente, Schmiegungsebene, ..., Sehmiegungshyperebene desselben 
in O, so ist O,-1 Ursprungshyperebene des Zweiges der Schmiegungshyper- 
ebenen, wiihrend O,-2, ..., Oi, O die Schmiegungsriume sowie der 
Schmiegungspunkt dieses letzteren Zweiges sind. 

Fiir die Zahlen a, a4, ..., G-1 gelten also zwei einander dual gegen- 
iiberstehende Definitionen. Fiir eine allgemeine Hyperebene, die O; enthilt, 
fallen a+o,--.-.--a; Sehnittpunkte mit O zusammen: fiir einen allge- 
meinen Punkt, der in O,-;-1 liegt, fallen o,-1-+ 0,21... ,-;-1 Sehmie- 
gungshyperebenen durch den Punkt mit O,-1 zusammen. Die Summe 
atoa,...a,-1 ist zu sich selbst dual, sie ist zugleich die Anzahl der 
in O zusammenfallenden Sehnittpunkte von O,-; und die Anzahl der in 
O,-; zusammenfallenden Schmiegungshyperebenen durch O"*), 


9. Projizieren wir einen Zweig (ao,...4,-1) einer algebraischen 
Kurve C des S, aus einem S,-;-1 auf einen S;, so erhalten wir einen 
Zweig der Kurve C’, der Projektion von C. Die Bestimmung der Ringe 
und Schmiegungsriiume des letzteren ist in jedem Fall leicht durchzufiihren. 
Ist das Projektionszentrum S,-;-1 allgemein, so ist (a a... 0-1) der Zweig 
von C’ und seine Tangente, Schmiegungsebene, ..., Schmiegungs-S;,-1 sind 
der Reihe nach die Projektionen der Tangente u.s.w. des Zweiges von 
C; zum Nachweis legen wir durch den S,-z;-1 und durch den Ursprung, 
durch die Tangente, ..., den Schmiegungs-S;-1 des Zweiges von C Hyper- 
ebenen und zihlen ihre Schnittpunkte mit dem Zweig; dieselben proji- 
zieren sich in die Schnittpunkte der Spuren S;,-; dieser Hyperebenen auf 
dem S, mit dem Zweig von C’. Hat das Projektionszentrum §S,-,-1 hin- 
gegen eine beliebige Lage, so verbinden wir es wieder der Reihe nach 
mit dem Ursprung und den Schmiegungsriumen des Zweiges von C; durch 
die verschiedenen, sich so ergebenden Raume legen wir Hyperebenen und 
bestimmen die Multiplizititen ihrer Schnittpunkte mit dem Zweig von C. 
Wir finden so die Schnittpunktsmultiplizitiiten des Zweiges von C’ mit 
Hyperebenen S;-1 des S;, die durch die Spuren dieser projizierenden Riume 
gehen. Zu bemerken ist nur, da$, wenn der S,-z,-1 durch O geht, seine 
Schnittpunktsmultiplizitit mit dem Zweig von C, d.h. die Schnittpunkts- 


**) Literaturangaben zu dem hier bewiesenen Satz finden sich fiir den Fall r =2 
auf §. 390 (§ 15) des in Kapitel XII, Aumerkung *) zitierten Buches von BRILL und 
NOETHER. Fiir den S; vgl. HALPHEN, Sur les singularités des courbes... (Bull. soe. 
math. de Fr. 6, 1877) S. 10 und fiir einen beliebigen S. H. B. FINE, A Theoreme re- 
specting the Singularities of Curves... (American Journal of Math. 9, 1887) S. 180. 
Einen synthetischen Beweis gibt SEGRE in Nr. 43 der in Kapitel X, Anmerkung *) 
zitierten Arbeit. Auch der im Text gegebene Beweis riihrt von SEGRE her. 
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multiplizitat einer allgemeinen Hyperebene durch den S,-,-1 in der obigen 
Berechnung jeweils zu subtrahieren ist. 

Projizieren wir also beispielsweise einen Zweig von C aus dem Ur- 
sprung auf eine Hyperebene, so ergibt sich (a; G:... 0-1) als Zweig von 
C’; projizieren wir C aus einem allgemeinen Punkt des Schmiegungs-S;, 
SO ist (MO, ... Op-2, O-1+ Oy, Czar... G-1) der entsprechende Zweig von 
C’. Ist der betrachtete Zweig von C insbesondere (111...1), so ergibt 
sich durch Projektion aus einem allgemeinen Punkt seiner Tangente ein 
Zweig (211...1) von C’; projizieren wir diesen neuerdings aus einem 
allgemeinen Punkt seiner Tangente u.s.w., im ganzen (a —1)-mal, so er- 
halten wir einen Zweig (a 11... 1). Projizieren wir diesen analog (a, — 1)- 
mal aus allgemeinen Punkten der Schmiegungsebenen, so folgt ein Zweig 
(aa,1...1). Fahren wir so fort, so gelangen wir schlieBlich zu einem 
Zweig (ao;,...;) in einem S41; dabei kénnen auch einige der Zahlen 
a, 04, ..-, & gleich 1 sein, was dann der Fall ist, wenn wir die betreffenden 
Projektionen weglassen. Immer ist jedoch at+oa,;+...-ta=r. 


10. Wir betrachten die algebraischen Mannigfaltigkeiten Vo, V3, ..., 
V;, -.. die beziehungsweise aus den Tangenten, den Schmiegungsebenen, 
..., den Sehmiegungs-S;-1, ... eer algebraischen Kurve C gebildet werden 
und die wir beziehungsweise erste, 2weite, ..., (k—1)*, ..., abwickelbare 
Schmiegungsmannigfaltigkeit”’) der Kurve C nennen. Ihre Ordnungen m1, 
M2, ..-, M1, --. Sind der Reihe nach der erste, zweite, ..., (k—1)*, 
Rang der Kurve C. Eine Ausnahme bildet die (7 — 1)* abwickelbare Mannig- 
faltigkeit der Schmiegungs-S,-1, die den ganzen S, erfiillen. Die Anzahl 
m,-1 Soleher S,-1, die durch einen Punkt P des S, gehen, nennt man die 
Klasse der Kurve. 

Eine Hyperebene durch den Punkt P, die Schmiegungshyperebene 


im Ursprung eines Zweiges (a0, ... d,-1) ist, zihlt bei der Bestimmung 
der Klasse @,-1-fach, wenn P auferhalb des Schmiegungs-S,-2 desselben 
Zweiges liegt; sie zihlt jedoch (a,-1-+4 0,-2+.--.-a,)-fach, wenn P im 


oskulierenden S;, aber nicht im oskulierenden S;-; des Zweiges liegt; 
wegen Nr. 8 gibt es ja durch einen zu P benachbarten Punkt gerade 
eine soleche Anzahl von Schmiegungshyperebenen, die zur betrachteten 
benachbart sind. In ahnlicher Weise ist bei der Bestimmung des (4 —1)*™ 
Ranges m-1 von C, also der Anzahl der oskulierenden S;,-1 von C, die 
einen gegebenen S,-; treffen, jeder solche S;-1 mit einer bestimmten Viel- 
fachheit zu zahlen; die Aufgabe kann dabei auf den eben betrachteten 
Fall zuriickgefiihrt werden. Projizieren wir némlich C aus einem all- 


2) Sviluppabile oseulatrice. [D.] 
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gemeinen S,-;-1 des S,-, in eine Kurve C’ eines S;, so werden aus den 
oskulierenden S,-1 yon C die Sechmiegungshyperebenen S;-1 von C’. Ins- 
besondere aber projizieren sich die oskulierenden S;-1 von C, die den 
S,-, treffen, in St-1 durch den Schnittpunkt P von S; und S,-;, so daB 
der (k—1) Rang n,_, von C die Klasse von C’ ist; die Anzahl der 
oskulierenden S;-1 eines Zweiges von C, die einen S,-; treffen, ist also 
auch die Anzahl der mit einer Schmiegungshyperebene S;-1 von C’ durch 
P zusammenfallenden Sz-1, die Projektionen oskulierender S;-1 von C 
sind. Da also diese S;-1 Schmiegungshyperebenen einer Projektion des 
gegebenen Zweiges sind, haben wir nur unter Beriicksichtigung der 
Lage des Projektionszentrums die in Nr. 9 durchgefiihrten Uberlegungen 
iiber die Bestimmung der Ringe eines Zweiges anzuwenden, der Projektion 
eines gegebenen Zweiges ist. 

Trifft beispielsweise der S,-; den Schmiegungs-S; («=< —1) eines 
Zweiges (a0, ... @,-1) in einem Punkt, aber nicht mehr den S;-1, so kann 
man das Projektionszentrum S,-,-1 beztiglich C allgemein wihlen, weshalb 
(Nr. 9) die Projektion unseres Zweiges ein Zweig (ao, ... O-1) ist. Daraus 
folgt: Der oskulierende S; eines Zweiges (aa, ... G1) einer Kurve C ist 
(a;4-O41-+----+ O-1)-facher (im Falle i=k—1 also o-1-facher) Raum 
der abwickelbaren Schmiegungsmannigfaltigkeit Vi, (k=>i4+-1) von OC; d.h., 
daB im Schmiegungs-S;-1 des Zweiges o;-+ a;41-+...-+o,-1 benachbarte, 
durch den S; gehende S;-1 zusammenfallen. Dual hiezu gilt (vgl. Nr. 8): 
Im oskulierenden S,-; in einem Punkt (BB; Be ... B,-1) = (G,-1 O,-2 Op-3 --. @) 
fallen B+ Bisi----- + By-1 =O -¢-1+ O,-;-9-+ --- + 0,-, benachbarte osku- 
lierende S,-;-1 zusammen. Setzen wir statt » —i—1 und r — k beziehungs- 
weise 7 und &+1, so folgt daraus: Hin Schmiegungs-S; eines Zweiges 
(Gd... Cp-1) beriihrt die abwickelbare Schmiegungsmannigfaltigheit V:, 
(i=k—1) von C lings des oskulierenden S,-1 (d.h. in jedem Punkt des 
S.-1) des Zweiges (i+ 0-14 ... + O%,-1)-punktig. So hat die Schmiegungs- 
ebene in einem Wendepunkt(121...1) mit der abwickelbaren Schmiegungs- 
mannigfaltigkeit V2 drei, in der Wendetangente zusammenfallende Gerade 
gemeinsam. 

Erwahnt sei der Fall, wo der Ursprung des Zweiges ein allgemeiner 
Punkt der Kurve C, also a=o,=:..—a,1=1 ist. Dann folgt: Der 
oskulierende S; in einem allgemeinen Punkt P von C ist (k —i)-facher Raum 
der abwickelbaren Schmiegungsmannigfaltigkeit Vi, wenn i<k—1 ist; im 
Falle i>k—1 beriihrt er dieselbe jedoch (t—k--2)-punktig lings des in 
P oskulierenden Sy-1. 


KAPITEL IL. 


Quadratische Transformationen. 
Auflésung eines mehrfachen Punktes einer ebenen Kurve. 


1. Die Reihenentwicklungen und die Methoden der projektiven Geometric 
kénnen erst zusammen mit der Anwendung birationaler Transformationen 
eine vollstindige geometrische Theorie der mehrfachen Punkte algebraischer 
Kurven liefern, besonders hinsichtlich des Problems der Zuriickfiihrung eines 
mehrfachen Punktes komplizierter Natur auf andere, einfachere. — Wir 
beschrinken uns hier auf quadratische Transformationen und geben dann 
einige Anwendungen auf die Theorie der ebenen Kurven. 

Die V2, des S,, die durch eine V?, eines S_, (also durch ee 
allgemeine Punkte derselben) und durch einen auBerhalb des S,-1 gelegenen 


Punkt P hindurchgehen, bilden ein lineares System von der Dimension 


fies)  (=1)(re2) 
2 ey 


Verlegen wir den Grundpunkt Apo (a1 = v2 = --- =x,=0) in den Punkt P 
und ist 7»—0O die Gleichung des S,-; und 


@ (a1, te, .---, %) =O 
der Kegel, der aus Ao die vee projiziert*), so stellt 
(1) ho @ (ty... Hp) + to (An 1+ --- +42) = 0 
bei variablen Parametern Ao, ‘Ai, ..., 4, offenbar das obige lineare System 
dar. Ordnen wir diesem linearen System in projektiver Weise die Gesamtheit 


: ‘ Y 2 
der Hyperebenen eines zweiten Raumes S’ zu, so entsprechen den V._, durch 
einen Punkt « des S,-; die Hyperebenen eines Bundes 2% des S;; analog 


) @ (x,, er x.) = (0 ist dann im Soke die Gleichung der a 
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wie in Kapitel XV, Nr. 1 finden wir, da8 die Koordinaten y; des Zentrums 
yon >¢ sich mittels der Formeln 


(2) C¥o= (ai, Ha, --+) Ur), CYL = Low (CEan ee ees r), 


wobei 0 ein Proportionalititsfaktor ist, durch die Koordinaten a von x 


ausdriicken, und dafS man umgekehrt aus diesen Gleichungen auf das 
Bestehen der obigen Projektivitat schlieBen kann. Aus (2) folgt aber 


Ya, --+5 Yr) 


fe) 0? 
Li = — Yi (eb 2s hrm ny, DY), 0CYo= = 
1 x. 
Ly x 
oder 


Hote m=yoy: %=1,2,...,7r), ae Xo = P (Yt, Yo, «+ +5 Yr) 


ra + Lot ‘ : ated . 
Setzen wir “°¥ — 6, so daB o ein neuer Proportionalititsfaktor ist, so 
O 


erhalten wir schlieBlich die zu (2) inversen Formeln 
(3) 0% =P (1, Y2, very Yr), 0 Li = Yo Yi G=1, 2, Ha ay iele 


Den Hyperebenen des S, entsprechen also im S’ die V-_, des linearen 
Systems 
(4) Ho (Ys; Yar «++ Yr) + Yo (Ma a+ «-+ + Mr Yr) = 0 


mit den Parametern Wo, fu, ..., 4 Die Korrespondenz zwischen den beiden 
Riumen S, und S;, eine sogenannte quadratische Transformation, ist also 
birational oder eine Cremona’sche Transformation, weshalb der Grad der 
linearen Systeme (1) und (4) gleich 1 sein mu8, was sich auch direkt mittels 
einfacher synthetischer Betrachtungen bestitigen lat. Die Bedingungen 
sind fiir beide Raume durchaus gleich; die Views, des Systems (4) gehen 
alle durch den Punkt 4’ (y,=y,=---=y,=0) und durch die V._, 


9 (y1, Y2, snes p laa U; yo= 0 
des S;. 

Da die # (i=1,2,...,7) den y% proportional sind, entspricht einer 
Geraden durch Ao offenbar eine Gerade durch Aj und umgekehrt, so daB 
zwischen den Biinden Ao und Aj eine der quadratischen Transformation 
untergeordnete Kollineation besteht. Zwischen zwei entsprechenden Geraden 
mit den Koordinaten 2; und y; (i=1,2,...,7) besteht eine Projektivitat 
wie etwa aus der Gleichung 


y 


Yo: Yi= p(x, Ty. ey ar) Xo Ui 
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folgt, worin wir fiir x; und y; von Null verschiedene Koordinaten wiihlen, 
was ja immer moglich ist. Diese Gleichung ist ja in den Parametern 
und yo zweier entsprechender Punkte bilinear. Die Projektivitiit ist dann und 
nur dann ausgeartet, wenn die erste Gerade auf dem Kegel (a... x,) =0 
liegt, in welchem Falle auch die zweite Gerade auf den Kegel p(y, ... y,) = 0 
zu liegen kommt. Ist die Projektivitét nicht singulir, so entspricht dem 
Punkt mit dem Parameterwert 7 = 0 der ersten Geraden der Punkt yo = co 
der zweiten Geraden, weshalb man auch sagen kann, daS den Punkten 
dér Hyperebene 2» = 0 der Punkt Ao entspricht oder besser, da8 den Punkten 
von #)=0 die zu A$ unendlich benachbarten Punkte oder die Richtungen 
durch Aé (kollinear) entsprechen; analoges gilt, wenn wir S, und S, ver- 
tauschen. Artet die Projektivitét jedoch aus, so entspricht jedem Punkt der 
ersten Geraden der Schnittpunkt der zweiten Geraden mit der Hyperebene 
yo=0; d.h. daB den Geraden des Kegels (a... %-) =O die Punkte der 
ae 7 (y, --- ¥,)=9, yo =9 entsprechen und umgekehrt; analoges gilt 
wieder bei Vertauschung von S, mit S>. 

Der Punkt A, und die Punkte der V., x, =0, (2, .-., 4) =0 
heiBen ebenso wie A’ und die Punkte der V2, y, =0, @ly,, ---, y,) =0 
Fundamentalpunkte und die Hyperfliichen yo =0 und p(y: --- Yr) =O sowie 
xv =O0 und (2... x) =0, die ihnen beziehungsweise entsprechen, Funda- 
mentalhyperfidichen der quadratischen Verwandtschaft. Die Fundamental- 
hyperflichen eines Raumes, etwa die (7 —1)-fach gezihlte Hyperebene 
x =O und der einfach gezihlte Kegel ~ (a1... x) =0 bilden zusammen die 
Jacoprsche Mannigfaltigkeit des Systems (1), wie sich sofort durch Ent- 
wicklung der fiir vorliegenden Fall angeschriebenen Determinante (9) 


des Kapitels X (Nr. 11) ergibt. 


2. Einer Hyperfliche F von n‘** Ordnung des S,, fiir die Ao ein 
s-facher Punkt ist und deren Gleichung daher 


noe oy Ve. ..tu @,::.4)=0 


. U,(x 
lautet, entspricht im S, wegen (3) die Hyperfliche 


Ys (Yn IY) OY YR FY Ys > Y-) = 9; 
die in die s-fache, dem Punkt A, entsprechende Hyperebene y,=90 und 
in eine weitere, / in eigentlichem Sinn entsprechende Hyperfliche F” 
yon der Ordnung 2 —s zerfillt. Den Richtungen von F’ in Ao, die durch 
den Tangentialkegel u,(%1...2-)=0 gegeben sind, entsprechen kollinear 
die Punkte der Hyperebene y= 0, fiir die u.(y1... y-) = 9 ist. Setzen wir 
nimlich in der Gleichung von /” y,=—0, so folgt 


we... y,)* ely, ee: y) = 0; 
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die Gleichung p(y, ... y,)” °=0 riihrt jedoch vom Schnitt von / mit dem 
Kegel @(a1...a,)=0 her, da ja den n—s Schnittpunkten von F' mit 
einer Erzeugenden dieses Kegels ein (n—s)-mal zu zihlender Punkt der 
Vo Y=, O(y,--- y,) =0 entspricht; d.h. diese V2, ist eine (n—s)-fache 
Mannigfaltigkeit von F£”, wie ja sofort aus der obigen Gleichung folgt. 
Ebenso ergibt sich unmittelbar, daB 4} ein n-facher Punkt von £” ist; 
der Tangentialkegel yon F” in Ap ist ja Ual(yi--- Yr) =O und besteht aus 
Geraden dureh 4j, deren Richtungen kollinear den Schnittpunkten von 
F mit der Hyperebene x =0 entsprechen. 


3. Es seien nun x und y zwei entsprechende Punkte, die beziehungs- 
weise auBerhalb der Jaconr’schen Hyperflichen der Systeme (1) und (4), 
also auSerhalb der Fundamentalelemente der Riitume S, und S; liegen. 
Dann ruft die quadratische Transformation eine nicht singulire Kollineation 
zwischen den Biinden « und y hervor, in welcher einer Hyperebene durch 
, im y oder & 
eugeordnet wird. Es kann in der Tat nicht vorkommen, da etwa einer 
Hyperebene durch 2 zwei Hyperebenen durch y entsprechen, da sonst 
die zugehirige Vem in y einen Doppelpunkt haben, also y auf der Jacosr’schen 
Hyperfliiche liegen miiBte. Beschreibt ferner eine Hyperebene durch 
ein Biischel, so beschreibt die entsprechende Ve und somit auch ihre 
Tangentialhyperebene in y ebenfalls ein Biischel (vgl. Kapitel IJ, Nr. 4). 

Unter denselben Voraussetzungen gilt: Hinem Kurveneweig mit dem 
Ursprung « und der Ordnung « entspricht ein Kurveneweig mit dem 
Ursprung y und derselben Ordnung a. Einer Hyperebene, die nicht durch 
x geht, entspricht ja eine Vex, die nicht durch y geht; nahert sich die 
Hyperebene einer allgemeinen Lage durch x, so da dabei also o Schnitt- 
punkte mit dem ersten Zweig nach # fallen, so nihert sich die V__, 
einer allgemeinen Lage durch y und kann daher den zweiten Zweig nicht 
beriihren; es miissen somit hier ebenfalls « Schnittpunkte der ee mit 
dem zweiten Zweig nach y fallen, weshalb (Kapitel I A, Nr. 4) auch dieser 
Zweig die Ordnung « hat”). Ahnlich zeigt man, da8 einer Kurve mit 
einem o-fachen Punkt in # eine Kurve mit einem o-fachen Punkt in y 
entspricht; ebenso ist leicht einzusehen, daB, wenn der eine ein gewbhn- 
licher mehrfacher Punkt, also mit verschiedenen Tangenten ist, dasselbe fiir 
den entsprechenden Punkt gilt. 

Hat eine Hyperfliche F in x einen s-fachen Punkt, so hat die ent- 
sprechende Hyperfliche EF’ in y ebenfalls einen s-fachen Punkt; ist x ein 


tee 2 
x oder y die Tangentialhyperebene der entsprechenden V,_ 


*) Ist # oder y Fundamentalpunkt, so gelten diese und die anderen hier angefiihrten 
Beziehungen nicht. Vgl. etwa Nr. 8 und 9. 
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gewohnlicher mehrfacher Punkt, so dafs der Tangentialkegel in x keine 
mehr fachen Hrzeugenden hat, so gilt dasselbe fiir y. Es geniigt, zu bemerken, 
daB einer Geraden g, die sich einer allgemeinen Lage durch w unbegrenzt 
niihert, eine Kurye C” entspricht, die schlieBlich allgemein und einfach 
dureh y geht; die Anzahl der Schnittpunkte von g und /F’, die dabei in 
«© zusammenfallen, ist also gleich der Anzahl der schlieBlich in y zusammen- 
fallenden Schnittpunkte von C’ und #”. Beriihren ferner g und F’ einander 
in x, so bertihren auch C’ und /” einander in y (vgl. hiezu wieder 
Kapitel I A, Nr. 4); d.h. die Richtungen der Tangenten von F' in a ent- 
sprechen in einer nach den friiheren Ausfiihrungen nicht singuliiren Kol- 
~ sation den Richtungen der Tangenten von £” in y. 

Unter den obigen Voraussetzungen gilt schlieBlich: Haben eine 
Hyperfidche F und ein Zweig einer Kurve C (oder die Kurve C selbst) in x 
einen Schnittpunkt von der Multiplizitit w, so schneiden sich IF’ und der 
Zweig von C’ in y mit derselben Multiplizitit . Eine Hyperflache F, die 
nicht durch x geht, aber hinreichend nahe bei F liegt, schneidet C in u 
verschiedenen, gegen « konvergierenden Punkten; die entsprechenden 
Punkte, die Schnittpunkte der F' entsprechenden Hyperfliche F”’ mit C’ sind, 
fallen nach y, wenn F’ sich F’ unbegrenzt niihert. 


4. Wir wenden uns dem Fall + = 2 zu, betrachten also eine quadratische 
Transformation zweier Ebenen x und x’. Dann ist @ (w, vz.) = 0 ein Punkte- 
paar und aus (1) wird ein Netz von Kegelschnitten, die durch einen Punkt 
O und zwei weitere Punkte P und ¢ gehen. Ebenso wird (4) ein Kegel- 
schnittnetz durch einen Punkt O’ und durch zwei weitere Punkte P’ und 
(’. Lassen wir den Punkten P’ und Q” bezichungsweise die beiden Geraden 
OQ und OP entsprechen, so kénnen wir unserem Sonderfall dem oben 
betrachteten allgemeinen unterordnen, ob wir die Grundpunkte Ao und 
Aj nach O und O’ oder nach P und P’ oder auch nach @ und Q ver- 
legen. Die Dreiecke OPQ und O’P’Q’ bestehen aus den Fundamental- 
punkten und Fundamentalgeraden der quadratischen Transformation. Den 
Richtungen durch 0, P und Q entsprechen in projektiver Weise bezichungs- 
weise die Punkte yon P’Q’, Q’O’ und O’P’; analoges gilt, wenn wir von 
x’ gu x tibergehen. 

Setzen wir in (2) (a, 2)=7, 72 und vertauschen wir y, mit y2, so folgt*) 


U Yo = X% 22, LLY = 2 Xo, UL Y2 = Xo V1, 


5) Piullt P mit Q@ zusammen (dasselbe gilt dann auch fiir P’ und Q’) und setzen 
wir 9 (@, %) =2?, So ergibt sich aus (2) 


Se at ; _ A 
OY = “1, OY, = % %, Q Y2 = Ly Lo, 
Bertini, Geometrie. 298 
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woraus wir als Sonderfall von (3) die Umkehrungen 


V to = Y1 Y2; V X14 = Y2 Yo, Vt =Yoy1 
erhalten. 

Einer Kurve nv” Ordnung, die in O, P und QY bzw. einen 0,-, Q5- und 
0,-fachen Punkt hat, entspricht, wenn wir yon den beziehungsweisen Q,-, Qo- 
und 0,-fach ziihlenden Geraden P’Q’, QO’ und O’P’ absehen, eine Kurve 
von der Ordnung 27 — Q,—»— Qs, die in O’, P’ und @ beziehungsweise 


einen (m— Q.—0z)-, (2 — OQ, 0,)- und (m — Q,— Q.)-fachen Punkt hat. 


5. Diese quadratische Transformation liefert uns weitere Aufklarungen 
iiber die Beschaffenheit mehrfacher Punkte einer ebenen algebraischen Kurye, 
insbesondere dient sie zur Auflésung derselben*). Zu diesem Zweck miissen 
wir jedoch noch folgenden Hilfssatz vorausschicken. 

Es sei C" eine, eventuell auch reduzible Kurve n Ordnung einer 
Ebene x, die eine endliche Anzahl von 01-, Q2-, ..., Q;-, ...-fachen Punkten 
besitzen mibge. Die durch die Formel 


(n— 1) = 2 wy GQ; 1) 
ja = yes 


2 2 


definierte Zahl p, fallt mit dem Geschlecht von C” zusammen (Kapitel LX, 

Nr. 20), wenn alle Singularitiiten gewéhnliche mehrfache Punkte sind’). 
Wir wollen nun zeigen, da8, wenn g die Anzahl der Bestandteile von 
OC” ist, die Beziehung 


pig ve) 
gilt. 


Ist g=1, die C” also irreduzibel, so gelten die ftir den Fall gewohnlicher 
mehrfacher Punkte durchgefiihrten Uberlegungen (Kapitel IX, Nr. 22) un- 
verindert. Ist g >1 und sind m, m2, ...,m, die Ordnungen der g Bestand- 
teile von C” sowie 01%, 02: ..-, Qg: ihre Multiplizititen im 0;-fachen Punkt 
von C™, so ist 


CN a ee, Qi = O11-+ Cait --- + Ogi. 


woraus wir mittels der Substitutionen 


1 x j Yo, , y 
1) SS) y= a’ — 2, y= 2 
Lo Lo Y, % 
erhalten: Ph 
re Yi 
*) Vgl. BERTINI, Sopra alewni teoremi fondamentali... {Rend. Ist. Lomb. 21 


(2), 1888]: 


*) Und wenn die C” irreduzibel ist. [D.] 
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Sind ferner pis, poi, .-.,Pyi die fiir,die einzelnen Bestandteile ebenso wie 
ps fiir C” definierten Zahlen, also durch 


‘pi S (a, — 1) (a, — 2) sy On 2 (Ore — 1) (h Lee ae a q) 

2 i 2 

gegeben, so ergibt eine leichte Rechnung 
(5) Pit+g—-—l=putpat---+py1- DC — Yi Oni Qua), 


(h,k=1,2,...,9; hh). 


Da nun alle Zahlen p,;=>0 sind und die Anzahl mm der Schnittpunkte von 
zwei Bestandteilen von C” sicher nicht kleiner ist als » One Oxi, folgt 
sofort die behauptete Beziehung. 


6. Wir betrachten nun einen beliebigen s-fachen Punkt O von ©*, 
wahrend 01, 02, ..., Q:, ... auch weiterhin die Multiplizitaéten der tibrigen 
mehrfachen Punkte von C” sein sollen. Dann ist 


(6) p, ===?) _ 88-1) _ 9 e(—1). 
i, 9 a 9 


Ferner beziehen wir die Ebene x mittels einer beliebigen quadratischen 
Transformation auf eine andere Ebene 1’; dabei soll O ein Fundamental- 
punkt sein, wihrend die beiden anderen Fundamentalpunkte P und Q 
allgemeine Punkte yon x, O’, P’ und Q’ allgemeine Punkte von a’ sind. 
Die Kurve C” geht in eine Kurve C” von der Ordnung n’ = 2 —s tiber 
(Nr. 4) und besteht so wie C” aus g Bestandteilen®). Ferner hat (Nr. 4) 
die Kurve 0” in O’ einen n-fachen, in P’ und Q’ je einen (nm —s)-fachen 
Punkt, die alle gewéhnliche mehrfache Punkte sind"), weil die Geraden 


6) Die Kurve C” kann ja keine Fundamentalgerade enthalten, da PQ allgemein 
in z, OQ und OP allgemein durch O angenommen sind. 


") Bemerkt sei, dafi in diesen Punkten auch keine Tangentensingularitdten vor- 
handen sind; d. h., da8 keine Tangente im »-fachen Punkt etwa mehr als n-}-1 Punkte 
mit C” gemeinsam hat, da wegen der allgemeinen Lage von P und Q die Tangenten, 
die wir aus O an die Kurve ziehen kinnen, die Kurve C” nicht in Punkten der Geraden 
PQ beriithren. Hat C” gewéhnliche mehrfache Punkte ohne Tangentensingularititen 
so sind auch die transformierten Punkte frei von solchen; es kann ja — immer wegen 
der allgemeinen Lage von P und QY — nicht vorkommen, daf ein Kegelschnitt, der 
dem Dreieck OPQ umschrieben ist und einen Zweig eines solehen mehrfachen Punktes 
beriihrt, mit diesem eine Beriihrung héherer Ordnung eingeht. Diese beiden Bemerkungen 
gelten unveriindert auch fiir die weiteren quadratischen Transformationen. 

she 
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PQ, QO wid OP die Kurve C” auBerhalb O in verschiedenen Punkten 
schneiden. Die den 01-, Qo-, ..., Q;-, ...-fachen Punkten von C” entsprechenden 
Punkte yon C” sind mehrfache Punkte mit bezichungsweise denselben Multi- 
plizitiiten, weil die ersteren Punkte nicht auf den Seiten des Fundamental- 
dreieckes OPQ liegen. Auf den Geraden O’P’ und OQ’ liegen auBer 
0’, P’ und Q’ keine Punkte der Kurve C”, weil C™ nicht dureh P 
und @ hindurehgeht; die Gerade P’ Q/ wird von C” jedoch in s Punkten 
geschnitten, die so wie die s, diesen Punkten entsprechenden Tangenten 
oder Richtungen yon C” in O verschieden sind oder zusammenfallen. 
Es seien t{, #3, ... die Anzahlen der Schnittpunkte von C” mit P’Q’, 
die beziehungsweise in verschiedenen Punkten von P’ Q” zusammentfallen; 
es sind das zugleich die Anzahlen der beziehungsweise in verschiedene 
Gerade durch O zusammenfallenden Tangenten von C” in O. Es ist also 
#;>1 und Y¢;=s; sind ferner bezichungsweise s1, se, ... die Multiplizitaten 
dieser Punkte fiir die Kurve C”, so ist s;s>1 und s;<#, je nachdem 
P’Q’ die C” im s:-fachen Punkt beriihrt oder nicht; es folgt also noch 
Ds Dh. 

Die quadratische Transformation fiihrt also von einer Kurve C” zu 
einer Kurvye C”, die Punkte von derselben Multiplizitiit wie C” besitzt; 
nur statt des s-fachen Punktes O yon C” hat OC” drei gewohnliche 
mehrfache Punkte und die obigen s1-, so-fachen, ... Punkte auf der Geraden 
P’Q’, die wir jetzt der Reihe nach mit O1, 02, ... bezeichnen wollen. 
Fiir diese Punkte ist Xs;<s; diese Ungleichung zeigt, daB die Kurve C” 
an Stelle des s-fachen Punktes von C” einen oder mehrere singulire Punkte 
besitzt, deren Multiplizititen <s sind, wenn nicht auf P’ Q’ nur ein einziger 
s-facher Punkt von C”’ liegt. 

Wir kénnen aber jetzt eine zweite quadratische Transformation aus- 
fiihren, indem wir in x’ einen Fundamentalpunkt etwa nach Oj verlegen 
und die beiden anderen Fundamentalpunkte, sowie in einer weiteren Ebene 
x’’ das Fundamentaldreieck allgemein annehmen; die dem Punkt O{ ent- 
sprechende Seite desselben sei P{ Qj. So wie oben kommen wir dabei yon C™ 
zu einer Kurve OC” von der Ordnung n’’= 2 n'/— s;, welche statt des s,-fachen 
Punktes Oj eine Anzahl von sy1-, sis-fachen, ... Punkten auf der Geraden 
P; Qi und drei gewéhnliche mehrfache Punkte hat. Ebenso wie mit O{ ver- 
fahren wir mittels weiterer aufeinanderfolgenden quadratischen Transforma- 
tionen mit den Punkten, die sich dabei aus 03, 03, ... ergeben*); an Stelle 
dieser Punkte erhalten wir analog neue gewohnliche mehrfache Punkte 
sowie neue Punkte, deren Multiplizititen beziehungsweise sa, Soe, ...; 
S31, Sg2,---; -.- Sind -undydie beziehungsweise auf Geraden P3Q2, P3Q3, ... 

ene 


8 . ne = . . ne . 
) Die Uberlegungen von Nr. 3 halte man sich dabei bestiindig vor Augen! 
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liegen. Der s-fache Punkt O yon C” ist dadurch ersetzt durch eine Anzahl 
gewohnlicher mehrfacher Punkte und dureh eine Reihe von  s;;-fachen 
@=1, 2, -..; k=1, 2,....) Punkten. Es ist dabei Xs,<2s,<s: die 
an die Ungleichung =s;<s oben gekniipfte Bemerkung liBt sich hiefiir 
wiederholen. 

Mit diesen s;;-fachen Punkten verfahren wir mittels neuer quadratischer 
Transformationen so wie mit den s;-fachen Punkten oben; wir kommen 
dadurch zu einer Kurve, die statt des s-fachen Punktes von C” gewohnliche 
mehrfache Sea sowie eine Anzahl von szz-fachen (i=1, 2, ; k=1, 
Z,--:; [=1,-2....) Punkten besitzt; es ist 2 s,< 2si,<s aah auch hier 
lit ae die pore Bemerkung wiederholen, u. s. w. 

Es fragt sich nun, ob dieses Verfahren ein Ende hat, d. nN ob man 
sehlieBlich zu einer Kurve kommt, welche statt des s-fachen Punktes von 
C” nur mehr gewohnliche mehrfache Punkte besitzt. Dazu ist wegen des 
oben Gesagten offenbar nétig, daB ein s-facher Punkt von C”, der bei 
einer endlichen Anzahl h yon aufeinanderfolgenden quadratischen Trans- 
formationen immer wieder durch einen s-fachen Punkt ersetzt wurde, 
bei Ausfiihrung der (h-+ 1) quadratischen Transformation durch Punkte 
ersetzt wird, deren Multiplizititen <s sind; dasselbe muf fiir diese Punkte 
gelten, die wir s;fach nennen; d.h. sie miissen nach Ausfiihrung einer 
endlichen Anzahl yon quadratischen Transformationen durch, Punkte ersetzt 
sein, die wir s;;-fach nennen und deren Multiplizitiiten <s; sind u.s. w. 

Wir miissen also zeigen, daS$ es nicht modglich ist, da sich bei 
Ausfiihrung beliebig vieler quadratischer Transformationen immer wieder 
ein s-facher, bzw. ein s-facher oder ein sj-facher Punkt u.s. w. ergibt. 

Es seien also 0”, 0”, ..., On, ... die Kurven, die sich durch unsere 
quadratischen Peet madbunn der Rae nach er BEE: Zu diesen Kurven 

(A) 
berechnen wir bezichungsweise die Zahlen p/, pi’, ---, Pp, , --- auf die- 
selbe Art, wie mittels (6) zu C™ die Zahl p; berechnet wurde. Dann ist 


(Q7—s—1)(2n—s—2) n(m—1) _ 9 n=8) )(n-—s—-1) Bye i-1) Vi OilQi- 1) 
2 2, 2 eee) 7 2 


oder wegen (6) H(3= 1) 


1S 


Analog ist 


=~ tro . 
0 Ps ik e) P = yy » > 
oe ene we Six (Sex — 1) 4 Sini(Sinz — 1) 
a po ape yee) _y ee hs) ae 
0) eae FF ede Th 2 » 2 
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Tritt jedoch bei 4 aufeinanderfolgenden Transformationen der oben 
genannte Fall s;=s,=S1=---=8 ein, so kommt statt (7) 


Ce een 


(nh) 
p. =P — h : 


1 


Da aber C™” so wie C” aus g Bestandteilen besteht, ist (Nr. 5) 
() 
Pr ed ae 

und daraus folgt wegen obiger Gleichung 


pee ties Pe 
o(ee- 1) 


Der genannte Fall kann also wegen s>1 nur bei einer endlichen Anzahl 
von Transformationen eintreten; und zwar ist diese Anzahl gleich der 
erdBten, in der rechten Seite dieser Ungleichung enthaltenen ganzen Zahl. 

Wiederholen wir dasselbe Verfahren fiir alle tibrigen singuléren Punkte’), 
so gelangen wir schlieSlich zu einer transformierten Kurvye, die nur mehr 
gewohnliche mehrfache Punkte besitzt; ein Resultat, welches sich bei 
Ausfiihrung weiterer quadratischer Transformationen nicht mehr dndert, 
ob wir nun die Fundamentalpunkte in gewoéhnliche mehrfache oder in 
einfache Punkte verlegen. Dasselbe gilt von eventuell vorhandenen Tan- 
gentensingularititen in den mehrfachen Punkten der urspriinglichen Kurve. 
Da das Produkt mehrerer quadratischer Transformationen offenbar eine 
Cremona’sche Transformation zwischen der ersten und letzten betrachteten 
Ebene ist*), folgt: Jede ebene Kurve lift sich mittels einer Cremona’schen 
Transformation in eine andere ebene Kurve tiberfihren, die nur mehr ge- 
wohnliche, auch von Tangentensingularititen befreite mehrfache Punkte besitet. 


7. Im Fall einer reduziblen Kurve laBt sich dieser Satz auch folgender- 
maBen formulieren: Zwei oder mehrere ebene Kurven lassen sich mittels 
einer Cruuona’schen Transformation immer in andere ebene Kurven iiber- 
Jiihren, die nur mehr gewihnliche mehrfache Punkte besitzen und in allen 
Schnittpunkten den einfachen Fall darstellen, also verschiedene Tangenten 
haben. 


*) Selbstverstiindlich uur fiir soleche, die keine gewéhnlichen mehrfachen Punkte 
sind. [D.] 

*) Es gilt auch die Umkehrung, da8 jede CREMONA’sche Transformation als 
Produkt quadratischer Transformationen darstellbar ist. Vgl. CASTELNUOVO, Le tras- 
Jormazione generatrici del gruppo cremoniano nel piano (Atti Accad. Torino 36, 1901). 
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Diesen Satz wenden wir nun auf zwei allgemeine Kurven eines 
linearen Systems an; mittels der verwendeten Cremona’schen Transformation 
geht das lineare System in ein neues lineares System ebener Kurven tiber, 
dessen Basispunkte auch Schnittpunkte der beiden transformierten Kurven 
sind. Da diese beiden Kurven so wie die urspriinglichen allgemeine Kur- 
ven sind, ist jeder Basispunkt des transformierten Systems fiir sie ein 
gewohnlicher mehrfacher Punkt ohne gemeinsame Tangenten, dessen 
Multiplizitit dieselbe geblieben ist. Daraus folgt, dab jede allgemeine Kurve 
des transformierten Systems in jedem Basispunkt einen gewodhnlichen 
mehrfachen Punkt mit variablen Tangenten hat. Erinnern wir uns daran, 
da8 wir einen Basispunkt eines linearen Systems ebener Kurven dann 
einen gewohnlichen Basispunkt nannten, wenn die Tangenten der allge- 
meinen Kurve des Systems in dem betreffenden Punkt sowohl voneinander 
verschieden als auch alle variabel waren, so folgt: Hin lineares System 
ebener Kurven lift sich mittels einer Crnmona’schen Transformation in ein 
anderes tiberfiihren, das nur mehr gewéhnliche Basispunkte besitet. 


8. Ziehen wir noch den Begriff des Zweiges heran, der bei einer 
ebenen Kurve durch Ordnung und Klasse charakterisiert ist, so laiBt sich 
der in Nr. 6 bewiesene Satz auch folgendermafen formulieren (vgl. 
Kapitel I A, Nr. 6): Jede ebene Kurve lift sich mittels einer Crrmona’schen 
Transformation in eime andere mit lauter linearen Zweigen tiberfiihren. 

Ein Kurvenzweig in der Ebene x habe den Ursprung O, die Ordnung @ 
und die Klasse a,. Wir nehmen wie friiher O als einen Fundamentalpunkt 
einer quadratischen Transformation, deren iibrige Fundamentalpunkte P 
und Q allgemeine Punkte von a, O’, P’ und Q’ allgemeine Punkte der 
zweiten Ebene x’ sind. Entspricht der Tangente des Zweiges in O die 
Gerade O’O{, die P’Q’ im Punkt 0; schneidet, so ist O; Ursprung des 
transformierten Zweiges. Niahert sich eine um P drehbare Gerade der Lage 
PO, so fallen a yon ihren Schnittpunkten mit dem urspriinglichen Zweig 
nach O; daraus folgt, daB die entsprechende, um P’ drehbare Gerade, 
indem sie sich der Lage P’Q’ nihert, mit dem transformierten Zweig 
sehlieBlich «'') Punkte gemeinsam hat. Nihert sich jedoch eine um O 
drehbare Gerade der Tangente des urspriinglichen Zweiges, so fallen: 
schlieBlich weitere «, Schnittpunkte mit dem Zweig nach O; infolgedessen 
fallen von den Schnittpunkten der entsprechenden Geraden durch O’, wenn 
sie sich der Lage O’O{ nihert, gerade o, nach Ot}. 

Ist also a< a, so ist die Ordnung des transformierten Zweiges gleich 
a, die Klasse gleich a, a und die Tangente die Gerade O’O;; ist jedoch 


“) In Of zusammenfallende. [D.] 
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“>o,, so ist die Ordnung gleich a, die Klasse gleich «—a, und die 
Tangente die Gerade P’Q’. Ist schlieBlich a=, so ist die Ordnung 
offenbar gleich a, wihrend man tiber die Klasse und die Lage der Tan- 
gente aus der bloBen Kenntnis der Zahl a=«, keine Schliisse ziehen 
kann. Handelt es sich insbesondere um einen Zweig von der Ordnung 1 
und der Klasse a, 1, so kann man mittels einer Reihe von aufeinander- 
folgenden quadratischen Transformationen auch die Klasse des Zweiges 
auf 1 reduzieren. 


9. Es wird gut sein, unsere Ausfiihrungen durch einige Beispiele zu 
verdeutlichen. 

Es sei O ein s-facher Punkt einer ebenen Kurve. Sind die Tangenten 
in O yerschieden, ist O also ein gewbéhnlicher mehrfacher Punkt, so legen 
auf P’Q’ s verschiedene einfache Punkte und somit s Zweige erster Ord- 
nung. Irgend einer von diesen Zweigen hat also die Klasse a, — 1, wenn 
der entsprechende Zweig von seiner Tangente in O in o,+1 Punkten 
geschnitten wird und wenn o> 1 ist. Mit der Kurve selbst hat die Tan- 
gente s+ a, in O zusammenfallende Punkte gemeinsam. Fallen jedoch von 
diesen s Tangenten eine Anzahl a, die Kurve in O nur (s-+-1)-punktig 
treffende Tangenten in eine Gerade zusammen und hat auch diese mit 
der Kurve in O nur s-+-1 zusammenfallende Schnittpunkte, so ergibt sich 
ein entsprechender Zweig erster Ordnung, der P’Q in o Punkten schneidet; 
der urspriingliche Zweig (Nr. 8) hat also die Ordnung «. Fallen also unter 
den angegebenen Bedingungen mehrere Tangenten zusammen, so entsteht 
dadurch ein einziger Zweig’). So entsteht aus einem Doppelpunkt, wenn 
seine beiden Tangenten in eine dreipunktig beriihrende Gerade zusammen- 
fallen, ein Riickkehrpunkt oder eine Spitze erster Art (Kapitel I A, Nr. 6). 

Wir nehmen nun an, da8 die Tangenten eines Doppelpunktes in eine 
vierpunktig beriihrende Gerade zusammenfallen. Im Schnittpunkt O; der 
entsprechenden Geraden mit P’Q’ ergibt sich ein Doppelpunkt, da die 
Geraden O'O; und PQ’ die transformierte Kurve in O{ zweipunktig treffen. 
Hat dieser letztere verschiedene Tangenten, so ist O Ursprung von zwei 
Zweigen erster Ordnung, also ein Selbstberiihrungspunkt oder Knoten zweiter 


*) Vielleicht ist hier folgende allgemeine Bemerkung am Platz: Trifft eine Gerade 
g durch einen s-fachen Punkt O einer ebenen Kurve dieselbe in O in s-+-h Punkten, so 
ist g Tangente an mehrere Kurvenzweige mit gemeinsamem Ursprung O, deren Klassen die 
Summe h liefern. Betrachten wir nimlich eine zu g benachbarte Gerade g durch O, so fallen 
von ihren variablen Schnittpunkten h nach O, wenn sich g der Lage von g unbegrenzt 
nihert ; dabei fallen aber von den Schnittpunkten von g mit einem g beriihrenden Zweig 
ebenso viele nach O, als die Klasse des betreffenden Zweiges ist, weshalb u. s. w. Ist 
h =1, so ergibt sich die oben mit Hilfe einer quadratischen Transformation bewiesene 
Beziehung als Sonderfall dieses Satzes. 
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Art™). Fallen die Tangenten in O{ in eine dreipunktig beriihrende Gerade 
zusammen, ist O{ also eine Spitze erster Art, so ist O Ursprung eines 
einzigen Zweiges zweiter Ordnung und heift Spitze oder Riickkehrpunkt 
eweiter Art. Ist Of; ein Knoten zweiter Art, so ist O wieder Ursprung 
von zwei Zweigen erster Ordnung und heift Knoten dritter Art"); ist 
O; eine Spitze zweiter Art, so ist O’ Ursprung eines Zweiges zweiter 
Ordnung und heibt Spitze dritter Art u.s. w. 


10. Die in Nr. 6 betrachteten aufeinanderfolgenden quadratischen 
Transformationen fiihren zu einer wichtigen geometrischen Auffassung der 
Singularititen einer ebenen Kurve, die wir Norruer verdanken”*’), 

Indem wir die in Nr. 6 verwendeten Bezeichnungen beibehalten, fiihren 
wir mit der Kurye C” in x’ eine kleine Drehung um O’ aus und bezeichnen 
mit C die der Kurve OC” in der neuen Lage entsprechende Kurve in =. 
Die Kurve C ist von der Ordnung 2(2n—s)—n=—3n--2s und hat in 
O einen gewohnlichen (2 ” — s)-fachen Punkt, da C” in ihrer neuen Lage die 
Gerade P’ Q’ in 2n—s verschiedenen einfachen Punkten.trifft*’). Ferner liegen 
auf der aus P’ V’ durch die Drehung hervorgegangenen Geraden zwei gewohn- 
liche (7 — s)-fache Punkte sowie die Punkte mit den Multiplizititen s,, s., ...; 
dieselben Singularitiiten mu8 also auch die Kurve C, und zwar in unmittel- 
barer Nihe des Punktes O haben. Drehen wir nun C” wieder in ihre alte 
Lage zuriick, so zerfillt die Kurve C in die (2 —s)-fachen Geraden OP 
und OY sowie in die urspriingliche Kurve C”, die in O wieder den 
s-fachen Punkt besitzt, dem sich die s,-, s.-, ...-fachen Punkte unbegrenzt 
genihert haben. 

Denselben Vorgang kénnen wir offenbar bei der zweiten quadratischen 
Transformation wiederholen, wobei wir zum s,-fachen Punkt 0; benach- 
barte s,,-, S,o-, -.--fache Punkte erhalten; dasselbe gilt ftir die Punkte 
Os, O3,... Es ist klar, daB wir ebenso bei allen folgenden quadratischen 
Transformationen verfahren kénnen. 

Zusammenfassend kiénnen wir unsere Uberlegung folgendermafen aus- 
driicken: Dem s-fachen Punkt O sind in einer Umgebung erster Ordnung 
von O die sy-, Se, ...-fachen Punkte benachbart; jedem dieser si-fachen 
Punkte sind in einer Umgebung zweiter Ordnung von O die si1-, Siz-, ... ~fachen 
Punkte benachbart, jedem dieser s;1-fachen Punkte sind in einer Umgebung 


18) Ttalienisch ¢acnodo. Unter einem Knotenpunkt (erster Art) versteht man einen 
gewohnlichen Doppelpunkt. [D.] 

) Italienisch osenodo. [D.] 

5) Vel. die in Kapitel VIII, Anmerkung **) zitierte Abhandlung. 

16) Die Kurve CO” hat ja weder unendlich viele Doppelpunkte noch unendlich 
viele gemeinsame Tangenten mit dem P’@’ beriihrenden Kreis um 0’. 
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dyitter Ordnung von O die six1-, Sixg-, «--~fachen Punkte benachbart wu. s.w. 
Der mehrfache Punkt O oder, wie man auch sagt, seine Zusammensetzung 
wird mit der Schreibweise (s s; siz Sixz -..) bezeichnet, wihrend man das 
in Nr. 6 beschriebene Verfahren seine Auflésung nennt"’). 


11. Wie berechtigt diese eben erliuterte Auffassung cines singulaéren 
Punktes ist, erkennt man bei der Bestimmung der Anzahl der Schnittpunkte 
zweier Kuryen. 

Es seien C, und C, zwei Kurven einer Ebene x ohne gemeinsamen 
Bestandteil; mit J bezeichnen wir die Anzahl der in einem Punkt O ver- 
einigten Schnittpunkte, wobei O ein s-facher Punkt von C, und ein ¢-facher 
Punkt yon Cy ist. Haben die beiden Kurven in O keine gemeinsamen 
Tangenten, so haben wir bereits in Kapitel IA, Nr.4 gesehen, daB J = st ist. 
Mittels einer ersten quadratischen Transformation (Nr. 6) erhalten wir auf der 
Geraden P’(’ eine Reihe von s;fachen Punkten der transformierten Kurve 
von (, und eine Anzahl ¢,-facher Punkte der transformierten Kurye von 
C,; diese Punkte sind in der Tat alle voneinander verschieden. Haben 
C, und C, in O jedoch eine gemeinsame Tangente, so fillt auf P’Q’ einer 
der sfachen Punkte mit einem der ¢;fachen zusammen; nach O fallen dabei 
ebenso viele neue Schnittpunkte, als die beiden transformierten Kurven 
in dem betrachteten Punkt auf P’Q’ gemeinsam haben. Bezeichnen wir 
mit J, die Anzahl der Schnittpunkte der beiden transformierten Kurven, 
die in gemeinsamen, auf P’Y’ liegenden Punkten vereinigt sind, so ist also 


t=st-. 


Ebenso verfahren wir nun mit jedem gemeinsamen, auf P’¢’ liegenden 
Punkt der beiden transformierten Kurven. Fallt beispielsweise der s,-fache 
Punkt der ersten mit dem ¢,-fachen Punkt der zweiten Kurve zusammen, 
so schneiden sich diese Kurven dort in s,¢, Punkten, wenn keine gemein- 
samen ‘Tangenten vorhanden sind, waéhrend andernfalls die Anzahl der 
Schnittpunkte gréfer wird. Es ist also 


R= sie TL: 


dabei ist die Summe iiber alle jene Paare yon mehrfachen Punkten der 
beiden urspriinglichen Kurven zu erstrecken, die in derselben Richtung 


“) Zur schematischen Darstellung dieser Beziehungen kann man an eine Art 
Konstellation denken, wobei die s,-fachen Punkte Satelliten von 0, die s,,-fachen Punkte 
Satelliten des s-fachen Punktes, die s,,,fachen Punkte Satelliten des s,,-fachen Punktes 
u.s.w. sind oder aber auch an eine Art Verzweigung, bei der wir einen beliebigen 
Zweig erhalten, indem wir in der Folge s, s,, 8;;, 8;,, --+ dem Index 7 und ebenso 
den Indizes k, 7, ... bestimmte, irgendwie aus 1, 2, ... gewiihlte Werte erteilen. 
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durch O liegen. Die Zahl J, bestimmen wir ebenso wie oben 4; wir 
fiihren also eine zweite quadratische Transformation aus, deren einen 
Fundamentalpunkt O, wir in einen der gemeinsamen, auf P’Q’ gelegenen 
Punkte der beiden erwihnten transformierten Kurven legen. Dabei andern 
sich weder die Multiplizititen der tibrigen gemeinsamen Punkte fiir die 
beiden Kuryen einzeln, noch die Schnittpunktsmultiplizititen fiir die beiden 
Kuryen zusammen (ygl. Kapitel IA, Nr. 3). Wir fiihren dann noch weitere 
quadratische Transformationen aus, fiir die wir je einen Fundamentalpunkt 
O,, Os, -...in eimen der Punkte legen, die aus den in Rede stehenden 
gemeinsamen Punkten der beiden transformierten Kurven hervorgegangen 


sind. Wir erhalten so 
Ts = Si eles 


wobei die Summe itiber alle jene Paare mehrfacher Punkte der beiden 
obigen transformierten Kurven zu erstrecken ist, die in einer Richtung 
dureh einen der Punkte O,, O,., O3,... liegen. Mit J, verfahren wir so 
wie mit J, u.s.w.; die Folge der quadratischen Transformationen brechen 
wir ab, wenn die beiden transformierten Kurven in keinem mehrfachen 
oder einfachen Schnittpunkt gemeinsame Tangenten haben'*), was man 
mittels einer hinreichend grofen Anzahl von Transformationen tatsiichlich 
erreicht. Es ist dann also 


P= Ste st, 2s, pa SS ni ten, 


wobei die Summen iiber alle, analog wie oben zu definierenden Paare 
zu erstrecken sind’’). Unter Zugrundelegung der in Nr. 10 dargelegten 
Auffassung kénnen wir das also etwa folgendermafen ausdriicken: Dze 
Anzahl nm der Schnittpunkte zweier ebenen Kurven von den Ordnungen n 
und m ist gleich der Summe der Produkte der Multiplizitdten, die den 
beiden Kurven in ihren verschiedenen oder benachbarten gemeinsamen Punkten 
eukomumen””). 


8) Bs ist also auch dann noch eine quadratische Transformation auszufiihren, 
wenn sich die beiden Kurven in einem Punkt beriihren, der fiir beide einfach ist. Vel. 
oben das erste Beispiel. [D.] 


*®) Um diesem Resultat eine anschauliche Deutung zu geben, denke man sich 
die beiden, den s-fachen und ¢-fachen Punkt darstellenden Verzweigungen [vgl. An- 
merkung ‘)] so iibereinandergelegt, daS die (mehrfachen oder einfachen) gemeinsamen 
Punkten entsprechenden Verzweigungspunkte zusammenfallen. 


°°) Um eine Anwendung dieses Satzes zu geben, sei an den Begriff der adjungierten 
Kurve einer gegebenen Kurve C” erinnert. Eine Kurve heift zu C” adjungiert, wenn 
sie in den s-fachen verschiedenen oder benachbarten Punkten von C” beziehungsweise 
(s;— 1)-fache Punkte hat, d.h. da8 die adjungierte Kurve in einem s-fachen Punkt von Oz 
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Erstes Beispiel. Zwei Kurven C, und C, migen sich in einem fiir 
beide einfachen Punkt O beriihren. Fiir die aus C, und C, zusammen- 
gesetzte Kurve I’ ist O offenbar ein Knoten héherer Art, also Ursprung 
von zwei Zweigen. Nach Ausfiihrung einer gewissen Anzahl / quadratischer 
Transformationen wird die transformierte Kurve von I’ auf der Geraden 
PisQh1 einen gewoéhnlichen Doppelpunkt besitzen, so daB nach einer 
(h+-1)*" Transformation die transformierten Kurven von C, und C, auf 
P,Q; keinen Punkt mehr gemeinsam haben. Somit fallen 1--1---..4+-1=h+1 
Sehnittpunkte von C, und C, nach O, d.h. C, und C, beriihren einander 
in O yon A** Ordnung oder (h-+-1)-punktig. Man erkennt, daB die Ordnung 
der Berithrung durch jede quadratische Transformation um eine Einheit 
vermindert wird. 

Zweites Beispiel. Zwei Kurven mbgen sich in einem fiir beide drei- 
fachen Punkt schneiden, dessen drei gemeinsame Tangenten in eine einzige 
Gerade zusammenfallen, so daf sich nach Ausfiihrung eimer quadratischen 
Transformation auf P’(’ eine gemeinsame Spitze erster Art ergibt, deren 
Tangente die Gerade P’Q" selbst ist. Mittels einer zweiten quadratischen 
‘Transformation ergeben sich zwei Kurven, die auf P; Qi einen einfachen 
Punkt mit derselben Tangente P;Q{ gemeinsam haben. Ist die wie im 
ersten Beispiel zu berechnende Ordnung dieser Beriihrung gleich h, so 


einen (s —1)-fachen hat, da8 (vgl. Nr. 6) ihre Transformierte in jedem s,-fachen Punkt auf 
P’? einen (s;—1)-fachen Punkt hat u.s.w. Es lift sich dann [vgl. NOETHER, zitiert 
in Kapitel VIII, Anmerkung *')| zeigen, da8 die ersten Polaren von C” ein Netz ad- 
jungierter Kurven (x — 1)" Ordnung bilden. Eine allgemeine erste Polare hat aber in 
jedem s-fachen Punkt, der nicht zu einem anderen benachbart ist, auBer den Schnitt- 
punkten, die ihrer Eigeuschaft, adjungierte Kurve zu sein, entsprechen, eine gewisse 
Anzahl 5 einfacher Punkte mit C” gemeinsam. Dabei ist 5 je nach der Beschaffenheit 
des mehrfachen Punktes =0, sicher aber <s—1 [vgl. die obige Arbeit von NOBTHER 
sowie BERTINI, zitiert in Anmerkung *)]. Die Zahl 5, die also eine neue zu s,,8,,, .-. 
hinzutretende charakteristische Zahl des s-fachen Punktes ist, heiSt Verzweigung 
(NOETHER, a. 0. 0.) oder Kuspidalinder (SMITH, London Math. Soc. Proc. 6, 1873/76, 
Seite 153 oder Papers II, 8.101 [D.}). 

Subtrahieren wir von 7 (m—1) die Anzahl der Schnittpunkte der ersten Polaren 
mit C” in den verschiedenen und benachbarten s,-fachen Punkten sowie die Summe A 
der Verzweigungen in diesen, so ergibt sich die Klasse m von C” aus 


== NG —N) Rt 858, — VL) 
Setzen wir D= 52s (s;—1)—A und R=A, 580 folgt 
m=n(n—1)—2D—8R, 


welches die erste PLUcKER’sche Formel ist. Die zweite ergibt sich daraus durch 
Dualisierung, die dritte durch Anwendung des RIEMANN’schen Theorems (Nr. 14) auf 
Cc” als Ordnungs- und als Klassenkurve. 
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ist 94+-44+h+41=14--h die Anzahl der in O zusammenfallenden Schnitt- 
punkte der beiden urspriinglichen Kurven. 

Drittes Beispiel. Zwei Kuryen migen in einem Punkt O, der fiir die 
erste 7-fach, fiir die zweite s-fach ist, eine gemeinsame Tangente g haben, 
in welcher ¢ Tangenten der ersten und t—7 (i >0) Tangenten der zweiten 
Kurve zusammengefallen sind; ferner habe g mit der ersten Kurve in O 
blob +1, mit der zweiten s+1 Punkte gemeinsam. Weitere gemeinsame 
Tangenten sollen in O nicht existieren; fiir solehe wiire die folgende 
Uberlegung zu wiederholen. Unter diesen Voraussetzungen fallen rst —i 
Schnittpunkte der beiden Kurven in O zusammen. In der Tat erhalten wir 
mittels einer ersten quadratischen Transformation, fiir die O Fundamental- 
punkt ist (Nr. 6), einen Punkt O; der zweiten Ebene, der einfacher Punkt 
der beiden transformierten Kurven ist; doch werden dieselben von der 
Geraden P’Q’ beziehungsweise in ¢ und ¢t—i Punkten beriihrt, ohne daf 
auf P’Q’ weitere gemeinsame Punkte liegen. Mittels weiterer ¢— i quadrati- 
scher Transformationen kommt man zu einem gemeinsamen Punkt, in dem 
die Tangente der einen Kurve die andere schneidet; die Beriihrung in 0; 
ist somit (¢ — i)-punktig. 


12. Auch den Ursprung O eines einzelnen Zweiges nennt man a-fach, 
wenn der Zweig die Ordnung « hat; ebenso spricht man von einem 
benachbarten {-fachen Punkt, wenn nach einer ersten quadratischen Trans- 
formation (vgl. Nr. 8) der transformierte Zweig, dessen Ursprung ein Punkt 
O; von P’Q’ ist, die Ordnung 6 hat u.s.w. Man bezeichnet den Zweig 
dann mit (aBy...). 

Es sei O Ursprung eines Zweiges (a By...) einer ebenen algebraischen 
Kurve und zugleich ein Punkt (ss;s;;...) einer zweiten Kurve. Fallt die 
Tangente des Zweiges mit keiner Kurventangente zusammen, so ist as 
die Anzahl der in O vereinigten Schnittpunkte (Kapitel I A, Nr. 4). Fallt 
jedoch der P-fache Punkt des Zweiges etwa mit dem s,-fachen Punkt der 
Kurve zusammen, so erkennt man ihnlich wie in Nr. 11, daB die Anzahl 
der Schnittpunkte in O gleich as+ fs, ist; fallt auch noch der y-fache 
Punkt des Zweiges etwa mit dem s,,-fachen Punkt der Kurve zusammen, 
so ist diese Anzahl gleich ast Bs,+ ys, u.s.w. Es ist jedoch wohl zu 
beachten, daB8 so wie in Nr. 11 auch solehe Punkte zu untersuchen sind, 
die entweder fiir den Zweig oder fiir die Kurve oder auch fiir beide 
einfache Punkte sind; es ist eben auch dann die Folge der in Nr. 6 
betrachteten quadratischen Transformationen fortzusetzen. 

Legen wir also durch einen Punkt O (ss; s;;...) einer Kurve einen 
Zweig (oder eine Kurve) einfach hindurch, so ist die Anzahl der in O 
vereinigten Schnittpunkte im allgemeinen gleich s, sie wird gréBer, und zwar 
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gleich ss; wenn wir den Zweig auch durch den s-fachen Punkt einfach 
hindurehgehen lassen; die Anzahl wiichst weiter, wenn wir den Zweig 
auch noch durch einen s;;-fachen Punkt hindurchlegen u.s. w. Doch hier 
gilt eine wichtige, von Srare herrtihrende Bemerkung*’): Haben wir den 
Zweig bereits durch den s-fachen und einen benachbarten s,-fachen Punkt 
einfach hindurehgelegt, so kann der Fall eintreten, daj} wir den Zweig nicht 
mehr durch einen dem s-fachen Punkt benachbarten sii-fachen Punkt hin- 
durchlegen kinnen, wenn der Zweig linear sein soll. Liegt in der Tat nach 
Ausfiihrung der ersten quadratischen Transformation (vgl. Nr. 6) der dem 
s-fachen benachbarte s;;-fache Punkt auch auf der Geraden P’Q’, so 
erkennen wir, wenn wir zum urspriinglichen Zweig zuriickkehren, da 
dieser notwendig von zweiter Ordnung ist (Nr. 8). Drei benachbarte Punkte, 
nimlich der s-fache, s-fache und s;;-fache Punkt liegen also entweder 
auf einem linearen’ Zweig oder auf einem Zweig zweiter Ordnung; die 
Anzahl der im Ursprung vereinigten Schnittpunkte ist also entweder gleich 
s--s;+-s;, oder gleich 2 s+-s;-+-s;;. Im zweiten Fall existieren also beispiels- 
weise keine irreduziblen Kegelschnitte durch die drei Punkte; die durch 
Transformation entstehenden Kurven dritter Ordnung zerfallen ja offenbar 
in die Gerade P’(’, die sie in O;{ beriihren und von der sie die Punkte 
P’( enthalten miissen, sowie in zwei Gerade durch O’. Ebenso liegen 
vier benachbarte, bzw. s-; sr, si- und s,fache Punkte entweder auf 
linearen Zweigen oder auf Zweigen zweiter oder dritter Ordnung u. s. w. 


13. Eine quadratische, oder allgemeiner eine beliebige Cremona’sche 
Transformation fiihrt einen mehrfachen Punkt O einer Kurve C, der 
auBerhalb der Fundamentalpunkte liegt, in einen mehrfachen Punkt O’ 
der transformierten Kurve C’ tiber, der dieselbe Zusammensetzung wie O 
hat. Das heiBt: Hat O die Zusammensetzung (ss: six...) und O' die 
Zusammensetzeung (s'sisiz...), so ist s=s", = 5), Sin=Shn, .... Dab s=s’ 
ist, folgt sofort aus Nr. 3. Legen wir nun einen Zweig einfach durch O 
und etwa durch den s,-fachen Punkt von C, so geht der transformierte 
Zweig durch O’ und durch den sj-fachen Punkt von C’; die Anzahl s+ s, 
der Schnittpunkte des urspriinglichen Zweiges mit C mu8 aber gleich der 
Anzahl ss; der Schnittpunkte des transformierten Zweiges mit O’ sein 
und daraus folgt s;—=s{. Lassen wir den urspriinglichen Zweig auch noch 
etwa durch den s,,-fachen Punkt von C gehen, so geht der transformierte 
Zweig auch durch den sj,-fachen Punkt von C’; je nachdem der erstere 
nun von erster oder zweiter Ordnung ist (Nr. 12), ist auch der letztere 
von erster oder zweiter Ordnung (Nr. 3); daraus folgt im ersten Fall 


*") Ui osservazione relativa alla riducibilita delle trasformazioni cremoniane. .. 
(Atti della R. Accad. di Torino 36, 1901). 
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$+ S1+Si=s+si+si, und im zweiten Fall 28+ s+ s1=2s+ s14+ su, 
weshalb immer s1;= sj; sein mu. Setzen wir die Uberlegung in analoger 
Weise fort, so gelangen wir zum Beweis unseres Satzes. 

Mit Hilfe dieser Beziehung erledigt sich jeder Zweifel tiber den EinfluB, 
den die in Nr. 6 betrachtete Folge quadratischer Transformationen, die 
ja zur Bestimmung der Zusammensetzung (ss;s;,...) eines mehrfachen 
Punktes diente, auf diese Zusammensetzung selbst etwa haben kénnte. 
Die Zahlen s;, s;;,... bleiben in der Tat ungeiindert, denn solange wir ° 
einen Punkt auf einer der Geraden P’Q’, Pi Qj, ... nicht zum Fundamental- 
punkt machen, bleibt seine Zusammensetzung, wie wir gesehen haben, 
erhalten. 

Aus diesen Bemerkungen kiénnen wir neuerdings schlieBen, dab die 
Zahlen s;, s:z, ... wesentliche Charaktere des mehrfachen Punktes sind. 


14. Das Geschlecht einer ebenen Kurve mit Jeliebigen Singularitiiten 
kénnen wir nun ebenfalls mittels der Formel (5) des Kapitels [X, Nr. 20, 
definieren, nur ist die Summe iiber alle, verschiedenen oder benachbarten 
mehrfachen Punkte zu erstrecken. 

Das Rremann’sche Theorem, welches wir dort fiir zwei Kurven C 
und C’ mit nur gewohniichen mehrfachen Punkten bewiesen haben, labt 
sich jetzt leicht auch in dem Fall nachweisen, wo C und C’ mit beliebigen 
Singularitiiten behaftet sind. Es sei nimlich C™ die nur mehr mit gewohn- 
lichen mehrfachen Punkten behaftete Kurve, die wir aus C mittels h 
quadratischen Transformationen erhalten haben. Die zu C gehdrige 
Zahl p, ” ist dann gerade das Geschlecht von C”. Setzen wir aber anderer- 
seits in der die Zahl Py -liefernden Formel (7) fiir p, seinen Wert (6) 
ein und denken wir uns ebenso wie beim s-fachen Punkt auch die Auf 
lésung der iibrigen 9 °-fachen Punkte ausgefiihrt, so ergibt sich open 
der obigen Definition gerade oe Geschlecht p von C; es ist also p =p.” 
esiahuen wir analog mit p’ das Geschlecht yon C’ und mit p igs 
Geschlecht der nur mehr mit gewohnlichen mehrfachen Punkten behat- 
teten transformierten Kurye C yon C’, so ist ebenso p’ = p®’. Nun stehen 
die Kurven C” und C® in birationaler Korrespondenz, da sie ja birational 
bzw. auf C und C” und diese laut Voraussetzung ebenfalls birational 
aufeinander bezogen sind. Also ist p~=p**) und somit auch p=p’. 


Y 


2) Vel. die zitierte Nr. 20 (Kapitel IX). Bemerkt sei, daB8 wir durch Verlingerung 
der fois quadratischer Transformationen den Fall erreichen kénnen, daB in der Korre- 
spondenz. die sich zwischen den transformierten Kurven von C und C” ergibt, die s 
Punkte, die einem gewohnlichen s-fachen Punkt der ersten Kurve entsprechen, auf der 
zweiten Kurve alle verschieden sind, also nicht in einem anderen mehrfachen Punkt 
zusammenfallen. Auf diesen Fall lift sich also der a. a. 0. gegebene SCHUBERT’sche 
Beweis zuriickfiihren. 
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Ebenso verallgemeinern sich die Sitze von Kapitel LX, Nr. 22. Ist 
p®>0, so ist wegen p=p” auch p>O; im Fall p=O ist auch p”=0, 
also C® und somit auch C selbst rational. 


15. Die Definition des Geschlechtes, die wir fiir den Fall einer irre- 
duziblen Kurve in der vorhergehenden Nummer gegeben haben, gilt auch 
fiir eine Kurve C, die aus einer gewissen endlichen Anzahl g von ver- 
schiedenen irreduziblen Kuryen besteht. Bezeichnen wir mit p das Geschlecht 
von C und mit 1, pe, ..., py die Geschlechter der g Bestandteile von C, 
so 1st 


p+g-l=pit+pet +++ +py=0. 


Wir betrachten wieder die nur mehr mit gewéhnlichen mehrfachen Punkten 
behaftete Kurve C™, die durch unsere / Transformationen aus C entsteht; die 
Geschlechter yon C und der g Kurven, aus denen C” sowie C zusammen- 
gesetzt ist, sind beziehungsweise gleich p, 1, p2, --., Py’). Auf OM wenden 
wir die Uberlegungen der Nr. 5 an und beachten dabei, daB die dort mit 
Pt) Pity P21, +--+, Pot bezeichneten Zahlen der Reihe nach mit unseren 
obigen Zahlen p, pi, po, ---, py tibereinstimmen, da es sich ja nur um 
gewohnliche mehrfache Punkte handelt. Es ist also 


y) (m1, — » Qn Ons) = 0, 
hk é 


weil die g Bestandteile von C” in jedem gemeinsamen Punkt den ein- 
fachen Fall darstellen. Die Relation 


pt+g—l=pitpet+---+py 


gilt auch dann, wenn die Teile von C wieder reduzibel sind. Bezeichnen 
wir mit a das Geschlecht der aus den letzten g—t-+-1 Bestandteilen 
zusammengesetzten Kurve, so ist 


M+ g—t=pit Prrit ---+ Py 
und daraus folgt 


p+t—1l=pi+ pet --- + pi-r+™. 


16. Wir betrachten nun in einer Ebene x ein lineares System | C| 
ebener Kurvyen n*” Ordnung mit beliebigen Basispunkten. Mit | O’| be- 
zeichnen wir das lineare System mit nur gewdhnlichen Basispunkten, das 


*®) Vgl. Nr. 14. Die Uberlegung der Nr. 14, die uns zur Gleichung p — p fiihrte, 
gilt unveriindert auch fiir den Fall einer reduziblen Kurve. 
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sich aus |C| durch eine gewisse Folge quadratischer Transformationen 
ergibt (Nr. 7). Diese Transformationen fiihren uns zu einer strengeren 
Fassung des Begriffes eines Basispunktes eines linearen Systems. Frgeben 
sich etwa nach Ausfiihrung der ersten Transformation auf P’(@’ s;-fache 
Punkte als Basispunkte des transformierten Systems, so nehmen wir ihre ent- 
sprechenden Punkte in x ebenfalls als s;-fache Basispunkte von |C|; analoges 
gilt fiir die s;;-fachen Punkte u. s. w. Bei einem linearen System | C| haben 
wir also verschiedene und benachbarte Basispunkte zu untersuchen; von 
diesen kénnen wir, wenn wir wollen, auch nur einen Teil betrachten, doch 
ist dabei wohl zu beachten, da$, wenn wir etwa den s,-fachen Punkt aus- 
schlieBen, auch alle benachbarten s;,-fachen, s;;:-fachen, u.s.w. Punkte 
ausschliefen miissen™*). Auch hier nennen wir ein System vollstindig be- 
2tiglich einer Basisgruppe, wenn wir zu seiner Bestimmung aufer den durch 
die Basisgruppe gegebenen keine weiteren Bedingungen angeben miissen. 

Bezeichnen wir also mit D die Anzahl der Schnittpunkte zweier all- 
gemeiner Kurven des Systems auSerhalb der s;fachen Punkte der Basis- 
gruppe, so ist (Nr. 11) 

Dean => oe 


Unter virtueller Dimension eines vollstindigen Systems | C| verstehen 
wir auch im Fall benachbarter Basispunkte die bereits in Kapitel XI, 
Nr. 5, definierte Zahl: 


ie Viet ora Ss (+1) 
7 2 9 


wihrend die effektive Dimension auch hier die Zahl der allgemeinen, zur 
Bestimmung einer Systemkurve notwendigen Punkte ist. Man erkennt leicht 
die Ubereinstimmung der virtuellen Dimension von | C| beziiglich einer Basis- 
gruppe von s;-fachen Punkten mit der virtuellen Dimension des trans formierten 
Systems |C'| beziiglich der gewéhnlichen mehrfachen Punkte, die an Stelle 
der s)-fachen Punkte treten. 

Zum Beweis haben wir die Uberlegungen der Nr. 14 ein wenig ab- 
zuiindern. Die Bezeichnungen der Nr. 6 behalten wir bei und fiihren noch 
die Zahl 


n(m+38)  s{s+1) ys o(0+1) 
n= ya) 
2 2 2 


*4) Erinnern wir uns an die Anmerkung ™) gegebene Veranschaulichung eines 
singuliiren Punktes durch eine Verzweigung, so miissen wir, wenn wir eine Anzahl yon 
Punkten P derselben fortlassen, auch alle jene Punkte ausschliefen, die auf den von 
den Punkten P ausgehenden Zweigen liegen. 


Bertini, Geometrie. 29 
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ein, die mit der virtuellen Dimension tibereinstimmt, wenn der s-fache und 
die o;-fachen Punkte lauter gewéhnliche mehrfache Punkte sind. Nach 
Ausfiihrung der ersten guadratischen Transformation erhalten wir fiir die 
Kurye C” die der obigen analoge Zahl 


_ Qn—s)\Qn—s+3) nim41) 2(n—s)(n—s+]) 


es 2 2 2 
ssi(s+t1) y a(a+tl) 
oy aoe Y, 
eZ yy 
so dab ; 
g=n— aC Biiaes se uw. 


ist. Die Summe ist dabei tiber alle zu betrachtenden s;fachen Punkte zu er- 
strecken”). Nach Ausfitihrung von / quadratischen Transformationen erhalten 
wir also, wenn wir auch gq; durch seinen obigen Ausdruck ersetzen, 


A 


4” (w-£3) s(s--1) y si (si 1) y Sik (six+1) 


q a 
: 2 2 2 2 
5 Sina (Sina-+-1) Cras 0; (0; ASN) ; 


Wiederholen wir dasselbe fiir jeden der iibrigen 0,-fachen Basispunkte, 
so kommen wir nach einer gewissen Anzahl ¢ quadratischer Transformationen 
zum System |C’|; die Zabl q,° ist gerade die virtuelle Dimension yon 
|C’| und die Formel fiir q stimmt definitionsgemiB mit dem Ausdruck 
fiir die virtuelle Dimension von | C| iiberein. 

Daraus folgt nun die Giltigkeit der Postulationsformel (1) des Kapitels XI 
in jedem Fall; denn haben wir die Ordnung | hinreichend 
groB gewiihlt, so ist auch | hinreichend groB8. 
Wenn wir also die gewdhnlichen Basispunkte yon | C’| festhalten, zu denen 
wir derart gekommen sind, so gilt das auch fiir die gegebenen Basispunkte 
von |C|; die virtuelle Dimension von |C’| fallt dann mit der effektiven 
zusammen und dasselbe gilt fiir das System | (|. 

Es gelten also alle Sitze von Kapitel XI, Nr. 5, 6 und 7, auch in dem 
Fall, wo die Basispunkte beliebige Singularititen aufweisen. . 


17. Wir machen schlieBlich noch eine Bemerkung tiber ein lineares 
System |C|, dessen sdéimtliche verschiedenen oder benachbarten Basispunkte 
wir betrachten. 


»*) Dasselbe gilt analog fiir jede der folgenden Summen. 


Quadratische Transformationen (Nr. 17). AD} 


Offenbar sind sowohl die Dimension 0, wie auch der Grad D eines 
solchen Systems invariant gegentiber Cremona’schen 'Transformationen; 
dasselbe gilt vom Geschlecht p (vgl. Nr. 14). Wir fiigen noch hinzu, daB 
weitere Invarianten gegeniiber solchen Transformationen die virtuelle 
Dimension 0/, der Uberschu8 o, und der Defekt 5, sind. In der Tat ist 
[Kapitel XI, Formel (5)| 

D=n+p—O6n—I,; 


daB diese Beziehung in allen Fallen gilt, haben wir oben gesehen. Da 


aber nun JD, 0, und p invariant sind, mu es auch o, sein. Ftir ein 
unvollstiindiges System gilt statt der obigen die Formel 


074 p = 0,4 0, — I 


woraus auch die Invarianz von 4, folgt, da dieselbe fiir alle tibrigen 
Zahlen bereits nachgewiesen ist. 


KAPITEL III. 


Uber das Korrespondenzprinzip von CHasLes. 
Die ZEuTHEN’sche Formel. 
Die Formeln von CayLey und VERONESE. 


1. Bei einer Korrespondenz (mn) zwischen zwei einstufigen algebraischen 
Gebilden sind die Verzweigungselemente und die mehrfachen Llemente yon 
wesentlicher Bedeutung. Ein Element eines Gebildes heifSt Verzweigungs- 
element, wenn zwei oder mehrere seiner entsprechenden Elemente im anderen 
Gebilde zusammenfallen; diese letzteren sind dann mehrfache Elemente. Hin 
Verzweigungselement heift einfach, wenn nur zwei seiner entsprechenden 
Elemente zusammenfallen; diese bilden dann ein Doppelelement. Sind die 
beiden Gebilde rational und ist 


die Gleichung der Korrespondenz (mn’), die in x und y beziehungsweise von 
der Ordnung » und n’ ist, so ergeben sich die Verzweigungselemente des 
Gebildes mit dem Parameter x durch Bildung der Diskriminante von / in 
Bezug auf die Variable y. Diese Diskriminante ist von der Ordnung 2 (n’—1) 
in den Koeffizienten, also von der Ordnung 2 (n’—1) in a. 

Wir beabsichtigen, hier auf den in Kapitel IX, Nr. 18 und 19 be- 
handelten Gegenstand zuriickzukommen, und fiihren zu diesem Zweck die 
sogenannte Korrespondenzkurve der durch (1) dargestellten Korrespondenz 
ein. Wir beziehen die beiden rationalen Gebilde auf zwei Strahlenbiischel 
einer Ebene mit den Scheiteln O und O’, d.h. wir nehmen x und y als 
Koordinaten in diesen beiden Biischeln. Wir kiénnen immer erreichen, 
nétigenfalls durch Ausfiihrung einer projektiven Transformation in jedem 
der beiden Biischel, da in der Korrespondenz (1) zwischen den beiden 
Biischeln die Gerade OO’ weder sich selbst entspricht noch Verzweigungs- 
oder mehrfaches Element ist. Die Korrespondenzkurve ist dann der Ort 
der Schnittpunkte entsprechender Geraden der beiden Biischel. Ist m ihre 


Ordnung und sind & und k’ ihre Multiplizit’ten in den Punkten O und 0’, 
so ist 


m=n' +kh=n+k, 
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da eine allgemeine Gerade durch O auGerhalb O n’ Punkte der Kurve 
enthalt, naimlich ihre »’ Schnittpunkte mit den entsprechenden Geraden, 
und da analoges fiir eine allgemeine Gerade durch O’ gilt. Niihert sich 
aber die erste Gerade einer Lage durch O’, so niihern sich die n’ Schnitt- 
punkte auf »’ voneinander und von QO’ verschiedenen Geraden dem 
Punkt 0’; die Gerade OO" ist ja voraussetzungsgemiB weder Verzweigungs- 
element noch entspricht sie sich selbst. Die Gerade OO’ enthilt also auBer- 
halb O und O’ keine Punkte der Kurve und ist auch nicht Tangente 
derselben, so daB also auch 

. m=k+k' 


sein mu. Da OO’ auch nicht mehrfache Gerade ist, hat jede Tangente 
in O nicht mehr als +1 zusammenfallende Schnittpunkte mit der Kurve 
gemeinsam; analoges gilt wieder fiir die Tangenten in O’. Wir kénnen 
schlieben: Die Korrespondenzkurve ist von der Ordnung nn" und hat O 
zum n-fachen, O' zum n'-fachen Punkt; beide sind gewéhnliche mehrfache 
Punkte ohne Tangentensingularititen’). 


2. Wir betrachten nun insbesondere eine Korrespondenz (nn’) eines 
Gebildes in sich, nehmen also an, da die beiden oben betrachteten 
Gebilde tibereinandergelagert sind. Ubertragen wir die Korrespondenz auf 
eine Gerade g, nehmen wir also den Parameter, der uns die Elemente 
des Gebildes bestimmt, als Koordinate auf g und projizieren wir aus zwei 
Punkten O und O’ einer durch g gehenden Ebene entsprechende Punkte von 
g, so erhalten wir die zugehérige Korrespondenzkurve. Dabei sollen O und 
O’ so gewihlt sein, daB die Gerade OO’ weder durch einen sich selbst 
entsprechenden, noch durch einen Verzweigungs- oder mehrfachen Punkt 
von g hindurehgeht. 

Ist die Korrespondenz symmetrisch und sind X und X’ zwei ent- 
sprechende Punkte von g, so gehért sowohl der Schnittpunkt J von OX 
und O’X’ als auch der Schnittpunkt J’ von OX’ und O‘X der Korrespondenz- 
kurve an. Die Gerade JI’ schneidet OO’ in einem Punkt N, der wegen 
der Higenschaften des vollstiindigen Viereckes OO’ XX’ zum Schnittpunkt 
von OO’ mit g beziiglich O und O’ harmonisch konjugiert ist. Der Punkt NV 
muB also fest bleiben, wenn das Paar entsprechender Punkte X und X’ 
auf g variiert. Da N und q harmonisch konjugiert sind beziiglich J und J’, 


‘) Diese Kurve hat die Gleichung (1), wenn wir # und y als ebene Koordinaten 

eines Punktes deuten, also etwa x2 = eee — = setzen, so daf O und O’ beziehungs- 
X% 0 : 1 

weise die Punkte (001) und (010) werden, und eventuell noch eine lineare Trans- 


formation jeder Variablen x und y ausfiihren. 
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folgt, daB die Kurve einer symmetrischen Korrespondenz harmonisch homolog 
ist, d. h. durch die harmonische Homologie mit dem Zentrum NV und der 
Achse g in sich transformiert wird. 


3. Die Tatsache, daf die Korrespondenzkurve, die wir yon nun an 
mit ’ bezeichnen wollen, von der Geraden g in »-+ x’ Punkten getroffen 
wird, driickt nichts anderes aus als das Korrespondenzprinzip von CHasLEs 
(Kapitel TX, Nr.18). Der Kurve I’ kénnen wir uns jetzt zur Bestimmung 
der Multiplizitit eines Koinzidenzpunktes bedienen. 

Wir betrachten eine nicht symmetrische Korrespondenz (mn) und 
bezeichnen Punkte von g, die wir aus O projizieren, mit X und solche, 
die wir aus O’ projizieren, mit X’. Fallt nun ein Punkt X in einem 
Punkt U von g mit einem einzigen seiner n’ entsprechenden Punkte zu- 
sammen, so schneidet die Gerade OU die Kurve I’ in U, d.h. U ist ein- 
facher Punkt yon [’; aber als Koinzidenzpunkt der Korrespondenz kann U 
einfach oder mehrfach sein, je nachdem die Gerade g die Kurve I’ in U 
schneidet oder beriihrt. Fallt also X in U mit einem einzigen seiner ent- 
sprechenden Punkte X’, jedoch X’ in U mit zwei oder mehreren seiner 
entsprechenden Punkte X zusammen, so ist O'U Tangente von I’ in U, 
nicht aber g und daher ist U einfacher Koinzidenzpunkt der Korrespondenz. 

Fallt X in U mit zwei seiner entsprechenden Punkte zusammen und 
gilt dasselbe fiir X’, so treffen die Geraden OU und O’U die Kurve T° 
in U zweipunktig; U ist daher Doppelpunkt von I’ und hat als Koinzidenz- 
punkt der Korrespondenz mindestens die Multiplizitat zwei. Die Umkehrung 
gilt wegen der obigen Auseinandersetzungen nicht, auBer wenn die Korre- 
spondenz symmetrisch ist, da dann die Kurve I" harmonisch homolog ist 
(Nr. 2) und von einer allgemeinen Geraden durch das Homologiezentrum NV 
in zwei Punkten getroffen wird, die beziiglich N und g harmonisch konjugiert 
sind; fallt der eine dieser beiden Punkte auf g, so muS das auch beim 
zweiten der Fall sein. Die Geraden durch N und die Koinzidenzpunkte U 
von g treffen die Kurvel’ in diesen Punkten U mindestens zweipunktig. 
Hat also U fiir die Korrespondenz die Multiplizitit zwei, so trifft sowohl g 
wie auch die Gerade NU die Kurve [ in U zweipunktig, weshalb U 
Doppelpunkt von I" ist”). 


4. Folgende Bemerkung tiber die Multiplizitat eines Koinzidenzelementes 
findet haufig Anwendung’). 


*) Die zweite der beiden Beziehungen dieser Nummer haben wir friiher (Kapitel LEX 
Nr. 19) bereits aus der Korrespondenzgleichung gefolgert ; auch die erste kann unschwer 
daraus abgeleitet werden. 


*) Vel. etwa SEGRE, zitiert in Kapitel X, Anmerkung “), Nr. 50. 
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Es seien zwei beliebige itibereinandergelagerte, nicht notwendig 
rationale einstufige algebraische Gebilde und zwischen ihnen eine Korre- 
spondenz (00’) gegeben. Die yariablen Elemente der beiden Gebilde 
bezeichnen wir beziehungsweise mit Y und Y’. Zugleich betrachten wir 
zwei rationale einstufige Gebilde mit variablen Elementen X und _X’, so 
daB X mit Y in einer Korrespondenz (1v) und X’ mit Y’ in einer Korre- 
spondenz (1v’) steht. Ordnen wir nun zwei Elemente X und X’ einander 
zu, wenn ihre entsprechenden Elemente Y und Y’ einander in der Korre- 
spondenz (g0’) zugeordnet sind, so ist leicht zu erkennen, da auf diese 
Art zwischen den beiden rationalen Gebilden eine Korrespondenz (v’o, vo’) 
festgelegt wird; jedes Paar (Y Y’) der Korrespondenz (90’) bestimmt gerade 
ein Paar (XX) der Korrespondenz (v’e, vo’). Denken wir uns nun, dab 
die beiden rationalen Gebilde iibereinandergelagert sind und daf es wu ver- 
schiedene Paare (¥iY}), (Y2¥3), ..., (YuYu) der Korrespondenz (g0’) gibt, 
die alle ein und dasselbe Koinzidenzelement U der Korrespondenz (v’9, vo’) 
bestimmen*). Ich behaupte, daB U mindestens (im allgemeinen genau) u-faches 
Koinzidenzelement der Korrespondenz (v’o, vo’) ist. Ubertragen wir nimlich 
die letztere Korrespondenz auf eine Gerade g und konstruieren wir die 
zugehirige Korrespondenzkurve I’, so bestimmen  Paare (YY), die zu 
den obigen beziehungsweise benachbart sind, voraussetzungsgemé$ uw im 
allgemeinen verschiedene Paare (X X’), die alle zu dem das Element U 
auf g darstellenden Punkt U benachbart sind; es miissen daher in der 
Umgebung von U wu verschiedene Punkte von I liegen, d. h. U mub 
Ursprung von u Zweigen yon I’, als mindestens \t-facher Punkt von I 
sein, woraus die Behauptung unmittelbar folgt. 


5. Von Zevruen riihrt ein auf Differentialeigenschaften gegriindeter 
Satz her, der in jedem Fall die genaue Bestimmung der Maultiplizitat 
eines Koinzidenzelementes einer gegebenen Korrespondenz auf einem 
Gebilde gestattet. Zu diesem Satz gelangen wir mittels der folgenden 
Interpretation der Schnittpunktsmultiplizitat eines Zweiges einer ebenen 
Kurve mit einer Geraden, die irgendwie durch den Ursprung des Zweiges 
geht, gleichgiiltig also, ob die Gerade den Zweig beriihrt oder nicht. 

Wir wiihlen Cartesische Koordinaten; die #-Achse (y=0) sei die 
betrachtete Gerade, die y-Achse (z=0) schlieBe mit derselben einen belie- 
bigen Winkel ein. Der Zweig sei gegeben durch 


c=—ate +... (a +0) 
Bi SANs 
y=a,ti+... (a,40); 


(2) 


*) Zwei Paare kinnen dabei ein Element oder auch beide gemeinsam haben; nur 
mu8 im letzteren Fall beim Ubergang von einem Paar zum anderen eine Vertauschung 
der Elemente stattfinden (etwa Y,= Y3, Y,= Y‘). 
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dabei ist B =, die Ordnung des Zweiges, wenn keine der Koordinaten- 
achsen den Zweig beriihrt; ist jedoch etwa die a-Achse Tangente des 
Zweiges, so ist B die Ordnung und B,—B die Klasse desselben. Kine 
Parallele zur y-Achse mit der Gleichung w = £, wo ¢ sehr klein ist, schneidet 
den Zweig in B Punkten, die den durch 


e=ath+... 
gegebenen Werten yon ¢ entsprechen. Kehren wir diese Entwicklung 
um’), so folgt 
1 
1 ies 
ab 
und daraus ergibt sich wegen (2) 
a, 8 
sot Spee 
a’ 


Nehmen wir ¢ als unendlich klein von erster Ordnung an, so ist jedes 


P2 
. ‘ . J . 
dieser y unendlich klein von der Ordnung Ls, die Summe der Ordnungen 


aller dieser B unendlich kleinen Groen y ist also p. B,, also gleich 


der Schnittpunktsmultiplizitit der x-Achse nut dem Zweig. 

Wenden wir diese Uberlegung auf alle Zweige einer ebenen Kurve 
an, die von einem mehrfachen Punkt ausgehen und beachten wir dabei, 
da eine endliche Strecke von nullter Ordnung unendlich klein ist, so folgt: 
Die Schnittpunktsmultiplizitit einer Kurve mit einer beliebigen Geraden g 
im einem gemeinsamen Punkt M ist gleich der Summe der Ordnungen der 
unendlich kleinen Abstdénde, welche die Schnittpunkte der Kurve mit einer 
Geraden g', die zu M unendlich benachbart ist und mit g einen endlichen 
Winkel einschlieft, von der Geraden g haben; der Abstand der Geraden g’ 
von M ist dabei als unendlich klein von erster Ordnung anzunehmen. 

Nun sei eine auf eine Gerade g tibertragene Korrespondenz (n’) 
gegeben, fiir die U ein Koinzidenzpunkt ist. Die Multiplizitit von U fiir 
die Korrespondenz ist dann gegeben durch die Schnittpunktsmultiplizitit 
von g mit der Korrespondenzkurve I’ in U; die zur Konstruktion der 
Korrespondenzkurve benétigten Projektionszentren bezeichnen wir wieder 
mit O und O’ (Nr. 1). Ist nun X ein zu U unendlich benachbarter Punkt 


*) Vgl. etwa BIEBERBACH, Lehrbuch der Funktionentheorie I (Leipzig, Teubner 1921), 
S. 190. [D.] 
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von g und betrachten wir die Schnittpunkte 14, 4, ... etwa des Strahles OX 
mit der Kurve I’, so ist nach dem obigen Satz die Multiplizitat von U gleich 
der Summe der Ordnungen der unendlich kleinen Strecken YI/Z,, XJL ..., 
wobei XU als unendlich klein von erster Ordnung zu nehmen ist. Sind 
ferner Xj, X3, ... die dem Punkt X entsprechenden Punkte, also die 
Sehnittpunkte von g mit den Strahlen O'J4,, OM, ..., so folgt aus den 
Dreiecken X 1, Xi, X12 NX, ... sofort, daB sich jedes der Verhiltnisse 
XM,- XMp 
ee 
nihert; es ist ja 
XM,—__ sin (g, O'X}) XM, _ sin (g, O'X3) 
Pan OX x XX ain (OX, OX) 


- einem endlichen und yon Null verschiedenen Grenzwert 


Daraus folgt also der Satz von Zevtuen: Die Multiplizitdt eines Koinzidenz- 
punktes U einer auf eine Gerade g iibertragenen Korrespondenz ist gleich 
der Summe der Ordnungen der unendlich kleinen Strecken X Xi, XX}, ..., 
wenn X ein zu U unendlich benachbarter Punkt ist, Xj, X3, ... seine 
entsprechenden Punkte sind und XU als von erster Ordnung unendlich klein 
angenommen wird ®). 


6. Uber eine Korrespondenz (nn’) zwischen zwei einstufigen Gebilden 
gilt ein weiterer Satz von Zevtuen, der keine Bestimmung von Ordnungen 
unendlich kleiner Griffen erfordert und der eine schiéne und _ niitzliche 
Verallgemeinerung des Rremann’schen Theorems ist (vgl. Kapitel II A, Nr. 14). 
Wir beweisen den Satz zuerst fiir rationale, dann (Nr. 8) fiir beliebige 
algebraische Gebilde. : 

Zwischen den Elementen zweier einstufigen rationalen Gebilde bestehe 
eine algebraische Korrespondenz (nn’). Fiir jedes Paar (X X’) entsprechender 
Elemente bestimmen wir die Anzahl v’ derjenigen von den n’, dem Punkt X 
entsprechenden Punkte, die in X’ zusammenfallen und die Anzahl v der- 
jenigen von den », dem Punkt X’ entsprechenden Punkte, die in X 
zusammenfallen. Dann ist 

= (v —v’!) = 2(n —'n’). 


®) Vel. ZEUTHEN, Note sur le principe de correspondance (Bull. des sciences math. 5, 
1873), S. 186. Der Satz wurde spiiter von ZEUTHEN mittels der in Kapitel I A erliuterten 
Darstellung der Zweige einer Kurve fiir Korrespondenzen auf Kurven beliebigen 
Geschlechtes verallgemeinert: Nouvelle démonstration du principe de correspondance ... 
(Math. Ann. 40, 1892). Wegen Anwendungen vgl. neben der obigen ZEUTHEN’schen Arbeit 
noch SEVERI, Sopra alcune singolarita delle curve in un iperspazio (Mem. Accad. 
Torino 50 (2), 1901). 
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Konstruieren wir uns niimlich die zugehirige Korrespondenzkurve I beziiglich 
zweier Punkte O und 0’, so ist sicherlich die Differenz zwischen der Anzahl 
der durch O und der Anzahl der durch O’ gehenden Tangenten yon T° 
gleich Null. Wir haben ja » verschiedene Tangenten in O und n’ yer- 
schiedene Tangenten in 0’; jede dieser Tangenten ziihlt doppelt, da ja 
wegen Nr. 1 jeder der von O oder O! ausgehenden Zweige der Kurve T° yon 
erster Ordnung und erster Klasse ist. Die Differenz hier wird also 2(n—n’). 
Ferner hat eine Gerade, die O mit einem s-fachen (s>1) Punkt P von [' 
verbindet, in P mit jedem Zweig von der Ordnung @ und der Klasse o, 
die Schnittpunktsmultiplizitit «+a, oder a, je nachdem OP Tangente des 
Zweiges ist oder nicht. Dementsprechend ist die Multiplizitiit von OP als 
Kurventangente, d.h. die Anzahl der in OP zusammenfallenden Tangenten 
des Zweiges gleich a, oder gleich Null. Wiederholen wir diese Uberlegung 
fiir alle von P ausgehenden Zweige von I’, so finden wir, daS die Schnitt- 
punktsmultiplizitit von OP und [ in P gleich gs ist, vermehrt noch um 
die Multiplizitit von OP als Tangente von I’; andererseits ist diese Schnitt- 
punktsmultiplizitit aber gleich v’, da ja der Geraden OP voraussetzungs- 
gemiif v’ Strahlen O’P entsprechen. Analoges gilt fiir O’P. Die Differenz 
v’—v ist also die Differenz der Multiplizititen von OP und O’P als 
Tangenten von I’ in P, d.h. es ist 2(n—n’)4+X(v’—v)=0, was wir 
zeigen wollten‘). 


7. Aus dem eben bewiesenen Satz ergibt sich eine neue Definition 
des Geschlechtes einer ebenen algebraischen Kurve C und somit auch eine 
neue Definition des Geschlechtes einer beliebigen einstufigen algebraischen 
Gesamtheit. 

Wir betrachten auf C zwei einfach unendliche lineare Scharen, deren 
allgemeine Gruppen beziehungsweise aus m und n durchwegs variablen 
Punkten bestehen (vgl. Kapitel X, Nr. 18); diese beiden Scharen bezeichnen 
wir beziehungsweise mit on und g,. Vorausgesetzt sei, dab die beiden 
durch einen allgemeinen Punkt von C bestimmten Gruppen von g, und 
g, keinen weiteren Punkt gemeinsam haben; wir kénnen dann zwei 
Gruppen der beiden Scharen einander zuordnen, wenn sie einen Punkt 
gemeinsam haben. Die Korrespondenz zwischen den beiden Scharen, die 
ja einstufige rationale Gebilde sind, ist dann offenbar eine Korrespondenz 
(nm). Zwei Gruppen, die einen Punkt gemeinsam haben, der p,-fach fiir — 
g, und v,-fach fiir g, ist, ferner einen Punkt, der U,-fach fiir g, und 
v,-fach fiir g, ist, u. 8. w., Sind entsprechende Elemente von der Art, daf 


") Fiir den hier und in den beiden folgenden Nummern behandelten Gegenstand 
ygl. ZEUTHEN, Note sur les singularités des courbes planes (Math. Ann. 10, 1876) und 
Sur un groupe des théoremes et formules de la géométrie énumérative (Acta mathem. 1, 1882). 
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dem ersten ,-+U,.-+---. im zweiten Element zusammenfallende Elemente 
entsprechen, wihrend umgekehrt dem zweiten Element v,-+-v,-+---- im 
ersten zusammenfallende Elemente entsprechen. Zufolge der in Nr. 6 
bewiesenen Beziehung ist also 


= (vy — ty + Ve — fle + +++) = 2(n—m), 


wobei die Summe tiber alle Paare entsprechender Gruppen zu erstrecken 
ist. Diese Summe, kurz = (v — u) geschrieben, kann in = [(v—1)—(u—1)| 
abgeiindert werden; man braucht dann nur solehe Werte von v und wu zu 
betrachten, die +1 sind. Es folgt 


2(v—1)—=27 => (u—1)— 2m, 


wobei die v simtliche Multiplizititen von g, und die w simtliche Multi- 

plizitiiten der g,, bedeuten. Damit ist bewiesen, daf die beziiglich einer Schar 

g, berechnete Zahl X(v —1)—2n von der Schar selbst ganz unabhingig ist. 
Es ist jetzt leicht einzusehen, daB 


(3) ZV 2p 


ist, wenn wir das Geschlecht von C mit p bezeichnen, woraus sich, wie 
schon hervorgehoben wurde, eine neue Definition des Geschlechtes und 
zugleich die Tatsache ergibt, daf =(v —1) stets eine gerade Zahl ist. Wir 
bemerken, daf bei einer birationalen Transformation von C eine g, wieder 
in eine g, und ein v-facher Punkt der ersten Schar wieder in einen 
v-fachen Punkt der zweiten Schar iibergefiihrt wird, so daB die Zahl 
= (v —1)—2n ungeiindert bleibt. Transformieren wir also C in eine Kurve, 
die nur mehr gewohnliche mehrfache Punkte hat (Kapitel ILA, Nr. 6), 
und ist m die Ordnung dieser Kurve, so schneidet ein allgemeines Strahlen- 
biischel auf ihr eine Schar g, aus, die nur Doppelpunkte besitzt*). Die 
Anzahl dieser Doppelpunkte ist gleich der Klasse der Kurve und somit 
ist (Kapitel IX, Nr. 20) 


2o—1)—=ene=n(w—1)— 2 3;(9—1)—2n 
=(1—1)(n—2)—.2s(6,— 1) 4-2 


®) Vom Standpunkt der Geometrie der birationalen Transformationen schneidet 
eine allgemeine Gerade durch einen gewdhnlichen r-fachen Punkt die Kurve dort in r 
verschiedenen Punkten (Kapitel IA, Nr.1). Die Doppelpunkte der g, riihren von den 
Tangenten der Kurve her, die durch den Scheitel des Strahlenbiischels gehen. 
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Ist C eine beliebige Kurve, hat die g. jedoch nur Doppelpunkte, so 
ist S(v—1) die Anzahl derselben. Will man jedoch in jedem Fall nur 
yon Doppelpunkten sprechen, so hat man einen v-fachen Punkt als aqui- 
valent mit v—1 Doppelpunkten anzusehen. Dann folgt’): Die Anzahl d 
der Doppelpunkte einer Schar g, auf einer Kurve vom Geschlecht p ist 
gegeben durch 


d=2(n+p—1). 


8. Zwischen zwei einstufigen Gebilden mit den Geschlechtern p und p’ 
bestehe eine Korrespondenz (x’). Wir kénnen die beiden Gebilde birational 
auf zwei ebene Kuryen C und ©’ bezichen, die nur gewohnliche mehrfache 
Punkte besitzen (wegen des schon so hiiufig verwendeten Satzes von 
Kapitel IT A, Nr.6), und die Korrespondenz (#’) zwischen den Kurven C 
und ©’ betrachten. Die mehrfachen Punkte dieser Korrespondenz, die auf 


*) Eine beliebige Kurve C sei von der Ordnung » und der Klasse m und besitze 
Zweige von der Ordnung @ und von der Klasse o,. Wir betrachten auf C die durch 
ein allgemeines Strahlenbiischel ausgeschnittene Schar, fiir welche der Ursprung eines 
Zweiges von der Ordnung « ein a-facher Punkt ist. Aus den obigen Beziehungen folgt 


m+ (a —1)=2 (m+ p—1) 
und korrelatiy 
° n+ X(a,—1)=2 (m+ p —1). 


Eliminieren wir einmal p, einmal m, so erhalten wir 


2 (a —o,) =3 @ — m) 
und 
=(2Qa-+-a,—3)=3m+2 p — 2), 


wobei die Summen iiber alle Zweige zu erstrecken sind, fiir die nicht « = a, = 1 ist. 
Fiigen wir zu diesen noch die Formel hinzu, welche die Gleichheit der Geschlechter 
einer einmal als Ordnungs-, einmal als Klassenkurve betrachteten Kurve ausdriickt, 
so sind das gerade die sogenannten PLUCKER’schen Formeln, die wir bereits friiher 
{Kapitel II A, Anmerkung *°)] in anderer Form abgeleitet haben. Unter Beriick- 
sichtigung von 

2p =(n — 1) (m — 2) — X8,(s,—1) 


ergibt der Vergleich der ersten obigen Formel mit der ersten eben zitierten Formel 
die Relation 
A=Z(a— 1), 


d. h. die Summe der a. a. O. definierten Verzweigungen ist gleich der Summe (a —1), 
erstreckt tiber alle Zweige der Kurve, deren Ordnung o> 1 ist. Analoges gilt korrelativ. 
Wegen weiterer Folgerungen aus diesen Formeln vgl. SEGRE, zitiert in Kapitel X, 
Anmerkung “), Nr. 39. 
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C liegen, nennen wir »-fach; in ihnen fallen also 1 von den x einem 
Punkt von C’ entsprechenden Punkten zusammen. Die mehrfachen Punkte 
auf C’ nennen wir analog »’-fach. Hat C die Ordnung n und C’ die 
Ordnung »’, so sehneiden zwei allgemeine Strahlenbiischel auf ihnen 
beziehungsweise zwei Scharen g, und oe aus, die nur Doppelpunkte, und 
diese in allgemeinen Punkten von C und C’ besitzen, also nicht in Punkten, 
die fiir die gegebene Korrespondenz singuliir sind. 

Um nun den Zerurnen’schen Satz, den wir in einem Sonderfall in 
Nr. 6 bewiesen haben, allgemein zu erhalten, kénnten wir diesen Sonderfall 
auf die Korrespondenz (n‘x, na’) anwenden, die zwischen den Scharen g, 
und 9, besteht, indem wir zwei Gruppen einander zuordnen, die ent- 
sprechende Punkte der gegebenen Korrespondenz (xx‘) enthalten. 

Einfacher kénnen wir jedoch folgendermafSen vorgehen. Wir betrachten 
das einstufige Gebilde (oder Kurve, nach Kapitel IX, Nr. 15) I’, das durch 
Paare entsprechender Punkte der Korrespondenz (x#x’) gegeben ist; dabei 
steht I’ mit g, in einer Korrespondenz (na’, 1), da jedes der obigen Paare 
einen einzigen Punkt von Cund somit eine einzige Gruppe von g, bestimmt, 
wihrend sich umgekehrt aus einer Gruppe von g, nx’ Paare ergeben, 
die aus den » Punkten der betreffenden Gruppe und aus ihren ent- 
sprechenden Punkten auf C’ zusammengesetzt sind. Daher entspricht der 
Schar g, auf T° eine Schar g_,,"°). Analog ergibt sich zwischen P und 
der Schar g, eine Korrespondenz (nz, 1) und somit auf I eine zweite, der 
Schar Gi entsprechende Schar Gig: Fiir die beiden Scharen oan und Gite 
bilden wir die Ausdriicke, die zu =(v—1)—2mn von Nr.7 analog sind 


*°) Ist 2 der die Gruppen der g, bestimmende Parameter und sind y, die Koordinaten 
eines Punktes der Kurve I’, so ist 2 zufolge der Korrespondenz (m’, 1) eine rationale 
Funktion der y,, also etwa 

LY (y;) 


op a a ae 


, 


wo ~ und yj Formen gleichen Grades sind. Es folgt 
£y) —2vly,) = 9, 


eine Gleichung, die bei variablem 2 ein Biischel von Hyperfliichen liefert, das auf T° 
die oe ausschneidet. Diese einfache Uberlegung zeigt iibrigens, dafS eine lineare 
Schar I, auf einem einstufigen algebraischen Gebilde durch folgende Eigenschaften 
charakterisiert ist: 1) durch die Rationalitdt, d.h. dadurch, daB sich ihre Gruppen 
eindeutig den Werten eines Parameters zuordnen lassen und 2) dadurch, daf ein all- 
gemeines Element des Gebildes einer einzigen Gruppe angehdért, eine Kigenschaft, die 
man auch als involutorisch bezeichnet. Vel. SEGRE, zitiert in Kapitel X; Anmerkung ™), 
Nr. 30. 
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und setzen sie einander gleich. Eine Gruppe G,,,, von Gus die aus einer 
Gruppe G, von g, entstanden ist, kann nun aus zweierlei Ursachen 
mehrfache Elemente besitzen. Entweder fallen zwei der m Punkte von 
G, masammen, woraus « Doppelelemente in Gao entstehen; da wegen 
Nr. 7 die Anzahl der Doppelpunkte yon q, gleich 2 (n-++- p — 2D ist, ergeben 
sich so im ganzen 2.2’(n+-p—1) Doppelelemente von ie: . Oder aber 
es sind alle x Punkte von G, verschieden, wihrend von eK at Punkten, 
die einem derselben auf C’ entsprechen, )’ in einen einzigen Punkt 
zusammenfallen; daraus ergibt sich ein 9’-faches Element von G,. und 
somit ein Anteil %(y/—1) zu der obigen Summe = (v—1). Bestimmen 
wir noch die mehrfachen Elemente yon oe so fiihrt die Anwendung 
des Satzes der Nr. 7 auf die Formel”*) 
22! (n+p —1)+2 (y’—1)—2ne'=2e(n'+p'—1)4+ 2 M—1)—2ne 


oder — . 
2a = bie y= ee 2.2 (p’—1) = 22 (p —1). 


Diese Relation gilt also fiir zwei beliebige einstufige algebraische Gebilde, 
zwischen welchen eine Korrespondenz (nn‘) besteht, fiir welche die singuliren 
Hlemente im ersten Gebilde y-fach, im zweiten 1/-fach sind. Fiir p= p'=0 
ergibt sich der Satz der Nr. 6. Entspricht einem Verzweigungselement des 
ersten Gebildes ein 1’-faches Element des zweiten, so sagt man, das 
Verzweigungselement sei von der Ordnung y/—1; =(y‘—1) ist dann die 
Summe der Ordnungen der Verzweigungselemente des ersten Gebildes 
und ihnlich =(y—1) die Summe der Ordnungen der Verzweigungselemente 
des zweiten Gebildes, womit eine andere Deutung der obigen Formel 
gegeben ist. 

Besitzt die Korrespondenz (7a) an mehrfachen Elementen nur yj’ 
Doppelelemente im ersten Gebilde und y Doppelelemente im zweiten, 


“) Befolgt man die oben angedeutete Methode der Anwendung der Beziehung 
von Nr. 6, so haben wir aufer zwei Fiillen, die den oben erliiuterten entsprechen, 
noch drei andere zu betrachten. Es seien 4A, B, ... m verschiedene Punkte einer 
Gruppe der d,, Dieser Gruppe entsprechen mx’ Gruppen der I, die durch die Punkte 
Ay, Ag, -.-, Ay, By, Bo, ..., By, ... bestimmt sind; dabei sind A,, Ag, ..., A, die 
x’, dem Punkt A entsprechenden Gruppen u.s.w. Es kann nun z. B. der Fall eintreten, 
daB ein Punkt A, mit einem Punkt B, zusammenfiillt, oder da8 sie zwar nicht zusammen- 
fallen, aber einer Gruppe von ¥,, anceliven oder schlieBlich, da8 zwei Punkte A, und A; 
einer Gruppe der g, y angehéren, Tn jedem Fall ergibt sich eine doppelt ziihlende Guanes 
von g,,; dieser entspricht aber eine ebenfalls doppelt zihlende Gruppe von ,. und 
zwar entspricht der erste Fall dem dritten, der zweite Fall sich selbst. Keiner dieser 
drei Fille ist somit von Einflu8 auf die Summe = (v — 1) der Nr. 6 
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also beziehungsweise y und y’ einfache Verzweigungselemente, so erhalten 
wir 

y — y'=20(p'—1)— 2" (p —1), 
die sogenannte Zevruny’sche Formel. In dieser ist die obige, von HatpuEn ”) 
herriihrende, enthalten, wenn wir einen Verzweigungspunkt yon der Ordnung 
y—1 als Squivalent mit y—1 einfachen Verzweigungspunkten ansehen. 


9. Ist #’=1, so fehlen die 4’ und es wird daher y=0. Aus der 
ZevtTueN’schen Formel folgt 


y = 2(p —1)— 2a (p'— 1): 


Ist auBerdem p=p’>1, so mu8 wegen y’>0 auch «=1 sein. Zwischen 
ewei Kurven von gleichem Geschlecht p>1 kann also keine Korrespondenz 
bestehen, die nur in einem Sinn rational ist. 

Eine weitere Folgerung aus der Zeuruen’schen Formel ist die folgende. 
Auf einer Kurve C yom Geschlecht p betrachten wir eine einstufige alge- 
braische Gesamtheit oder, wie man auch sagt, eine eindimensionale alge- 
braische Schar yon Gruppen von « Punkten. Die Anzahl x’ der Gruppen, 
die einen Punkt von C enthalten, nennt man den Index der Schar. 
Identifizieren wir diese Schar mit einer anderen Kurve C’ (vgl. Kapitel IX, 
Nr. 15) und ist p’ das Geschlecht von C’, so heibt p’ auch das Geschlecht 
der Schar. Zwischen den beiden Kurven C und C” besteht nun offenbar 
eine Korrespondenz (#2’), auf welche man die Zreuruen’sche Formel 
anwenden kann. 

Das Resultat ist eine Relation zwischen den Zahlen p, p’, x, x’, y 
und y’. Dabei ist also p das Geschlecht von C, p’ das Geschlecht der 
algebraischen Schar, x die Anzahl der Punkte einer Gruppe derselben, 
av’ der Index der Schar, y die Anzahl der Koinzidenzen zweier der 2’, 
dureh einen Punkt von C bestimmten Gruppen und y’ die Anzahl der 
Doppelpunkte der Schar, also die Anzahl der Gruppen der Schar, die 
einen Doppelpunkt haben. Die Anzahl der Doppelpunkte, wobei natiirlich 
fiir jeden v-fachen Punkt v—1 Doppelpunkte zu setzen sind, ist ins- 


besondere : ? : 
y= 7+ 20 (p —1)— 2a(p'—1). 


Ist die algebraische Schar vom Index 1 und yom Geschlecht p’, also eine so- 
genannte irrationale Involution, so ist x’=1, y=0 und die Anzahl ihrer Doppel- 


unkte wird daher : 
: y= 2(p —1) —2a(p’—1). 


®) HALPHEN, Sur les corréspondances entre les points de deux courbes (Bulletin 
de la Soc. Math. de France 5, 1877). 
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Ist auBerdem p’=0, die Schar also eine 9, oder rationale Involution 
[vgl. Anmerkung '°)|, so kommen wir wieder zu dem am SchluS von Nr. 7 
gefundenen Resultat, und wenn schlieBlich auch noch p=O ist, so ergibt 
sich ein auf anderem Wege in Kapitel X, Nr. 12 abgeleitetes Resultat. 


10. Aus der Formel (3) lassen sich bemerkenswerte Relationen zwischen 
dem Geschlecht p, der Ordnung », den Ringen m1, me, ..., Mr-2 und der 
Klasse n,-1 (vgl. Kapitel IA, Nr. 10) einer dem S, zugehdrigen Kurve C 
herleiten, die mit irgendwelchen singularen Punkten behaftet ist; diese sind 
also Urspriinge von Zweigen irgendwelcher Beschaffenheit O (a0 ... O,-1). 
Wir erhalten so folgende Formeln’®): 


2 (Gy 3 — 1) eg ey 2 ee Dae 
Let —=l ets —2n-1=2p—2. 


Zum Beweis der letzten Formel betrachten wir die einstufige Gesamt- 
heit der Schmiegungshyperebenen von C und in dieser die Schar Oh 
[vg]. Anmerkung '°)| der Gruppen solcher Hyperebenen, die durch einen 
Punkt einer allgemeinen Geraden g gehen. In dieser Schar zi&hlt die 
Schmiegungshyperebene O,-1 eines Zweiges a,-1-fach, da in derselben 
(vgl. Kapitel I A, Nr. 8) o,-1 Schmiegungshyperebenen durch den (auSerhalb 
des Schmiegungs-O,-2 des Zweiges) gelegenen Schnittpunkt von g mit O,-1 
zusammenfallen. Die S,-1, welche die Schmiegungsmannigfaltigkeit V,-1 
(Kapitel 1A, Nr. 10) lings der m,-2, die Gerade g schneidenden Riume S,-2 
der V-1 beriihren, zahlen fiir die Schar doppelt, da ja jeder solche S,-2 Schnitt 
zweier benachbarter Schmiegungshyperebenen ist. Ahnlich beweisen wir die 
vorletzte Formel. Wir betrachten die oo’ Schmiegungs-S,-2 von C und in 
dieser Gesamtheit die Schar One, von S,-2, die ein und dieselbe Gerade 
eines allgemeinen Biischels treffen. In dieser Schar zahlt der Schmiegungs- O,-» 
eines Zweiges @,-2-fach, da er ja diese Multiplizitiit auch fiir die Schmie- 
gungsmannigfaltigkeit V.-1 hat; die S,-2, welche die Schmiegungsmannig- 
faltigkeit V,-2 lings der ,-3, die Ebene des Biischels treffenden Riume 
S,-3 der V,-2 beriihren, zihlen fiir die Schar doppelt und dasselbe gilt 
fiir die S,-2, in welchen die V,-1 von den n,-1 Schmiegungshyperebenen 
durch den Scheitel des Biischels beriihrt werden. Ebenso beweist man 


*) Fiir r = 2 sind das die zwei ersten Formeln von Anmerkung °). 
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die drittletzte Formel durch Betrachtung der cot Schmiegungs-S,-3 und der 
Sehar ae deren Gruppen yon S,-3 eine und dieselbe Ebene eines all- 
eemeinen Biischels treffen u. s. w. 

Multiplizieren wir die Formeln (4) der Reihe nach mit r,7 —1,r—2, ..., 
2,1, so folgt durch Addition 


Brat ¢ 1) yt —2) af Os Oa GtDotre—) 
: | 


11. Ein allgemeiner Punkt (11...1) ist ohne Einflu8-auf die linke 
Seite dieser Relation, wihrend ein Punkt (11... 12), der also Beriihrungs- 
punkt einer gewohnlichen stationairen Hyperebene ist, den Anteil 1 liefert. 
Daraus ergibt sich eine wichtige Folgerung: Die Anzahl der stationdren 
Hyperebenen einer Kurve des S, von der Ordnung n und dem Geschlecht p 
ist gleich (r+1)(n+rp—r); diese Anzahl vermindert sich fiir jeden 
singuldren Zweig (a0, --- G1) um rat(r—1)ou+.--+a,-4 set) 
Einheiten. 2 

Weiter folgt: Der k® Rang mm einer dem S, zugehirigen Kurve von 
der Ordnung n und dem Geschlecht p, also die Ordnung des Ortes Viu+1 
der Schmiegungs-S;, ist gleich 


(44-1) (4+ kp — k) Yee Atop ah 
2 

wobei die Summe iiber alle singuliiren Zweige (4 dy... Op-1) eu erstrecken ist. 
Es geniigt, die Kurve aus einem allgemeinen S,-;-1 auf einen S, zu 
projizieren und zu beachten, daf die Projektion eine Kurve von der 
Ordnung » und vom Geschlecht p mit singularen Zweigen (a 0; ... o-1) 
ist. Die Schmiegungs-S; der urspriinglichen Kurve, die den S,-;-1 treffen, 
werden in stationire S,-1 der zweiten Kurve projiziert; die Anzahl derselben 
ist aber gerade . 

Unsere Kurve moége nun nur gewd/nliche stationire Elemente besitzen, 
also 0 Spitzen, 0: Wendepunkte, ..., 0; stationiire S;, ..., 0,-1Stationiire S,-1, 
so daB ein stationarer S;, der mit der Kurve also k+ 2 benachbarte 
Punkte gemeinsam hat, zu einem Zweig gehirt, dessen k*** Rang (Ordnung 
bei einer Spitze) =2 ist, wihrend alle tibrigen Ringe —1 sind. Dann 
folgt fiir die Anzahl der stationiren Hyperebenen 


Capo Din-rp—r)= re—(r—1)o:— —2) @— + — 2 Ona 


und fiir den /** Rang 


i, = (k++ 1) +k p—k) —ko—(k—1)01 — (4 — 2) 02— ++» —2 Qp-2 — 0-1. 


Bertini, Geometrie. 30 
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Sind keine Spitzen, Wendepunkte, ..., stationiire S,-2 vorhanden, so ist 


Oa=(rt+tImtrp—r) 
und 


m= (k+1)(n+kp—k). 


So hat z. B. eine allgemeine rationale Kurve n** Ordnung des S, der 
Reihe nach folgende Ringe (bis zur Anzahl der stationiiren Hyperebenen): 


Dp 1) Bg Be a bana (pated Wriee aeteat 
eine elliptische Kurve (p=—1) der Reihe nach dic Ringe 
DAT Meroe Oe Oo od GUS 
Die elliptische C" des S,,-1 hat insbesondere n? stationire Hyperebenen. 


12. Unter der Voraussetzung, daB nur gewdhnliche stationdre Elemente 
vorhanden sind, kénnen wir aus den bisherigen Resultaten weitere Formeln 
ableiten, die zuerst fiir den S3; von Cayrny™), spiiter fiir den §, von 
Veronese’) mittels der Piicker’sechen Formeln bewiesen wurden. 

Der besseren Verstiindlichkeit halber wenden wir uns zuerst den 
Caytey’schen Formeln zu. Es sei also C eine Kurve des S; von der 
Ordnung n, dem Range , und der Klasse nz, die @ stationire Punkte 
oder Spitzen (211), 0, stationire Tangenten oder Wendepunkte (121) 
und 0, stationire Ebenen (112) besitze. Ferner sei h die Anzahl der 
scheinbaren Doppelpunkte von C, also die Anzahl ihrer Sehnen oder 
Bisekanten durch einen allgemeinen Punkt des 8,;. Hat C auBer den 
Q Spitzen noch Knotenpunkte, so rechnen wir die Anzahl derselben in 
h ein, so dab h die Anzahl der doppelt zihlenden Erzeugenden eines 
allgemeinen, die Kurve C projizierenden Kegels ist. Ferner sei ) die Anzahl 
der scheinbaren Doppeltangenten von C, also die Anzahl der Ebenen, 
die durch einen allgemeinen Punkt des S; gehen und C in zwei Punkten 


) Mémoire sur les courbes a double courbure ... (Journal de Math. de Liou- 
ville 10, 1845). 

*) Vel. die im Vorwort zur ersten italienischen Auflage zitierte Abhandlung 
sowie auch die vorliufige Notiz: Die Anzahl der unabhéngigen Gleichungen... (Math. 
Anm. 18, 1881). Auch die beiden letzten Formeln der Nr. 11 finden sich in dieser 
Abhandlung, wiihrend die allgemeinen Resultate der Nr. 10 und 11 von SEGRE herriihren. 
Wegen genauerer Literaturangaben, sowie fiir weitere Bemerkungen und Anwendungen 
vgl. SEGRE, zitiert in Kapitel X, Anmerkung “), Nr. 11, wo i, =a-+o,-+o,+---+a 
zu setzen ist. : 
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bertihren; zu dieser Anzahl ) reechnen wir auch die eventuell vyorhandenen 
wirklichen Doppeltangenten von C hinzu, so daf b die Anzahl der Doppel- 
tangentialebenen des erwihnten projizierenden Kegels ist. SchlieBlich seien 
y und £ die beziehungsweisen zu h und } dualen Zahlen; 1 ist also die 
Anzahl der Geraden (Achsen yon C), die in einer allgemeinen Ebene 
liegen und durch die je zwei, C in verschiedenen Punkten beriihrende 
Schmiegungsebenen von C hindurehgehen, einschlieflich der Spuren der 
eventuell vyorhandenen, C in zwei Punkten oskulierenden Schmiegungs- 
ebenen. Analog ist $B die Anzahl der Punkte einer allgemeinen Ebene, 
deren jeder Schnittpunkt von zwei, C in verschiedenen Punkten beriihrenden 
Tangenten ist, wozu noch die Anzahl der Spuren der Doppeltangenten 
von C kommt, die ja oben auch in b eingerechnet wurde, sofern solche 
vorhanden sind. Die Zahlen y und 6 sind also beziehungsweise die Anzahl 
der Doppeltangenten und die Anzahl der Doppelpunkte des Schnittes einer 
allgemeinen Ebene mit der abwickelbaren Schmiegungsmannigfaltigkeit V2, 
dem Ort der Tangenten von C. 

Wir haben nun nur noch zu beachten, daB der oben genannte proji- 
zierende Kegel die Ordnung n, die Klasse ,, 0 stationire Erzeugende und 
Ny + 0, stationiire Tangentialebenen hat, sowie da8 korrelativ der erwiéhnte 
Schnitt der V, die Ordnung 7, die Klasse m,, 0, Wendepunkte und n+ 0, 
Spitzen hat. Es ergeben sich dann sofort die Formeln 


m=n(n—1)—2h—30 

(5) n= My (m —1)—2b—3(m+0,) 
| Bi, — 31, = M-- 0,— 0, 
| Pie (1) = 2 Bi, 

(6) p= ty, — 1) —2 B— 3B we) 


| 3M, — 3 N= N+ 01— Q%, 


bei welchen das eine Tripel aus dem anderen wegen der Dualitéit im 
Raume ableitbar ist. Diese Formeln sind nichts anderes als die PLicker’schen 
Formeln [vg]. Kap. II A, Anmerkung *°) und Anmerkung °)], angewendet 
einmal auf den Kegel, einmal auf den Schnitt. Subtrahieren wir der Reihe 
nach die zweite, dritte und erste Formel (6) von der entsprechenden 
Formel (5), so folgt: 


b—Bp=n—n 


a 


(7) 0 —0Q,.= 2 (n— Me) 
k=y= = (nm) (m+ — 7). 


30* 


468 Kapitel III A. 


es = = 


Mittels der Caytey’schen Formeln (5) und (6) lassen sich, wenn vier 
geeignete von den zehn eingefiihrten Charakteren gegeben sind, die tibrigen 
sechs berechnen. In den beiden ersten Formeln von (5) und (6) sowie 
in allen Formeln (7) treten ja jeweils nur vier von den zehn Charakteren 
auf, die also nicht alle beliebig gegeben sein kinnen*’); aus n, h, 0, Q 
etwa lassen sich jedoch alle iibrigen errechnen. 


13. Zu den vorstehenden fiigen wir noch die Formel 
4=t+n—2 


hinzu, worin zy die Anzahl der scheinbaren Doppelpunkte einer irreduziblen 
Kurve C des 8S, fiir einen allgemeinen Punkt O des §3, also die Anzahl 
der Sehnen oder Bisekanten von C durch O, t die Anzahl der scheinbaren 
Doppelpunkte fiir einen allgemeinen Punkt P von C, also die Anzahl der 
Trisekanten durch P und » die Ordnung von C bedeutet. Um obige Relation 
nachzuweisen, bestimmen wir die Multiplizitiit der Geraden OP als Leit- 


gerade der algebraischen Regelfliiche, die sich als Ort der Has ‘) Geraden 
ergibt, welche die »—1 auf erhalb von P gelegenen Schnittpunkte von C 


mit einer um OP drehbaren Ebene zu je zweien verbinden. Geht die 


Ebene durch einen s-fachen Punkt von C, so fallen (5) von diesen Geraden 


mit ebensovielen uneigentlichen Sehnen des s-fachen Punktes zusammen 
(vgl. Kapitel IX, Nr. 24). Die gesuchte Multiplizitat ist einerseits gleich 
der Anzahl der Erzeugenden der Regelfliiche durch O, andererseits aber 
auch gleich der Anzahl der Erzeugenden durch P; denn wenn wir eine 
allgemeine Gerade einmal durch O, einmal durch P legen, so ergibt sich 
die Ordnung der Regelfliche immer durch Vermehrung der betreffenden 


Boal We Ine I 


sekanten und die »—2 Geraden der die Kurve C in FP beriihrenden 
Ebene durch OP, die P mit den n—2 iibrigen Schnittpunkten dieser 
Ebene verbinden. 


) Durch O gehen nun x Erzeugende, durch P die t Tri- 


14. Wir kommen nun zu den Formeln von Veronesr. Die dem S, 
zugehbrige Kurve C habe die Ordnung n, die Ringe m1, mz, ..., 2-2, die 
Klasse ,-1 und besitze @ Spitzen, 0: Wendepunkte, ..., 0; stationiire 


**) Ebenso kénnen weder 7, Q, Q,, B noch die dualen Zahlen n,, 02, Q,, b beliebig 
vorgegeben sein, da aus (5) und (6) auch die Relationen 


m (nm, — 4)—20,=28B+0=2%b+0, 


folgen. Vgl. ZEUTHEN, Sur les singularités des courbes... (Comptes rendus 67, 1868, S. 225). 
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Si, .--, Qr-1 Stationiire Hyperebenen, die wieder, so wie zu Beginn der - 
Nr. 12 erwiihnt, lauter gewéhnliche Elemente sein migen. Fixieren wir 
nun einen allgemeinen S,-,-3 und einen allgemeinen S,-; durch diesen, 
so bezeichnen wir mit d, (k=0,1,...,7—2) die Anzahl der Paare von 
Schmiegungs-S; der Kurve C von der Beschaffenheit, daB die beiden S,-», 
die aus dem S,-;-3 die beiden S;, eines Paares projizieren, vom S,-, im 
selben S,-z-2 geschnitten werden; zu d; rechnen wir noch die Anzahl der 
in zwei verschiedenen Punkten von C oskulierenden S; hinzu. Haben wir 
insbesondere einen allgemeinen S,-3 fixiert, so bezeichnen wir mit do die 
Anzahl der Paare von Punkten S, der Kurve C von der Beschaffenheit, 
daB die beiden So eines Paares aus dem S,-3 durch ein und denselben S,-» 
projiziert werden, wozu noch die Anzahl der wirklichen Doppelpunkte 
(nicht Spitzen) von C hinzuzurechnen ist u.s. w.; haben wir schlieBlich 
eine allgemeine Ebene S, fixiert, so ist d,-2 die Anzahl der Paare von 
Schmiegungs-S,-2 der Kurve C yon der Beschaffenheit, daB die beiden 
S,-2 eines Paares den S2 im selben Punkt So schneiden; dazu kommt 
noch die Anzahl der doppelt oskulierenden (nicht stationiren) S,-». 

Die Zahlen do, di, ..., d--2 gestatten noch eine andere, gleichwertige 
Deutung. Wir projizieren die abwickelbare Schmiegungsmannigfaltigkeit 
Visi von C aus dem S,-;-3 auf einen Sji2. Der Sehnitt S,-z,-2 des S,-;z 
mit den beiden S,-2, welche die zwei Schmiegungs-S; eines Paares mit 
dem S,-;-3 verbinden, ist projizierender Raum und trifft jeden der beiden 
Schmiegungs-S; in einem Punkt; der S,-z-2 und ein S; liegen ja in einem 
S,-2. Die Spur des S,-z-2 auf dem Sy+2 ist daher ein Doppelpunkt der 
Projektion der Vz41. In einem allgemeinen S2 des S;42 liegen nun gerade 
d, soleche Doppelpunkte; d.h. d; ist die Ordnung der (k-dimensionalen) 
Doppelmannigfaltigkeit der Projektion der Vi.+1, weil der So, mit dem S,-;-3 
yerbunden, einen allgemeinen S,-; liefert, zu welchem nach der obigen 
Definition gerade d; Paare von Schmiegungs-S; gehéren. Ist C der Schnitt 
der Vi+1 mit dem S,-z, so folgt, daB do, di, ..., d--2 der Rethe nach die 
Anzahlen der scheinbaren und wirklichen Doppelpunkte (nicht Spitzen) der 
Kurve C und der Schnittkurven 0, CN ee O°) von Vo, Viascvsy Vert copes 

Parallel zu diesen Begriffen laufen die korrelativen. Fixieren wir 
einen allgemeinen S,-z+1 und in diesem einen allgemeinen S,-;-2, so 
bezeichnen wir mit 5, (k=1, 2, ...,»—1) die Anzahl der Paare von 
Schmiegungs-S; der Kurve C von der Beschaffenheit, daB die zwei Schnitt- 
geraden S; des S,-z41 mit den beiden S; eines Paares aus dem S,-x-2 
durch denselben S,-; projiziert werden; dazu rechnen wir noch die Anzahl 
der doppelt oskulierenden S;, was ja auch bei d; geschah. Haben wir 
insbesondere einen allgemeinen S,-3 fixiert, so bezeichnen wir mit 5; die 
Anzahl der Paare von Tangenten S; von der Beschaffenheit, daf die 
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beiden S; eines Paares aus dem S,-3 durch ein und denselben S,-1 pro- 
jiziert werden; d.h. 6, ist die Anzahl der scheinbaren und wirklichen 
Doppeltangenten (nicht Wendetangenten) von C, u.s. w.; haben wir schlieb- 
lich eine allgemeine Ebene 2 fixiert, so ist 5,-1 die Anzahl der Paare von 
Schmiegungshyperebenen S,-1, von der Beschaffenheit, daB die S,-1 eines 
Paares auf dem S, ein und dieselbe Spur haben; dazu zihlen wir noch die 
doppelt oskulierenden (nicht stationiiren) S,-1. Selbstverstindlich gestatten 
auch die Zahlen 54, 52, ..., 5,-1 noch eine zweite Deutung. Schneiden 
wir die Schmiegungsmannigfaltigkeit V;, mit dem obigen allgemeinen S,—z41, 
so ergibt sich eine Kurve C%-), von der zwei Punkte durch die beiden 
Sehmiegungs S;-; von C gegeben sind, die dieselben Beriihrungspunkte 
haben wie die beiden Schmiegungs-S; eines der obigen Paare. Die zwei 
Spuren S; dieser beiden S;, die nach der obigen Definition aus dem 
S,-.-2 durch denselben S,-; projiziert werden, sind die Tangenten von 
C%-) in diesen beiden Punkten (Kapitel 1A, Nr. 10). Die Zahlen 81, dz, 
.., Or-1, die beziehungsweise zu dy-2, d»-3, ..-, do korrelativ sind, sind 
also der Reihe nach die Anzahlen der scheinbaren und wirklichen Doppel- 
tangenten (nicht Wendetangenten) der Kurven C, C%, ..., C@-®"), 

Auf die ebenen Projektionen der Kurven C0, C®, C®, ..., C%-® 
kénnen wir nun die PLicxer’schen Formeln anwenden. Vor allem ist klar, 
daB die ebene Projektion yon C eine Kurve x” Ordnung, 2,” Klasse ist, 
die d, Doppelpunkte, 9 Spitzen, 0, Doppeltangenten und n,-+0, Wende- 
punkte hat; die Wendetangenten sind einerseits die Spuren der e, Hyper- 
ebenen, welche die Wendetangenten von C’ projizieren und andererseits 
die Spuren der 7, projizierenden Hyperebenen, welche Schmiegungsebenen 
Sz yon C enthalten; das Projektionszentrum S,-3 trifft ja die V3 gerade 
in m Punkten. Es folgt 


| nm =n WH —1)—2ds—30 
=I) 0 0 Oy Oy 
| Ith = 3h = 0,— 0. 


(8) 


Ahnlich ist die ebene Projektion des Schnittes C® der Vis, mit einem 
allgemeinen S__, (k=1, 2, ...,»—3) eine Kurve mn," Ordnung, ;", Klasse, 
die d;, Doppelpunkte, o; + m-1 Spitzen, 5.4; Doppeltangenten und 242+ Or41 
Wendepunkte hat. Die Zahl der Spitzen ergibt sich (Kapitel IA, Nr. 10) 
einerseits aus den m-1 Spitzen, in welchen der S,-; die V; trifft, anderer- 
seits aus den Q; stationiren S;, deren Beriihrungspunkte ebenfalls Spitzen 


von C” sind; hinsichtlich der Anzahl der Wendepunkte beachte man, 


“) Fiir r= 3 sind dj), d,, 5;, 5, der Reihe nach die Zahlen h, B, b, y der Nr. 12. 


Die Formeln von CAYLEY und VERONESE (Nr. 14). AU 


daB (ebenfalls wegen Kapitel IA, Nr. 10) die Q,41 stationiiren Sy. vom 
S,-x in Wendetangenten der Kurve C™ geschnitten werden. Es folgt 


| Mii=m (m —1)—-2d —30, —3m-1 
(9) Me = M41 (M41 — 1) — 2 9x41 — 3 Qet1 — 3 Mire 
Sei — SM = Mr49-+ Oper — Meni — Orn. 


Die ebene Projektion von C”™ ist schlieBlich eine Kurve n‘", Ordnung, 
n.", Klasse mit d_, Doppelpunkten (Anzahl der doppelt oskulierenden S._,), 
N,-3 + Or-2 Spitzen, 5,-1 Doppeltangenten und Q,-1 Wendepunkten. Hier 
erhalten wir 


| Mp1 = Np = 2 (Mp2 — 1) — 2 deg — 3 Qr-2 — 3 Mp3 
(10) Np —-2 = Np —-1 (Mp4 — 1) =e) ener st) Open 
| 3 Np-1 -— 3-2 = Q,-1 — Np-3 — Or-2. 


Die 3 Formeln (8), die 3(—3) Formeln (9) und die 3 Formeln (10) 
sind zusammen die »—1 Tripel der Formeln von Veronese zwischen den 
47 —2 Charakteren 


M, M1, --+y Mr-1; do, dy, Sates d;,—2; d1, dv, Sea) Sp-15 Q, O1, «++, Qr-1. 
Sind von diesen Zahlen r-+-1 geeignet gewdhlte vorgegeben, etwa Q, Q1, 


.-+, Qr-2, 2, do, so lassen sich die iibrigen mittels der obigen Formeln 
sofort berechnen. 
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Abbildung der Geraden des S, 146. 

— der STEINER’schen Fliiche 400. 

— der VERONESE’schen Fliiche 369. 

— einer Gesamtheit von Mannigfaltigkeiten 
eee 

— lmearer Scharen 267. 

— — Systeme 241. 

— rationaler Fliichen 363. 

— — Regelflichen 341. 

Abhiingige Punkte 2. 

Absolute Invarianten einer Kollineation 75. 

— — eines Biischels von V>_, 156. 

Abwickelbare Schmiegungsmannigfaltig- 
keit eines Zweiges einer algebraischen 
Kurve 427. 

Abwickelbarer Charakter einer Regelfliiche 
DAT. 

Achse einer Homologie 80. 

— eines Bundes 30, 31. 

— -— speziellen Geradenkomplexes 147. 

Adjungierte Kurve 443. 

Algebraische Bedingungen 179. 

— Korrespondenz 223. 

— Mannigfaltigkeit 208. 

Algebraisches System 179. 

Allgemein 16. 

AMODEO 47. 

Antiprojektivitit 48. 

ANTONELLI 44. 

Apolar 244. 

Apolare Kegelschnitte 382. 

Aquianharmonische Gruppe 27, 51. 

Assoziierte Hauptriiume und Hauptbiinde 
TES). 

Asymptotenlinien der kubischen Regel- 
flichen 350, 351. 

— der STEINER’schen Fliiche 402. 

Auflésung eines mehrfachen Punktes einer 
Kurve 442. 


AUGUST 203. 
Autopolare Riiume einer V?_, 140. 


Basis einer linearen Schar 265. 
— eines Biischels von V?_, 155. 
—- —- —- — — erster und zweiter 


= SS Se , Erzeugung der 167. 

= SS SS , lineare Ra&ume der 

— — linearen Systems 180, 245. 

Basismannigfaltigkeit, gewdhnliche 

Bedingungen, algebraische 179. 

= mlineanemc: 

Beliebig 16. 

BELLATALLA 355. 

BERTINI 258, 259, 261, 275, 302) 317, 
444, 

Bertihrungspunkt 128. 

BERZOLARI 125, 179, 191, 196, 330. 

Bestimmen 8, 11, 178. 

BeEzoutT’sches Theorem 179. 

BIEBERBACH 456. 

Biplanarer Doppelpunkt 185. 


Birationale Transformation 225, 363, é 


366, 430¢ff. 


BOCHER 8, 8, 10, 39, 63, 65, 104, 109, : 


BOMPIANI 379. 

BRAMBILLA 3829. 

BRILL 314, 317, 426. 

Bund 31. 

Biindel 31. 

Biischel 29, 31, 91. 

— linearer Komplexe 116, 148. 
— von Korrelationen 124. 

— — V2, 155. 


Art 


168. 


269. 


434, 


— — — erster und zweiter Art 158. 


CAPELLI 243. 
CAPORALI 171, 407, 408. 
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CAPORALI’sche Kurve 410. 

CASORATI 210. 

CASTELNUOYVO 115, 116, 208, 
263, 266, 275, 288, 284, 345, 365, 379, 
438. 

CAYLEY 236, 273, 347, 586, 466. 

CAYLEY’sche Formeln 466, 468. 

— Regelfliiche 347. 

CESARO 210, 212. 

Charakteristik einer partikwliren Kollinea- 
tion 88, 104. 

— — reguliiren Kollineation 78. 

— eines Biischels von Vee, 156. 

Charakteristiken (Schnitte benachbarter 
Hyperfliichen einer Schar) 251. 

Charakteristische Formel 273, 281, 285. 

— Gruppe 88, 92. 

Charakteristisches Paar 92. 

Charakteristischer Raum 89. 

CHASLES 48, 152, 226, 347. 

CIANT 410. 

CLEBSCH 187, 

CLIFFORD 825. 

COMESSATTI 405. 

CREMONA 48, 330, 347, 851, 398, 399, 402. 

CREMONA’sche Transformation 225, 3868, 
366, 430ff. 


2025 225, 


846, 350, 898, 399, 410. 


Da Porto 154. 

DARBOUX 48, 870. 

Darstellung algebraischer Mannigfaltig- 
keiten, monoidale 236 (vgl. ferner 
Haupt- und Gesamtdarstellung). 

Defekt eines linearen Systems 270, 461. 

DEL PEZZO 220, 871, 875, 376, 378. 

DEL PRETE 65. 

Diagonalfliche yon CLEBSCH 187. 

Dimension, effektive 273, 282, 285, 449. 

— einer algebraischen Mannigfaltigkeit 
209. 

— — Involution 240. 

— eines linearen Raumes 1, 5. 

— — — Systems 240, 451. 

—, virtuelle 278, 281, 285, 449, 451. 

Doppelelemente projektiver S, 49. 
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Doppelpunkt, biplanarer 185. 

—, eigentlicher 233. 

— einer Projektivitit 49. 


Doppelpunkt einer ate 129; 
» 160. 
Biye 180. 

—, scheinbarer 229. 
—,uneigentlicher 282. 
—,uniplanarer 185. 
Doppelraum einer is 129 

mehrfacher Raum). 
Doppelsechs 198. 
Doppelverhiltnis 26. 
D’Ovip1o0 138. 
DRAGONI 204. 
Dual 31. 
Duale Riiume 382. 
Dualitiitsgesetz 31. 
DUSCHEK 359. 


(siehe auch 


Effektive Dimension 278, 282, 285, 449. 
Kigentliche Sehne 281. 

Kigentlicher Doppelpunkt 233. 
EKindeutige Korrespondenz 225. 
Kin-eindeutige Korrespondenz 1, 34, 
Einfach 177, 209. 

Einfache lineare Systeme 259, 364. 
Kinfacher Fall 191. 
Einheitshyperebene 28. 
Einheitspunkt 2. 

Einhiillende 191, 251. 

Element einer Kurve 413. 
Elementarteiler 77, 100, 128. 
Elliptische Kurve 466. 

— Systeme, vollstindige 275. 
ENRIQUES 268, 266, 3869. 
Erzeugender Raum eines Kegels 211. 
Erzeugung einer ebenen C* 408. 

— — Vi, 167. 

ESCHERICH 206. 

EULER’sches Theorem 184, 257. 


225. 


Fall, einfacher 191. 

Fano 47, 152, 190. 

FINE 426. 

Flaiche, KUMMER’sche 170, 208. 

—, rationale (siehe auch Regelfliche) 333, 
364. 

—, STEINER’sche 370, 379, 398 ff. 

—, VERONESE’sche 369ff., 382, 386ff. 

Fokale Korrelation 109. 

Form 176. 
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Formel, charakteristische 273, 281, 285. 

—, ZEUTHEN’sche 4683. 

Formeln, CAYLEY’sche 466, 468. 

—, PLUCKER’sche 444, 460, 466, 467, 470. 

—, VERONESE’sche 468, 471. 

FROBENIUS 134. 
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Kurve 3380. 

Fundamentalmannigfaltigkeit,  quadrati- 
sche, der stereographischen Projektion 
140. 
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— der stereographischen Projektion 140. 
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Geradenkomplex, linearer 114, 147. 
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Gesamtdarstellung 288. 

Gescharte Involution 81. 
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Gebildes 280. 

— einer ebenen Kurve 227, 447. 

— — Kurve des S, 230. 

— — reduziblen Kurve 448. 

Gewohnliche Basismannigfaltigkeit 269. 

Gewohnlicher Basispunkt 269. 

— mehrfacher Punkt 187. 

GIAMBELLI 300, 301. 

Grad eines linearen Systems 260, 451. 

GRASSMANN 71. 

GRASSMANN’ sche Koordinaten 44. 

Grundeck 2, 14. 

Grundform 45, 

Grundpunkte 2. 

Grundriiume 6. 

Grundunterriiume 6, 

Gruppe, iiquianharmonische 27. 

—, charakteristische 88, 92. 

—, harmonische 27. 

—, zyklisch projektive 51. 


HALPHEN 152, 238, 426, 463. 
Harmonische Gruppe 27. 
— Homologie 81. 


Harmonische Hyperebene 29, 189. 
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Hauptachsen 72. 

Hauptbiinde einer Korrelation 108. 
Hauptdarstellung 238. 
Hauptriiume, assoziierte 119. 

— einer Kollineation 71. 
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—, einfache 87. 

—, mehrfache 87. 

Hauptsehne 403. 

HESSE’sche Hyperfliche 186, 202. 
HILBERT 273, 285, 290. 

Homaloid 225. 

Homaloidische lineare Systeme 260. 
Homogene Koordinaten 2. 
Homographie 53. 

Homologie 73, 80. 

—, harmonische 81. 

—, involutorische 81. 

—, regulire 80. 

Hyperebene 6, 25. 

—, harmonische 29, 189. 

—, Involutorische 107. 

—, konjugierte 109. 
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—, HESSE’sche 186. 
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Involutorische Homologie 81. 
— Kollineationen 81. 

— Korrelationen 108. 
Inzidenzbedingung 26, 29. 
Trrationale Inyolution 463. 
Trreduzibel 177, 209. 


Trreguliire lineare Systeme 273, 282, 285. 
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KLEIN’sche Koordinaten 151. 
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Koinzidenzelement 226. 

Kollineation 53. 
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—, involutorische 81. 

—, partikulire 72, 83. 

—, regulire 72. 

—, singuliire 65. 

—, zyklische 74, 80. 

Komplex, linearer 114, 147. 

—, quadratischer 170. 

—, spezieller linearer 147. 

Komplexbiischel 116. 

Kongruenz, lineare 148, 259. 
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KONIG 209, 217, 314, 315, 317. 
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—., elliptische 446. 

—, normale 321. 
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Lage, reguliire, linearer Riiume 18, 19, 21. 
LASKER 297, 303, 304. 

Leitlinien einer linearen Kongruenz 148. 
Leitkurve einer Regelfliiche 335. 

— eines Kegels 331. 

LENSE 43. 

LEVI 232. 

Lig 351. 
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— Gesamtheit 1. 

— Kongruenz 148, 259. 

— Schar 264. 

— Transformation 4. 

Linearer Komplex 113, 147. 
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— Zweig 423. 

Lineares System 127, 240, 363. 
Liniengeometrie 38, 146, 170, 398. 
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LUROTH 259, 318, 410. 
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Multilineare Verwandschaft 203. 
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PALATINI 374. 

Parabolischer Punkt einer Hyperfliiche 186. 
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PASCAL 71, 116, 424. 
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PIERI 47, 238. 
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Pol 109. 
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Polare Riitume eines Nullsystems 110. 
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Polargruppen 182. 

Polarhyperebene 109, 182. 

Polarisation 182. 

Polaritiét 109, 126. 

— beziiglich einer ebenen C* 410. 

Polarsystem 109, 126. 
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Polsechsflach, REYE’sches 245. 

Postulation 273, 281, 285. 

PREDELLA 87, 89, 105. 

Prinzipalkurve 374. 

Prinzipaltangente 374. 

Projektion 33. 

— eineralgebraischen Mannigfaltigkeit 214. 

—, stereographische 140. 

Projektive Koordinaten 29. 

Projektivitiit zweier S, 48. 

— ol, 

—, zyklische 50. 

Projizieren 32 ff. 

Projizierender Raum 32. 
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—, mehrfacher, einer algebraischen Mannig- 
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—, s-planarer 187. 

—, uniplanarer 185. 
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— Transformation 429. 
Quadratischer Kegel 129. 
— Komplex 170. 
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Rational 225, 231. 

Raum, charakteristischer 89, 

—, erzeugender, eines Kegels 211. 
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—, duale 32. 
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402 ff (siehe auch Basis eines Biischels 
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Reduzibel 177, 209. 

Reduzible lineare Systeme 257. 

Regelfliiche 333. 

—, CAYLEY’sche 347, 

—, kubische 200, 346, 403, 406. 

Reguliire Homologie 80. 

— Kollineationen 72. 

— Korrelationen 120, 

— Lage 18, 19, 21. 

— lineare Systeme 273, 282, 285. 

Resultante, SYLVESTER’sche 248, 

REYE 206, 244. 

ReEYE’sches Polsechsflach 245. 

Reziproke lineare Systeme 205. 

Reziprozitit 53. 

—, Satz der 182. 

RIEHLE 259. 

RIEMANN’sches Theorem 228, 229, 230, 
231, 444, 447, 457. 

Roémerfliche 398. 

ROSANES 244, 

Rosati 168, 169, 395, 406, 407. 

Riickkehrpunkt 440, 441. 


Schar, lineare 264. 

— von Korrelationen 125. 

Scheinbarer Doppelpunkt 229. 

— Umrib der V} des S, 204. 

Scheitel(raum) eines Kegels 181, 211. 

SCHEPP 47, 

SCHLAFLI 198. 

Schmiegungshyperebene 825. 
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bare 427. 

Schmiegungsriume 422. 

Schneiden 34. 
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208, 238. 
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— von Hyperflichen 179. 
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Schnittpunktsmultiplizitiit 415, 456. 
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Schnittsystem 242. 
SCHOUTE 71. 

SCHROTER 154, 398. 
SCHUBERT 45, 152, 229. 
Scour 154, 

SCORZA 248, 358, 362. 
Scott 299. 


SEGRE 48, 72, 73, 104, 105, 123, 180, 135, 
147, 463, 164, 170, 178, 179, 194, 197, 
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SEGRE’sche Mannigfaltigkeiten 358 ff. 
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Sekante 167. 

Selbstberiihrungspunkt 440. 

SEVERI 44, 45, 152, 179, 233, 248, 
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358, 374, 396, 457. 

Signatur einer VES, 134. 

Simplex 14. 

Singuliire Hyperfliichen zweiten Grades 
129. 

—- Kollineationen 65. 

— Korrelationen 65. 

— Nullsysteme 109. 
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SauirH 444. 

Speziell 16. 

Spezielle lineare Kongruenz 148. 

Spezieller linearer Komplex 147. 

Spitze erster Art 440. 

— zweiter Art 441. 

Stationiire Riume einer Kurve 325. 

Sraupt 47, 48, 51. 

STEINER 48, 851, 398. 

STEINER’sche Fliche 370, 379, 398 ff 

— Hypertliiche 186. 

STENFORS 198. 

STEPHANOS 196. 

Stereographische Projektion 140. 

Stern 31. 

STUDY 586. 

Stufe emes Bundes 31. 

—- — linearen Systems 240. 

— — Raumes 71. 

STURM 154. 


co Or 


282, 
348, 


Stiitzpunkte einer Sehne 231. 
Substitution, transponierte 64. 
SYLVESTER 133, 185, 243. 
SYLVESTER’sche Resultante 243, 
SYLVESTER’sches Pentaeder 245. 
Symmetrische Korrespondenz 226. 
Systeme, algebraische 179. 
—, konjugierte, von VERONESE 356. 
—,-lineare 127, 240, 363. 
—, —, einfache 259, 364. 
, elliptische 275. 
—, —, homaloidische 260. 
—, —, lregulare 273, 282, 285, 

; —, reduzible 257. 
a sy HIRI Ce eee, ehSta)- 

> —, reziproke 205. 
—, —, tberschtissige 278, 282. 285. 
—, —, unvollstandige 270. 
—, —, vollstindige 270, 367, 449. 
—, —, zusammengesetzte 259. 364. 


Tacnodo 441. 

Tangente einer algebraischen Mannigfaltig- 
keit 219. 

— — Hyperfliiche 184. 

— => — zweiten Grades 128. 

— eines Zweiges 418. 

Tangentensingularitiit 435. 

Tangentialhyperebene einer algebraischen 
Mannigfaltigkeit 220. 

— — Hyperfliche 184. 

——— —_ 4weiltens Grades 128: 

Tangentialkegel einer algebraischen 
Mannigfaltigkeit 219. 

— — Hyperfliche 185. 

Tangentialraum einer algebraischen Mannig- 
faltigkeit 219, 220. 

— — Hyperfliiche zweiten Grades 136. 

TERRACINI 374. 

TORELLI 300, 3801, 815, 317. 

Torsallinie 347. 

Trigheitsgesetz 133. 

Transformation, birationale oder CREMONA- 
sche 225, 363, 365, 366, 430ff. 

— der Koordinaten 4. 

ein-eindeutige 225. 

—, quadratische 429 ff. 

Transponierte Substitution 64. 

Trilinear verwandte Biischel 203. 


= 


. 


480 Re 


ister. 


UberschuB eines linearen Systems 274, 282, 
285, 451. 

Uberschiissige lineare Systeme 273, 282, 
285. 

Umri, scheinbarer, der es des S, 204. 

Umschriebener Kegel einer Hyperfliiche 
L9H. 

Unabhiingige Punkte 2 ff. 

— Riaume 11, 13. 

Uneigentliche Sehne 281. 

Uneigentlicher Doppelpunkt 232. 

Uniplanarer Doppelpunkt 185. 

Unterraum 5, 36. 

—, Koordinaten eines 37 ff. 

Unvollstiindige lineare Systeme 270. 

Ursprung einer ausgearteten Vex 130. 

— eines Zweiges 413, 425. 


VAHLEN 218. 

VANDERMONDE’sche Determinante 424. 

Verbindungsraum 11. 

Verbindungssystem 242. 

VERONESE 47, 355, 356, 386, 466. 

VERONESE’sche Fliiche 369ff,. 382, 386ff. 

— Formeln 468, 471. 

Verwandtschaft, multilineare 2038 (siehe 
auch  Korrespondenz,  Projektivitiit, 
Transformation). 

Verzweigung 444. 

Verzweigungselement einer Korrespondenz 
452. 


Verzweigungswert 415. 
Virtuelle Dimension 273, 281, 285, 449, 451. 
Vollstiindige lineare Systeme 270, 364, 449. 


WEBER 179. 

WEIERSTRASS 77, 100, 101, 102, 104, 155, 
156, 398. 

Willkiirlich 16. 

Wurf 26. 


Zentrum einer Homologie 80. 

— eines Bundes 81. 

— — linearen Komplexes 114. 

ZEUTHEN 226, 455, 457, 458, 461, 468. 

ZEUTHEN’sche Formel 463. 

ZINDLER 347. 

Zugehoéren 11. 

Zugehérige Kollineation emer Korrelation 
107. 

Zugehorigkeitsraum 11. 

Zusammengesetzt 177, 209. 

Zusammengesetzte lineare Systeme 259, 
364, 

Zusammensetzung eines mehrfachen Punk- 
tes 442. 

Zyklische Kollineationen eines S, in sich ° 
74, 80. 

— Projektivitit 50. 

Zyklisch-projektive Gruppe 51. 

Zyklus 413. 

Zweig 413. 


wy at S! 


=e ie ae > 
a | ele ee 7 


Se Seb ott CTS L924 


ahd | | Hm Hn 14 i ana 


| Es | 


